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Relacoes entre Coeficientes e Raizes.

1 Exercicios Introdutadrios

Exercicio 1. Fazendo as operacédes de soma e de produto
entre as raizes r1 € To em uma equacao do 2° grau, ficamos
com:
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Em resumo, x1 +x2 = — e xy-x2 = —. Agora, calcule a
a a

soma e o produto das raizes das equacoes abaizxo.
a) 2 —5x+4=0

b) 202 +Tx+5=0

c) =322 +122 =0

d) —1>+8x—12=0

e) 722 -3z +1=0

Exercicio 2. Se x7 e xo sdo as raizes da equacdo
2% + 52+ 7 =0, determine o valor de (1 + 3)(wy + 3).

Exercicio 3. Sabendo que a e a + 1 sdo as raizes de

22 — (p— 1)x + p, determine o valor de p.

Exercicio 4. Qual o valor de b na equacdo x> +bxr—25 =0
para que suas raizes sejam simétricas?

Para tal valor, veja que 5 e —5 sao raizes da equacao.

Exercicio 5. Determine a soma e o produto das raizes das
equacoes abaixo:

a) 2 -4z —-5=0

b) 22 +T7x—10=0

c) 222 -3z +1=0

d) 22 —2—-20=0

Exercicio 6. Determine m para que a equagdo
222 —8x+m=0

admita raizes iguais.

Exercicio 7. Determine m para que a equag¢ao
322 + 62 +m =0
admita raizes reais distintas.

Exercicio 8. Determine os possiveis valores de p para que
a equacao
x2+p2$+3px—8:0

admita raizes simétricadll

Exercicio 9. Determine m na equagdo 2x? — 12z +2m = 0
de modo que uma de suas raizes seja igual ao dobro da
outra.

Exercicio 10. Se a média aritmética de dois nimeros reais
a eb éb e amédia geométrica entre eles é 8, escreva uma
equacao do sequndo grau que admite a e b como raizes.

Exercicio 11. Qual o valor de p na equacdo
(p+3)2°>+x+p>—p=0

para que uma raiz seja inversa da outra?

Exercicio 12. Qual o valor de m na equacdo
224+ (m—2)x+2m—-8=0

para que 0s quadrados de suas raizes sejam iguais?

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 13. Um aluno resolveu corretamente a equacgdo
do 2° grau x2 + Az + B = 0 e encontrou as raizes 1 e
—3. Nessas condigoes, determine as solucoes da equagao
22+ Bx+A=0.

Exercicio 14. Determine uma equac¢do do 2° grau com a
soma das suas raizes igual a 4 e o produto das suas raizes
igual a —12.

Exercicio 15. Se a equacdo quadrdtica 2> —2nz+n+3 =0
b

tem como conjunto solucao { +1, % + 1}, Qual o valor
a

de n??

1Dizemos que x e y sdo simétricos se & = —y.
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Exercicio 16. Uma equacdo do 2° grau possui a soma das
suas raizes igual a 4 e o produto das suas raizes igual a
—12. A partir desses dados, sendo x1 e xo as raizes de tal
equacao, calcule o que se pede.

b) 3 + 3.
¢) |z — xal.

Exercicio 17. Suponha que x1 e xo sdo as raizes de
22+ 2 —7=0. Encontre os valores das expressoes abairo
sem encontrar explicitamente as raizes:

a) x3+ 3.
b) a2} + a3
c) xi+a3.

Exercicio 18. Se a e b sdo as raizes de 22°> —x +3 = 0,
encontre o valor de (2a —1)(2b—1) + 8.

Exercicio 19. Sabendo que a equag¢io
42 + (B3m+ Dz + (n+3) =0

possui as mesmas raizes de 2% +5x +8 = 0, determine m
en.

Exercicio 20. Os nidmeros reais p e q sdo as raizes da

1 1
equacdo 1522 — 11z +2 = 0. Qual o valor de = + = ?
rp q

3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 21. Determine o valor de p para que as raizes
x1 e Ty da equacdo 2x% — pxr — 1 = 0 satisfacam a relagdo
22+ a2 =1.

Exercicio 22. Determine a soma das raizes da equagao

2%+ 182+ 30 = 2- /22 + 18z + 45.

Exercicio 23. Sejam a e b nimeros reais nao nulos tais que
a equacdo 2 +ax+b = 0 possui solucées a e b. Determine
a—b.

Exercicio 24. (Olimpiada Cearense) As raizes da equagdo
do sequndo grau ax® +bx+c =0 sio R e S. Determine a
equacao do seqgundo grau cujas raizes sao aR+b e aS + b.

Exercicio 25. Mostre que a equacgdo x> + bx + 17 = 0 ndo
possui raiz inteira positiva, se b € wm inteiro ndo negativo.

Exercicio 26. Dentre os trinémios do sequndo grau da
forma x2+px+q, onde p e q sdo inteiros e 1 < p,q < 1997,
qual conjunto € maior: o conjunto A dos trinémios que
possuem raizes inteiras ou o conjunto B daqueles que ndo
possuem raizes reais?

Exercicio 27. Seja a a maior raiz de x> +x—1. Determine
o valor de a® — 5a.
a) —1

b) -2 c) =3 d)1 e) 2.

Exercicio 28. a, b, ¢ e d sdo nimeros reais distintos tais
que a e b sdo raizes da equagdo x> —3cx —8d=0ec ed
sdo raizes da equacdo x? — 3ax — 8b = 0. Calcule a soma
a+b+c+d.

Exercicio 29. Se a e b sdo raizes da equacdo x> — 2014z —
2004 = 0, determine o valor de a®>+b*+a?b*+2ab(a+b+1).

Exercicio 30. Determine wm wvalor do niumero real m
para o qual a soma das quartas poténcias das raizes de

2?2 —mx — 1 =0 seja minima.

Exercicio 31. Determine os valores do nimero real k para
que diferenca entre as raizes da equagao em x dada por
2?2 — (k+2)z +k — 1 =0 seja minima.

Exercicio 32. Observe:

(x—7)(x —5) =2 — (r+s)z +7s.

Assim, substituindo x por r e por s, obtemos

r2—(r+s)r+rs 0
s2—(r+s)s+rs = 0.

Multiplicando a primeira equacdo por a - r" e a Segunda
por b - s™, temos:

a(r"t2 — (r+s)r"tt frs-r?) = 0
b(s"t? — (r+s)s" T +rs-s") = 0.

Somando as duas equacdes e sendo S, = a -1 +b-s",
verifica-se que

Snt2 = (r+ 5)Sp41 — r5Sh.
Dados que S1 = ar +bs = 1, Sy = ar? + bs®> = 2,

Sz = ar® +bs® = 5 e ar* + bs* = 6, determine S5 =
ar’® + bsd.
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Respostas e Solucoes

1 Exercicios Introdutorios
—(=5)

4
=bHex -To=—-=4.

1. a) Tem-se x1 + xo =

1 1

— 5

b) Tem-sewl—i—xg:? ey 2= 5.
—12 0

c) Tem—sew1+x2:—3=4exl-x2:73:0,
-8 —12

d) Tem—5€$1+x2:71:881’}1':62:71:12'
—(-3 3 1

e) Tem—sex1+x2:¥:?exl.x2:?_

2. Como x1 +x9 = —5 exixyg =7, temos:

(1 +3)(x2+3) = ziwo+3(x1+22)+9
= 7+3-(-5)+9
1.

3. As relagoes de soma e produto das raizes nos fornecem:

204+1 = p—-1
ala+1) = p.
Portanto,
ala+1)—(2a+1) = p—(p—1)
a?—a—-2 = 0.
As raizes da equacdo anterior sio a = 2 e a = —1. Por-

tanto, como p = a(a+ 1), temos p =6 ou p =0.

4. Sexy e xo s40 as raizes e x1 = —T3, a soma das raizes
da equacdo vale:

-b = 1+ To
0

Para tal valor, veja que 5 e —5 sao raizes da equacao.
5.

a) 11 +x9=4ex; 19=-5

b) x1+x2 =T exy-x9=10
3
c) x1+x2:§ex1-x2:

d) zT1+x0o=1ex1 -29=-20

6. A condicao para raizes iguais € A = 0. Sendo assim:

0 = A
= b* —4dac
= (-8)?—-4-2-m
= 64—8m

Portanto, m = 64/8 = 8.

7. As raizes sao reais e distintas se, e somente se, A > 0.
Devemos ter:

0 < A
= b?—4ac
= 62-4-3-m
= 36 —12m.

Dai, 12m < 36, ou seja, m < 3.

8. A equacao anterior pode ser reescrita como:
2+ (p?+3p)r—8 = 0

Sa as raizes da equagdo, T e T2, Sao simétricas, tem-se
x1 + 29 = 0. Além disso, como x1 + x2 = —(p* + 3p),
obtemos p> +3p =0. Assim, p=0 oup = —3.
9. Sejam x1 e x2 as raizes da equag¢do com Tr1 = 2To.
Pelas relacoes de Viete-Girard:
—(-12)

5 = X1+ 22

= 3.’172

Portanto, x5 = 2 e x1 = 2 -2 = 4. Consequentemente
2m/2=x1 -9 =8 em = 8.

a+b

10. De =5 e vVab = 8, obtemos a +b = 10 e

ab = 64. Assim, eles sdo raizes da equag¢do
2® — 10z + 64 = 0.

11. Se xq e x9 sao as raizes da equagdo com xo = 1/x1,
pelas relacoes de Viete-Girard, temos:

P-p _ A
p+3
1
= xr1 - —
T
= 1.
Das
2
p°=p p+3
p?P—2p—3 = 0.
As raizes da equagdo anterior sGop; = —1 epy = 3. Como
nenhum desses dois valores produz raiz nula na equacao
original, os valores procurados sao: p=—1 ep=3.

12. Para que os quadrados das raizes sejam iguais deve
acontecer:

2 _ 2
ry = I
af —ay =

(1 —x2) (71 +22) =

O que implica que r1 — x2 = 0 ou x1 + 2 = 0, analisando
cada caso.
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i) Se x1 — a2 =0, temos 1 = x2, ou Seja, raizes iguais
e a condi¢cdo para tal é A = 0.

b —4ac = 0
(m—=2%—4-1-2m—-8) = 0
m?2—4m+4—-8m+32 = 0

m?—12m+36 = 0

(m—6)> = 0

m = 6

1) Se x1 + xo =0, como a soma das raizes é m — 2 = 0,
devemos ter m = 2.

Portanto, m =2 ou m = 6.

2 Exercicios de Fixacao

13. (Extraido do vestibular da UNIFOR CE)

Se 1 e —3 sdo raizes de 2% + Ax + B = 0, concluimos que:
1+(-3) = -A
1-(-3) = B.

Sendo assim, A = 2 e B = —3. Basta calcular as raizes
da equacdo > — 3z +2 —2=0 que sdo 1 e 2.

14. Basta perceber que qualquer equagao do 2° grau com
coeficente a = 1 pode ser escrita como:

2?2 — (Soma das Raizes) - x + (Produto das Raizes) = 0

Portanto, x> — 4x — 12 = 0 é uma possivel equacdo para
responder o problema. E importante observar que qualquer
outra equacao que satisfaca o enunciado serd um multiplo
da equagao encontrada pois dividindo-se a equagdo pelo co-
eficiente de xz, 0s oulros termos necessariamente Serao
dados pela soma e o produto das raizes.

—(-2
15. Tem—se:ﬂl—i—xg:%:Qn e:c1~x2:n—1'—3:
n + 3 Assim,
n+3 = x1-22
b
- <+1).(a+1)
a b
b
= 14-+241
a b
= X1+ X2
2n

Portanto, n =3 en? =9.

16. a)
1 1

Tl T2

b)

2 2
] +x5; =

(11 — x2)?

|z1 — 22|
17. Temos x1 + 22 = —1
a)

2 2
T+ x5

b)

3 3
.'L'l +.'L'2 =

= 1.
—22

4 4
T+ Ty =

18. Pelas relacoes de
ab = 3/2. Assim

(2a—1)(2b—1) +8

((El + 1’2)2 — 2.’[11’2
(4)* —2(-12)
40

= 2?2222
40 — 2(—12)

64

= 8

ex1xo = —7.

(z1 + 22)? — 22129
1+14
15

(1 + 332)(1‘% — T129 + x%)
(z1 4+ z2)((z1 + x2)2 — 3z129)

(-1)2+3-7)

(a7 + 23)* — 2a¥a3
(15)* = 2(~7)?
225 — 98

127,

Viéte-Girard, temos a+b=1/2 ¢

= dab—2(a+b)+1+8
3 1

= 4.2-2.-49
2 2 "

— 14
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19. Como as raizes sao as mesmas, os resultados obtidos
pelas relacoes de Viete-Girard das duas equacoes devem
ser 0s mesmos, ou seja,

3m+1

4
n—+3

4

|
| ot

N | Co

Assim, m =3 en = 13.

20. (Extraido do westibular da PUC MG) Temos
p+q=11/15 e pg = 2/15. Assim,

1,1 _ p+g
P q Pq
_11/15
- 2/15
= 11/2.

3 Exercicios de Aprofundamento e

de Exames
21. (Extraido da Olimpiada Cearense de Matemdtica) Se
22 +23 =1, usando que v122 = —1/2 e que 1 +x2 = p/2,
tem-se:
(p/2)* = (21 +a2)?

= 2?2 3y + 22

=1 + 21711‘2

= 1-1

= 0.

Portanto, p = 0.

22. Seja x% + 18z + 30 = y, portanto:

Y 2-\y+15
¥ = (2-y+15)?
y? (y+15)

4
y?—4dy—60 = 0

As raizes da ultima equagdo sdoy = 2+8, isto é, y; = 10 e
Yo = —6. Assim, £?+182+30 = 10 ou 2> +182+30 = —6.
E facil verificar que as quatro raizes encontradas nessas
duas equacgoes sao reais e satisfazem a equacdo original.
Em ambos os casos, a soma das raizes € —18 e consequen-
temente a soma total de todas as raizes € —36.

23. (Eatratdo da OBM) Pelas relagoes de Viéte-Girard,

seque que a +b = —a e ab = b, ou seja, b = —2a e
bla—1) = 0. Como b é nao nulo, temos a —1 = 0.
Consequentemente a =1 e b= —2-1 = —2. Finalmente,

a—b=1-(-2)=3.

24. Como —b/a =R+ S e c/a= RS, temos:

(aR+b)+ (aS+b) = a(R+S5)+2b
= —b+2b
= b
(aR 4+ b)(aS +b) a’RS + ab(R + S) + b*
= ac—b*+V?
= ac

Portanto, a equacdo x%—bx+ac possui as raizes desejadas.

25. Suponha que exista tal raiz m. Se n € a outra raiz,
como mn = 17 > 0, devemos ter n > 0 . Além disso,
de n+m = —b, podemos concluir que n = —m — b € um
numero inteiro. Se m e n sao numeros inteiros tais que
m-n = 17, como 17 possui apenas dois divisores positivos,
tem-sem =1,n =17 oun =1,m = 17. Em qualquer um
dos casos, 18 = m +n = —b. Isso produz uma contradicao
pois b > 0.

26. (Extraido da Olimpiada Russa) O congunto dos
trinémios que mao possuem Taizes reais € maior. Seja
22 4+ ax + b um trinémio posswindo as raizes inteiras m
en comm < n. Comom+n = —a, seque que ambos
sao megativos. Além disso, como mn = b, seque que m en
sao divisores de um numero menor ou igual a 1997. Por-
tanto, —1997 < m < n < 0. Dai, podemos concluir que
trinéomio x> —nx +mn estd em B pois seu discriminante é
n? —4mn = n(n — 4m) < 0. Veja que para cada elemento
de A associamos um unico elemento de B e isso nos diz
que B possui pelo menos tantos elementos quanto A tem.
Note que a equacdo x> —3x+5 estd em B e ndo é da forma
mencionada anteriormente. Assim, B possui estritamente
mais elementos do que A.

27. (Extraido da OBM) Como a € raiz da equagdo, temos
a? = —a+ 1. Multipliquemos esta equacdo sucessivamente
por a sempre trocando o valor de a® nos resultados por

—a+1:

a? = —a+1

a®@ = —ad’+a
= 2a-1

at = 2% —ua
= —3a+2

a® = —3d®+2a
= 5a—3

Portanto, a® — 5a = —3. Resposta C.

28. (Extraido da OBM) De inicio, fazendo a soma das
raizes, tem-se que a +b = 3c e c+d = 3a. Somando e
subtraindo membro a membro chega-se ao sistema:

b+d = 2(a+c)
b—d = 4(a—c¢)
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Agora, como a é raiz de x> — 3cx — 8d = 0:

a® —3ca — 84 =0 (1)
E como c € raiz de x* — 3ax — 8b = 0:
& —3ac—8 =0 (2)
Subtraindo 3 de [1:
a’>—c2 = 8(d—0b)
(a—c)la+c) = 8(d-10)
(a—c)la+c) = 8-4(a—c)

Como a — ¢ # 0, entao a + ¢ = 32. Voltando ao primeiro
sistema, obtemos b+ d = 64. Por fim,

a+b+c+d=64+32=096.
29. Temos a+ b= 2014 e ab = —2004. Note que:
a® +b? +a*v? + 2abla+b+1) =

(a+b+ab)? =
(2014 — 2004)?
100.

30. Sejam a e a as raizes da equagdo. Pelas relagdes de
Viete-Girard, seque que a +b=m e ab= —1. Dag,

a®+bv* = (a+0b)*—2ab
= m?+2
at+bvt = (a® +0*)? — 2470
(m? +2)* -2

Como m? > 0, seque que m? +2 > 2 e que (m? +2)? > 4.
Portanto,

at+bt = (m*+2)2-2
22 -2
= 2.

A igualdade ocorre quando m? = 0, ou seja, quando m = 0.

31. Sejam a e a as raizes da equag¢do com a > b. Pe-
las relagoes de Viete-Girard, seque que a +b =k + 2 e
ab=k —1. Dai,

(a—b)? = a®—2ab+1?
= a®+2ab+b>—4ab
= (a+b)*—4ab
(k+2)% —4(k —1).
Veja que (k +2)? —4(k — 1) = k? + 8 > 8. Portanto,
(a—b)?
Vi(k+2)2—4(k - 1)
V8
2V/2.

a—>b

v

Portanto, o wvalor mimino é 2v/2 e ocorre quando
k% +8 =38, ou seja, k = 0.

32. (Extraido da OBM) Sejam r+s =m ers =n. Assim,
a partir das equagoes:

Sg = m52 — nSl
S4 = m53 — TLSQ.
Podemos obter:
= 2m—n
= 5m —2n.

Resolvendo o sistema anterior nas incognitas m e n, obte-
mos m = —4 en = —13. Dag,

55 = mS4fn53

(—4) -6 —(=13) -5
41,
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