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Equacdes do 2° grau: Resultados Basicos.

1 Exercicios Introdutdrios

Exercicio 1. A equacdo ax®? +bx +c=0, coma #0 ¢ a,
b e ¢ constantes, € denominada equagao do seqgundo grau
na varidvel x. Os nimeros a, b e ¢ sao os coeficientes da
equacdo. Observe os modelos abaizo e identifiqgue-os:

i) 202 — 92 +3=0, entdoa=2,b=—-9 ec=3.
ii) 22 +22—-6=0, entioa=1,b=2 e c = —6.
i) —x? +5x+3=0, entdoa=—1,b="5 e c=3.
a) 2 =22 +6=0
b) 202 +32-8=0
c) —2?+4r—-3=0
d) —42> + 72 —-12=0

e) 22 +x=0
f) 22 —=25=0

Exercicio 2. Siga 0o modelo e, apds o desenvolvimento dos
produtos notdveis, identifique os valores dos coeficientes a,
b e ¢ nas equacoes do 2° grau resultantes das operagoes.

(z+1)?+(x—-2?2 = (z+3)?
224 2r+1422—4dx+4 = 2°4+6x+9
202 —2r+5—2>—-62—-9 = 0
228 —4 = 0

Entioa=1,b= -8 ec=—4.
a) (x —1)? + (x+2)? = (z — 3)?
b) 22 -5+ (2 —2)(x+2) =z + (x +7)?
¢) (-1 +z(x+1) =22 — (z+3)?

Exercicio 3. Faca a expansdo dos produtos indicados como
no exemplo abairo.

22 +3z+22+2-3
2 + 5z + 6.

(z+2)(z+3) =

a) x(x +7).

b) (z+2)(x +5).

¢) (x—2)(z+3).

Exercicio 4. Sejam m e n nimeros tais que
(x —m)(x —n) = 2® — Tz + 10.

a) Determine o valor de m + n.

b) Determine o valor de mn.

¢) Encontre m e n que satisfazem a soma e o produto en-
contrados nos itens anteriores.

d) Encontre as solugdes da equagado.

Exercicio 5. O discriminante da equacdo do seqgundo grau
ar®> 4+ bz +c=0 ¢ o nimero A = b> — dac. Calcule-o em
cada um dos itens abaizo.

a) > —5x+4=0

b) 522 +3x—2=0
c) =22 +z2+30=0
d) 322 +52+1=0
e) —22 —2r—1=0
f) 222 +62—-8=0
g) 22 +3x+9=0

h) 22492 =0

i) —22+16 =0

Exercicio 6. Observe os modelos e resolva as equagdes do
2° grau mo universo dos numeros Teqis.

i) Modelo 1.

249 = 0
z(x+9) = 0

Numa multiplicacdo com resultado nulo, ao menos um
dos fatores deve ser zero, isto é:

a-b=0 entdoa=0 oub=0.

Logo, * = 0 ou z +9 = 0. Portanto, o conjunto

solugdo é S = {-9,0}.
ii) Modelo 2.

2> —64 = 0
? = 64
= +Vv64
+8
Logo, as raizes sio x = 8 ou x = —8 e o conjunto

solugao € S = {—8,8}.
a) 2> — 4z =0
b) 22 —4=0
¢) 2> 49z =0
d) 22 +9=0
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e) —x% —Tr =0
f) =z +121=0

Exercicio 7. Verifique se —1, 2 ou 5 sao raizes da equagao
22— Tz +10=0.

Exercicio 8. Qual o valor de m para que —3 seja raiz da
equacdo —mx? — 4mx +21 =07

Exercicio 9. As raizes da equacio do 2° grau, ax?®+bx+c =
0, podem ser encontradas através da fo’rmulcﬂ

. —b+Vb?2 — dac
a 2a

na qual a expressao b*> — dac é normalmente chamada de
discriminante e representada pela letra grega A. Verifi-
que em quais equagoes abairo o discriminante € positivo,
negativo ou nulo.

a) 22 =5z +4=0
b) 22 —2—-6=0

c) 222 +3r+2=0
d) 22 +22x+10=0
e) =32 +x+4=0
f)2®+z+4=0

g) 22 +16x +64 =0

Exercicio 10. A partir da féormula de Bhaskara, obser-
vando o modelo abaixo, calcule as raizes de cada uma das
equagoes que sequem.

22 +22—4=0

Tem-se A = (2)2 —4-2-(—4) = 4+ 32 = 36 e, portanto,
as raizes sio: Dai, VA =6 e

246
€T =
! 4
= 1
—2-6
T2 = 1
= =2

Logo, S ={-2,1}.
a) 22 =Tz +6=0
b) 2> =5z +4=0

c) 222 +1z—-10=0

1Uma demonstragio para essa férmula encontra-se na tltima
secao. Comumente ela é chamada de férmula de Bhaskara

d) =322+ 12 —-10=0
e) > +4x+4=0
f) 5?2 +2x+2=0
g) 322 +5x+7=0

Exercicio 11. A partir da formula geral das solucdes de
uma equagdo do sequndo grau

b+ VA
N 2a

_—bEVA
v 2a

analise a quantidade de raizes reais em funcdo do discri-
minante A.

_ -b-VA

T1 T2 = %2, )

Exercicio 12. Sendo h a maior raiz da equacdo x> +x—1 =
h® 2hS8
0. Entao qual o valor de + a—ny? ?

1—-h
Exercicio 13. Um grupo de jovens aluga, por 342 reais,
uma van para um passeio, sendo que trés deles sairam sem
pagar. Por isso, os outros tiveram que completar o total
pagando, cada um deles, 19 reais a mais. Qual o nimero
inicial de jovens no grupo?

Exercicio 14. Os primeiros digitos da representacdo deci-
mal do numero a sdo 2,45. Determine se a®> — 5a + 6 €
positivo ou negativo.

Exercicio 15. Encontre os valores de a para os quais a
equacdo x2 — ax + 1 = 0 ndo possui raizes reais.

Exercicio 16. Encontre todos os valores de k para os quais
a equagdo x® + 2(k — 1)z + (k +5) = 0 possui pelo menos
uma raiz positiva.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 17. Qual a maior raiz da equagao
—22° + 3245 =07

Exercicio 18. Calcule as solugées da equacdo
272 — 4z +2=0.

Exercicio 19. O nidmero —3 ¢é a raiz da equagdo
2?2 — Tx — 2¢ = 0. Nessas condi¢des, determine o valor
do coeficiente c.

Exercicio 20. Seja x um numero real nao nulo tal que

1 1
x4+ — = 2. Calcule o valor de x* + —-
x T

Exercicio 21. Qual o conjunto solu¢do da equag¢do no uni-
verso dos reais.

V3z — 2=z +2?
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Exercicio 22. A equacdo azx* + bx% 4+ ¢, com a # 0, é de-
nominada equacdo biquadrada. E possivel encontrar suas
solugoes fazendo a mudanca de varidvel T2 = y e assim
transformando-a em uma equacao do sequndo grau. Por
exemplo, para encontrarmos as raizes de *—18x24+32 = 0,
trocamos x% por y obtendo:

2 —1822+32 = 0
v —18y+32 = 0
18 + /196
y = 5
y = 9&£7T.

Analisamos agora separadamente cada um dos possiveis
valores para x. No primeiro caso, se y = 9+ 7 = 42,
entio © = +4. No segundo caso, se y = 9 — 7 = (v/2)?,
entdo & = ++/2. Portanto, o conjunto solucdo é

S ={—4,4,—v2,V2}.

Em alguns casos, pode ocorrer que o valor encontrado para
Yy seja megativo e consequentemente nao existiriam valo-
res no conjunto dos numeros reais correspondentes para .
Seguindo o modelo anterior, encontre as raizes reais das
equagoes abaixo:

a) 9z* — 1322 + 4 = 0.
b) x* +42% — 60 = 0.
c) x* +1022 4+ 9 = 0.

3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 23. Encontre x> + 1% se x,y € Z e

zy+zr+y="71
%y + zy® = 880.

Exercicio 24. Resolva a equagao
(2 =3z +1)2 =3(x* -3z +1)+1=u.
Exercicio 25. FEncontre as solugdes de:
\/m =x—2.
Exercicio 26. Encontre as solugdes de:
\/m =x—1.
Exercicio 27. Para quais valores de a a equagdo
(a*> =3a+2)2® — (a®* —ba+4)x+a—a*=0

possui mais que duas raizes?

Exercicio 28. Mostre que se a, b e ¢ sdo inteiros impares,
a equacdo ax® + bx 4+ ¢ = 0 ndo tem raiz racional.

Exercicio 29. FEncontre todas as solu¢des reais de:

r=2+1/2+ V.

Exercicio 30. Encontre todas as solugoes reais de
Vr—1++vV5—z=2.
Exercicio 31. Resolva a equacdo \/5 —+/5 —x = x, com

0<zxz<b.

Exercicio 32. Sendo a e b inteiros nao nulos, resolva a
equacao
(ax —b)? + (bx —a)? = 2

sabendo que uma de suas raizes € um inteiro positivo.

Exercicio 33. A calculadora MK — 97 pode efetuar as se-
guintes trés operagoes com numeros em sua memoria:

a) Determinar se dois nimeros escolhidos sao iguais;
b) Adicionar dois nimeros escolhidos;

¢) Para os nimeros escolhidos a e b, determinar as raizes
reais da equacdo x> + ax +b = 0 ou anunciar que tal
equagcao nao Ppossui raizes reais.

Os resultados de cada operacdo sdo acumulados em sua
memoria. Inicialmente a memdria contém apenas o
numero z que € desconhecido por seus usudrios. Como
podemos determinar, usando a calculadora MK — 97, se z
€ igual a 17

Exercicio 34. Encontre as raizes das equagies:
a) 22 —|z| —2=0.
b) z% +5|z| +4=0.
Exercicio 35. Determine todos os y tais que

(¥ +y—6)(y* — 6y +9) —2(y* - 9) = 0.
Dica: Tente fatorar as expressoes dadas.

Exercicio 36. Para quais valores de r vale que:
(r? + 5r — 24)(r® — 3r +2) = (4r — 10)(r* + 5r — 24)?

Exercicio 37. Na equacdo x> + px + ¢ = 0, 0s coeficientes
p e q podem assumir qualquer valor no intervalo [—1,1].
Quais sdo os possiveis valores das raizes de tal equagdo?

Exercicio 38. Encontre as solugoes de:

2(r—-3)=Va2?2—-2x+3
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Exercicio 39. Encontre todas as solugoes reais de:

422
2
T+ ——==12
CEPE
Exercicio 40. Deduza a formula para as raizes de
ax? +br +c =0, com a # 0, em funcio dos coeficien-
tes da equacgao.

Exercicio 41. Suponha que ax® + bx + ¢ = mz? + nx +p
para trés valores reais distintos da varidvel x. E verdade
quea=m,b=nec=p?
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Respostas e Solucoes

1 Exercicios Introdutadrios

a) Temos: a=1,b=—-2¢ec=6.
b) Temos: a=2,b=3 ec= —8.

c) Temos: a=—-1,b=4ec=-3.

d) Temos: a=—4,b=7T¢ec=—12.

e) Temos: a=1,b=1ec=0.
f) Temos: a=1,b=0ec=—25.

2.a) (x =12+ (z+2)?=(x - 3)?

(x = 1)+ (z +2)?

2?2 =204+ 1422 +4x 44
202+ 22 +5—22+62—9
2?2 +8x —4

Entaoa=1,b=8 ec= —4.

b) 2z —5)2%+ (z—2)(x+2) =2+ (v +7)?

(22 —5)* + (z — 2)(z +2)
422 — 202 4+ 25 + 22 — 4

522 — 20z + 21 — z — 2% — 14x —

49

42% — 352 — 28

Entaoa=4,b=—-35ec=—28.

¢) (z—1)24z(x+1)=22—(z+3)?

(x—1)2+a(x+1)
-2 +1+2%+2

20° —x+1 = 22— —62—9
20—z +1—-2z+2°+62+9 = 0
322 4+32+10 = 0
Entaoa=3,b=3 ec=10.
3.
a) x? + Tx.
b) 2%+ Tz + 10.
¢) 2*+x—6.
4. Desenvolvendo o produto, obtemos:
(x—m)(x—n) = 2°—nx—mz+mn

2

= z°— (m+n)x+ mn.

(2 —3)?

2 —6x+9
0

0

= x4+ (x+7)>
= z+2%+ 14z A
= 0
= 0

22 — (x + 3)?
2z — (2% 4 62 +9)

Assim, m+n =7 emn = 10. Veja que m =2 en =5
satisfazem a soma e o produto encontrados mos dois pri-
meiros itens. Se x = m ou x = n, o termo esquerdo serd
nulo e consequentemente podemos afirmar que m e n $ao
as raizes da equacdo x® — Tx + 10. Assim, 2 e 5 sdo as
raizes procuradas e ndo eristem outros numeros cuja SOma
€7 e o produto € 10.

5. a) Tem-se a = 1, b = =5 e ¢ = 4. Portanto,
A=b%—4ac=(-5)2—-4-1-4=25-16=9.

w

b) Tem-se a = 5,
A =b% —dac = (3)

[SE=

e ¢ = —2. Portanto,

—4-5-(=2) = 9440 = 49,

¢) Tem-se a = —1, b = 1 e ¢ = 30. Portanto,
A=0b>—4dac=(1)2—-4-(-1)-30 =1+ 120 = 121.
d) Tem-se a = 3, b = 5 e ¢ = 1. Portanto,
A=b—4ac=(5?%—-4-3-1=25-12=13.
e) Tem-se a = —1, b = =2 e ¢ = —1. Portanto,
A=V —dac=(-2)2—-4-(-1)-(-1)=4—-4=0.
f) Tem-se a = 2, b = 6 e ¢ = —8. Portanto,
A =b?—4dac=(6)2 —4-2-(—8) =36 + 64 = 100.
g) Tem-se a = 1, b = 3 e ¢ = 9. Portanto,
A=b—4ac=(3)>—4-1-9=9—36=—27.
h) Tem-se a = 1, b = 9 e ¢ = 0. Portanto,
49 A=b>—4ac=(9?—-4-1-0=81—-0=381
i) Tem-se a = —1, b = 0 e ¢ = 16. Portanto,

A=0b%—4ac=(0)2—4-(=1)-16 = 0 + 64 = 64.
6. a) 2 —4x =0

2

z*—4dxr =
x(r—4) =
Logo, S ={0,4}.
b) 22 —4=0
=4 = 0
x? 4
= +V4
= £2
Logo, S ={-2,2}.
¢) 2>+ 9z =0
2 +9z = 0
z(zx+9) =

Logo, S ={-9,0}.
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d) 22 +9=0
?+9 = 0
2 = -9
r = £v-9

Como /=9 ¢ R, o conjunto solugio € vazio, ou seja,
S=g.
e) —x2 —Tr =0
—2? —Tr =
r(—x—7) =

Logo, S ={-7,0}.
f) —22+121=0
—z?+121
121 =

V121 =
+11

& 8 &8 O
. o

Logo, S = {-11,11}.

Comentario para professores:. E importante destacar o
significado prdtico de uma raiz numa equacdo, ou Seja,
o wvalor que torna wverdadeira a igualdade associada a
equagdo. A substitui¢io do(s) valor(es) calculado(s) de
modo a inspecionar a respectiva validade de cada raiz deve
ser enfatizada entre os alunos.

7. Substituindo os valores na equacgado, temos:

(-1)?=7-(=1)+10 = 14+7+10=18
(2> -7-2410 = 4—-14+10=0
(5)2 = 7-5410 25 — 35+ 10 = 0.

Portanto, apenas 2 e 5 sdo raizes da equacdo.

8. Para que x = —3 seja raiz, devemos ter:

—m - (=3)* —4m - (=3) + 21

-I9m+12m+21 =
3m = =21
m = -21/3
m = =7
Portanto, m = —7.
9. Temos:
a) A=9>0 b)) A=25>0 ¢)A=25>0
d)A=-36<0 e A=49>0 f)A=-15<0
9)A=0

10. a) Tem-se A = (=7)2 —4-1-6 = 49 — 24 = 25. Day,

\/Z:S@

b THD
)
- 6
.o 15
2T T
- 1

Logo, S = {1,6}.

b) Tem-se A = (=5)2—4-1-4=25—-16=9. Dai, VA =3
€

5+3

r = —
! 2
— 4

b o B3
D)
- 1

Logo, S = {1,4}.

c) Tem-se A = (1)2 —4-2-(=10) = 1 + 80 = 81.Dai,
\/Z =90e

—149
x =
! 4
= 2
-1-9
x f—
2 4
_ =5
)

2
d) Tem-se A = (1)2 —4-(=3)-(=10) = 1 + 120 = 121.
1

o -1411
ry = 776
=5
3
-1-11
o = 6
= 2

-5
L =< —,25.
0go, S {3, }

e) Tem-se A = (4)2—4-1-4=16—16 =0. Dai, VA =0
€

440
r = —
2
= 2
4—-0
Ty = 5
= 2

Logo, S = {2}.
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f) Tem-se A = (2)?—4.5-2 = 4—40 = —36. Dai, VA ¢ R
e, portanto, S = &.

g) Tem-se A = (5)2 —4-3-7 = 25— 84 = —59. Das,
VA ¢ R e, portanto, S = @.

11. i) Para A < 0, como A ¢ R, ndo hd raizes reais
(conjunto solugao vazio).

it) Para A =0, hd raizes reais iguais e ambas sao iguais
(conjunto solug¢do unitdrio).

iit) Para A > 0, hd raizes reais diferentes (conjuntos
solugao com dois elementos).

Comentario para professores:. Apds a questao sobre a im-
portancia do valor numérico do delta € salutar destacar
o motivo do seu nome ser discriminante. Discriminar €
mostrar, expor, exibir. O exercicio anterior nos permite
concluir que o A “mostra” a quantidade de raizes de uma
equacao do 2° grau.

12. Como h é uma raiz da equacdo, temos h> = 1 — h.

Isso nos permite trocar o termo 1 — h por h%. Logo,

h® N 2n° h5+ 2456
1-h (1—-h)2  h2

(h?)?
h5  2hS
wE
h® 4 2h?
h(h?) + 2h*
= h(l —h)+2h?
h — h? + 2h*
h + h?
= h+1-h
= 1

13. Sejam n o ndmero de jovens e p o wvalor que cada
pessoa deveria pagar. Sendo assim, n-p = 342. Ezcluindo-
se trés jovens do pagamento a aumentando-se o valor pago,
teremos:

(n=3)(p+19) = 342
(n —3)(342/n +19) = 342
3.342
)34'7+19n77757 = 347
1902 —5Tn — 1126 = 0
n?—3n—-54 = 0.

Como A = (—3)% —4-1-(—54) = 225, as raizes da equagdo
anterior sao:

3+15
nG = —-
2
ny = 9
3—15
n =
2 2
) = —6

Contudo, apenas o 9 € admissivel, pois como n representa
o numero de pessoas do grupo, trata-se de um nimero nao
negativo.

14. As raizes de x> —5x+6 = 0 sdo 2 e 3. Assim, podemos
escrever z2 — 51 + 6 = (v — 2)(z — 3). Como 2 < a < 3,
seque que a —2 >0 ea —3 < 0. Dai,

a? —5a+6 = (a —2)(a—3) <0.

15. Para que a equacgdo ndao possua raizes reais, seu dis-
criminante deve ser negativo, ou seja,

a?—-4 < 0
a’> < 4
la| < 2

Assim, os possiveis valores de a sao aqueles compreendidos
entre —2 e 2.

16. Para a equacdo possuir alguma raiz real, seu discri-
minante deve ser nao-negativo, ou seja,

4(k —1)* —4(k +5) = 4(k* — 3k —4) > 0.

Isso ocorre apenas de k > 4 ou se k < —1. Supondo tais
restrigoes, sejam a e b as raizes da equacgao original. Po-
demos fatord-lo como (x — a)(x — b). Temos:

a) Se 0 estd entre as raizes se,
k4+5=(0-a)(0—-0) <0.

e somente Sse,

b) Ambas raizes sao positivas se, e somente se,
ab=k+5>0e2(k—-1)=—(a+b) <0.

c) Se 0 é uma raiz, k+5=0 e a outra raiz é x =12 > 0.

A intersecdo da restri¢do inicial com os trés conjuntos en-
contrados anteriormente € o conjunto

S={zeRjz<-1}

2 Exercicios de Fixacao

17. Pela férmula de Bhaskara, como VA =7, temos:

=347

rr = )
= -1
37

o = )
5
T2

Portanto, a maior raiz é 5/2.
18. Pela férmula de Bhaskara, como A =0, ambas as
raizes $Go iguais a:
—(=4)+£0
4
= 1

Portanto, S = {1}.
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19. Substituindo —3 como raiz, temos:

(=3)2=7(=3)—2c = 0

9+21—2¢ =
9421 = 2¢
30 = 2¢
2c = 30
c = 15.
20.
r+ - = 2
2+1 = 2
2 —2x+1 = 0
(x—1)2 = 0
T
2 L L
Portanto, © +ﬁ_1 +§—2.

21. Inicialmente, devemos ter como condi¢Go necessdria
para a existéncia dos radicais que 3z —2 >0 e x > 0, ou
seja, © > 3/2.

V3z—2 = z+2
(V3z -2 = (Vo+2)?
3r—2 = z+4/r+4
20— 6 = 4z
(22 -6)* = (4/x)?
422 — 24x + 36 = 16z
2 —10z4+9 = 0

As raizes da equagao anterior sao 1 € 9. Como, x > 3/2,
devemos ter x = 9. E facil ver que tal valor satisfaz a
equagao dada e, portanto, S = {9}.

22. q)
92 — 1322 +4 = 0
9y? —13y+4 = 0
13+5
y =

18
No primeiro caso, y = (13+5)/18 = 12, temos as raizes
xr = +1. No sequndo caso, y = (13 —5)/18 = (2/3)2,
temos x = +£2/3. Portanto, o conjunto solugdo é

S ={-1,1,-2/3,2/3}.

b)

zt 4422 -60 = 0
Y 4+4y—60 = 0
. —4+£16
y = —5

No primeiro caso, y = —2+8 = (\/6)2, temos as raizes
r = +v6. O sequndo caso, y = —2 — 8 = —10, ndo
produz raizes reais pois nao existe um numero real x tal

que 2 = —10. Portanto, o conjunto solugdo é

S = {-v6,V6}.

' +102° 49 = 0
v’ +10y+9 = 0
~10+38
y = —F.

2

Em ambos os casos, y < 0 e consequentemente nao
existirdo raizes reais pois x? > 0 para qualquer x € R.

3  Exercicios de Aprofundamento e
de Exames
23. (Extraido da AIME) Sejam m = x +y e n = xy.

Como zy? + 2%y = xy(x +y), o sistema pode ser reescrito
como:

n+m = 71
n-m = 880

Da primeira equagao, n = 71 — m. Substituindo tal valor
na seqgunda, temos:

(7T1L—m)-m = 880
Tlm—m? = 880
m2—7lm+880 = 0

As raizes da equagdo anterior sdo 55 e 16. Vejamos cada
caso:

i) Se m =55, n =16 e tem-se:

r+y = 955
zy = 16

Substituindo y = 55 — x na sequnda equag¢do obtemos:

z(bb—xz) = 16
22 —55x4+16 = 0

A equacdo anterior nao possui raizes inteiras pois v A
€ irractonal. Portando, m = 55 nao serve.

it) Sem =16, n = 55 e tem-se:

r+y = 16
ry = 55

Dal,

22 + 92 = (z +y)? — 2zy = 256 — 110 = 146.
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24. Sejay = x® — 3w+ 1. Observe que y +x = (v — 1)2.
Assim,

(22 =324+1)?*=30* -3z +1)+1 =

T
v —3y+l—az = 0
(y—1°-y—z = 0

(y-1°=(z-1)* = 0

0
0.

(y—z)(y+z-2)
(2% —da 4+ 1)(2® — 22 — 1)

Dai, 2> —4x +1=0 ou 2 — 2z — 1 = 0 cujas raizes sdo:

xT

44+ /12 2++/8

Portanto, S = {2 + \/g, 1+ \@}

25.
Va+2x—22 = x—2
4420 —2? = 2P —dx+4
202 —6z = 0
2¢(x —3) = 0.
As possiveis raizes sio x = 0 ou x = 3. Contudo, se

z =0, tem-se V4+2-0—0%2 = 0 — 2, um absurdo. E
facil verificar que x = 3 satisfaz a equagdo. Portanto, o
conjunto solugao € S = {3}.

Observacao: A operacdo de elevar ambos os membros de
uma equag¢ao ao quadrado gera uma nova equagdo que
contém todas as solugoes da equagao anterior. Entretanto,
novas solucoes podem ter surgido e por essa razao é sempre
importante verificar se os valores encontrados satisfazem a
equacao original.

26. Se a = —1, temos:

\/z2+2axfa:\/(xfl)2:|zfl\.

Assim, a igualdade se verificaria para qualquer x > 1. Su-
ponhamos que a # —1, entdo

vr2+2ar—a = z-1
> +2x—a = 22—2x+1
2z(a+1) = a+1
x = 1/2

E imediato verificar que x = 1/2 satisfaz a equagao nesse
caso. Portanto, S = {1/2}.

27. Se algum dos coeficientes da equacdo anterior ndo é
nulo, ela possuird no mdximo duas raizes pois terd grau
no mdzimo dois. Sendo assim, devemos ter a* — 3a + 2 =
a’> —5a+4 =a—a® = 0. A dnica raiz comum das trés
equagoes anteriores € a = 1.

28. Suponha que a fragao irredutivel p/q, isto € p e ¢ ndo

possuem fatores primos em comum, Seja Taiz da equacao
dada. Susbtituindo tal raiz e multiplicando o resultado por
q2, temos:

ar’+br+c = 0
2
a(p> +b(p>+c = 0
q q
2 2 _
ap®+bpg+cqc = 0

Se p ou q é par, na soma anterior, teremos dois niumeros
pares um impar cuja soma resultard em um numero impar.
Se ambos sdo impares, a soma anterior € constituida
por trés numeros impares e naturalmente sua soma serd
também impar. Em nenhum caso, a soma pode ser 0 pois
ele € um numero par.

29. Seja u = /x, entdo

r = 244/2+x
r—2 = 2+
u? — 2 V2+u
(w?* =22 = 2+u
(uw?—2)?-u—-2 = 0.

A dltima equacao pode ser fatorada como:
(w? =2 —u—2=(u?—u—-2)(u*+u-1).

Como x > 2, seque que u > /2 > 1. Analisando os raizes
de v’ +u—1, nenhuma delas se enquandra nessa condi¢do.
Portanto, u € raiz de u?> —u—2. Tal equacdo possui raizes
—1 e2. Logo, como u > 0, devemo teru =2 e x = u? = 4.
E’fdcil verificar que 4 € solugao da equagao original.

30. Sejam s = v/x —1 et = +/5 —x. Entdo:
s+t = 2
st4 ¢t

Usando a primeira equacao, se s = 1 + z, temos
t =1—2z. Assim, substituindo ambos valores na sequnda
equacdo, obtemos z* + 622 — 1 = 0. Resolvendo a equacio
biquadrada, podemos encontrar

2z =+1/Vv10 — 3.

Como x = (14+2)*+1 = 3+42(1+22), podemos finalmente
obter o conjunto solugdo:

S = {x e Rz =3+4(v/10 — 2)y/V10 — 3}.
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31. (Eztraido da Revista do Professor de Matemdtica,
nimeros 78 e 79) Seja x uma solugdo da equagdo. Entdo:

S5—vVb—x = =x

Desenvolvendo os produtos notdveis anteriores, tem-se:

(5-22)" = (5-=x)
52-2.5-22+a2' = 5-u
52 — (222 +1) -5+ (2 + ) 0

Fizado x, o numero 5 € raiz da equag¢ao do sequndo grau:
22— (22 +1) 24 (z* +2) =0.
O discriminante da equacdo anterior é:

A = [—(23:24-1)]2—4-1-(3544—30)
= 4o 4422 +1—42* — 42
= (2z+1)?

Como x>0, VA =2x+1. Como 5 é uma das raizes da
equacgao, tem-se:

5_2x2+1:|:(2x+1)
— 5 .

Temos dois casos a considerar:

222 + 1+ (2x + 1)

5 = 5
2?+r—4 = 0
—1+32
T 2
20 +1— (2w 4+1) .
2
2?—xz—-5 = 0
. 1++21
2

Como 0 < x < 5, precisa-se eliminar as duas raizes ne-
gativas. Além disso, € facil verificar que as outras duas
satisfazem a equagdo original. Portanto,

S:{—H\/ﬁ 1+¢33}_

2 ’ 2

32. (Extraido e Adaptado da Gazeta Matemdtica,
Roménia)

(ax —b)? + (bxr —a)® = =z
a’z? — 2abx 4+ b* + b*2* — 2abr +a®* —xz = 0
(a® + b))z + (=1 —dab)z + (a®* + V%) = 0

O seu discriminante vale:

A = (=1—4ab)* —4(a® + v*)(a® + b?)

= (1 +4ab)® — [2(a® + b?)]?
(1 + 4ab — 2(a® 4+ b?))(1 + 4ab + 2(a® + b?))
(1—2(a —b)*)(1 +2(a+ b)?)

Como a equacdo possui ao menos uma Taiz real, tem-se
A > 0. Além disso, 1 + 2(a — b)? > 0 implica que

1 —2(a—b)? > 0. Dado que (a — b) € Z, devemos ter
(a—b)2 =0, ou seja, a =b. A equagdo se transforma em:

2a%z — (14 4a®)x + 2a* = 0.

1+ 4a? 1
——— =24+ -—c€o0
. _ 2a® 2a®
produto x1 - x2 = 1. Seja x1 a raiz inteira. Por inspe¢ao
direta na equagao anterior, x1 nao pode ser nem 0 e nem
1. Logo, 1 > 2. Por outro lado, o = 1/x1 > 0 e daf

T <X+ T2 <24 1/2a2 < 3. Consequentemente, x1 = 2

A soma das raizes serd x1 + o =

e xo = —. Finalmente, usando a soma das raizes, pode-

se concluir que a € {—1,1}. As tnicas possibilidades sdo
para a = b= %1, com raizes 2 e 1/2.

33. (Extratdo da Olimpiada Russa) Podemos usar a se-
gunda operagao e gerar o numero 2z. Usando a primeira
operacao, podemos decidir se z e 2z sGo iguais, ou seja, se
z € ou nao igual a zero. Suponha que tenhamos descoberto
que z nao € zero. Usando a terceira operacao, analisemos
as raizes de % + 2zx + z = 0 que sdo dadas por:

rT=—z++22 -2

Como jd sabemos que z # 0, o discriminante € nulo apenas
quando z = 1. Assim, se a calculadora disser que existe
apenas uma raiz real, saberemos que z = 1 e, no caso
contrdrio, teremos z # 1.

34. a) Se x > 0, a equagdo se transforma em

22 — 2 — 2 = 0 cujas raizes sio —1 e 2. Apenas a
raiz 2 convém. Se x < 0, a equagdo se transforma em
22 +x —2 = 0 cujas raizes sio —2 e 1 e apenas —2
convém. Logo, as raizes sdo 2 e —2.

b) Se x>0, a equacdo se transforma em x? + 5x +4 =0
cujas raizes sao —1 e —4. Nenhuma das duas convém.
Se x <0, a equagdo se transforma em x?> — 5z +4 =0
cujas raizes sao 1 e 4. Novamente nenhuma das duas
raizes convém. Logo, a equacao nao possui raizes.
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35. Veja que as raizes y = 3 e y = —3 aparecem tanto
em (y% —9) quanto em (y* — 6y + 9)(y?> +y — 6). Assim,
podemos fatorar a exrpressao:

(V> +y—6)(y* —6y+9)—2(y> -9

( )
(y=3)y+2)(y+3)(y+3)—2(y—3)(y+3)
(y—=3)(y+3)[(y+2)(y+3) —2]

)
)

|
o o o o o

(y=3)y+3)(y* +5y+4
(y=3)(y+3)(y+1)(y+4

As raizes saoy =3, y=—3,y=—1 ouy = —4.

36. Se r? +5r — 24 = 0, ambos os lados sdo nulos e a
igualdade naturalmente ocorre. As raizes da equagdo an-
terior sior = —8 er = 3. Se r? 4+ 5r — 24 # 0, podemos
cancelar tal termo obtendo:

2—3r+2 = 4r—10
P —Tr+12 = 0.

As raizes da equagdo anterior séor =4 er = 3. Portanto,
0s possiveis valores de r sao: —8, 4 e 3.

37. As raizes

—pE\/p* —4q
2
1++5

raiz de tal equacdo e a é tal que |a] < 1, entdo z = ay €
uma raiz de x2 + pax + ga® e os coeficientes ainda estdo
em [—1,1]. Consequentemente, todos os os nimeros do in-
tervalo [—a, ] podem ser raizes de tais equagdes e, como
vImMos no inicio, nenhum outro nimero fora deste intervalo
pode ser.

da equacdo sao dadas por r =

C1+V1+4
2

cujo wvalor mdximo ¢

= «a e 0 minimo € o seu simétrico. Se y € um

38. FElevando ambos os lados ao quadrado:

2x—3) = Va?-—-2zx+3
4(x—3)?* = (z-3)(x+1)
4z —3? —(x—3)(xz+1) = 0

(z—3)(3z—13) =

13
Assim, os candidatos a solucdes séo v = 3 e x = 3 E

fdcil verificar que ambos satisfazem a equagao original.
39. Multiplicando ambos os lados por (x — 2)%, temos:

:172(3: - 2)2 +42° =
(42)? —da?(z - 2) —12(z — 2)® =
(2% 4+ 2(z — 2))(2? — 6(x — 2))

12(x — 2)2

Analisando as raizes das equagdes anteriores, apenas a pri-
meira delas possui raizes reais que sdo: —1 + /5.

40.

ar*+br+c = 0
b h
a{x2+x+ = 0
a a
b
a{x2+x+c =0
a a|
b2 b2 c]]
2490 - — - =0
a{x + 2 x+4a2 4a?  a]
a x+£ : 4ac—b2- = 0
2a 4a? B
eri 2 B b2 — dac
2a - 4a?
7 _
x+£ _ :I:\/b 4ac
2a 2a
—b+ Vb?% — 4ac
r = —

2a

41. Sim, € verdade. Os trés niumeros reais que verificam
a equacao anterior sao raizes da equagao

(a —m)x® + (b —n)x + (c — p).

Se a —m # 0, tal equagcao possui no mdzrimo duas raizes
distintas e isso contradiz a hipdtese inicial. Se a — m =
0 eb—n # 0, tertamos uma equag¢io do primeiro grau
que possui solugdo unica e novamente temos um absurdo.
Finalmente, supondo entao que a —m =b—n =0, a
equacao SO possut raizes caso tenhamos também ¢ —p =
0. Ou seja, as trés igualdades mencionadas no enunciado
devem se verificar.
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