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Fatoracao de Expressoes Algébricas

1 Exercicios Introdutdrios

Exercicio 1. Siga o modelo e fatore as expressies:

3a+ba=a(3+0)]

a) 5a + ba.

b) am + an.

¢) za+ xb+ xc.
d) ax + a.

e) ab+ bc+ abe.

Exercicio 2. Simplifique as frag¢oes fatorando o denomina-
dor e o numerador.

o) 3a + 5b
6a + 100

3z + 3y

b .
) 8z + 8y

3a® + 5a

6a + 10

alx +y)+b(z+y)
(a—bz+(a—by’
zt + 23

2+

¢)

Exercicio 3. Fuatore por agrupamento as sequintes ex-
pressoes:

a) a® + ab+ ac + be.

b) ax — bx + ay — by.

¢) 2ab+2a+b+1.

d) ax — bx + 2a — 2b

e) 10ab — 2b+ 15a — 3

Exercicio 4. Fatore o numerador e o denominador e sim-
plifique a expressdao dada:

a)

m* +m?
m24+1 "
b) B+ +r+1
x3 + a2 '
m*+3m3+2m+6
(m+ 3)2

¢)

Exercicio 5. Fatore as expressoes abaizo usando a dife-
renca de quadrados:

a) a? — 25b.
b) 42 — 1.

c) 7— 2%

d) a’z? — b*y2.
e) a* — b

Exercicio 6. Para cada um dos itens abaizo, decida se a
expressao dada € o quadrado de um bindémio, isto €, se pode
ser escrita na forma:

(a+b)? =a* +2ab+b?

ou como
(a—b)? = a® — 2ab + b°.

a) ? — 4z + 3.
b) 22 +x+ 1
4
c) y? + 6y + 18.
d) 422 — 122y + 9.
e) 32% + 62+ 3.
Em caso afirmativo, escreva o binémio.
Exercicio 7. Fatore completamente as expressoes abaizo:
a) vt —22% +1.
b) 5a% — 10a + 5.
c) a® — b* — 2bc — 2.

Exercicio 8. Efetue as multiplicagoes e divisoes indicadas
como no exemplo:

2ab  bzy
3ax  Thy
28 S5ty _
i Thy

[SCRN )

S i

[\V]
—

4a 5b

B4z 22+1

b)

3y P
c) yr + . Yy +y
(z+1)2 (y+1)*

Exercicio 9. Sezy =6 ex+y = 7, quanto vale z2y+y*x?
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2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 10. Se, ao adicionarmos x ao numerador e sub-

. . . a .
trairmos x do denominador da fracdo 7 com a e b reais,

c
obtemos a fracao rE com ¢ e d reais e ¢ # —d, qual o valor
de x?

Exercicio 11. Fatore as expressoes:
a) a®b—b3.

b) 22 —2zy +y* — 9.

c) a* — 32a® + 256.

Exercicio 12. Verifique que:

23—

= (z —y)(@® +ay + 7).
Em sequida, fatore x> — 8.

Exercicio 13. No exercicio anterior, o que acontece se tro-
carmos y por —z ¢

Exercicio 14. A soma de dois nimeros € J e seu produto
€ 1. Encontre a soma dos cubos desses niumeros.

Exercicio 15. Se zy = +y = 3, calcule 2 + ¢3.

1
Exercicio 16. Seja x um numero real tal que x + — = 2,
T

1
calcule 22 + —-
T

Exercicio 17. Qual a forma mais simplificada da expressao
(a—b)2%+ (—a+b)?+2(a—b)(b—a)?

Exercicio 18. Simplifique a expressdo

(VB+VE6+VT) (V5+V6—VT) (V- V6+VT) (—V5+V6+VT)

Exercicio 19. Fatore completamente x* + 4.

Exercicio 20. Verifique que
nn+1)(n+2)(n+3)+1=(n(n+3)+1)>2

Exercicio 21. Calcule o valor de:

v/(2014)(2015)(2016)(2017) + 1

Exercicio 22. Fatore p* — 1.

Exercicio 23. Se z = \/3 —/8— \/3 + \/g, mostre que x
€ um inteiro negativo.

3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 24. Fatore n® +n* + 1.

Exercicio 25. Qual € o menor inteior positivo n tal que

Vn—+vn—1<0,01

Exercicio 26. Encontre o quociente da divisdo de a®
por

2 _ 32
(alﬁ 4 b16>(a8 + 58)(0,4 + b4)(a2 + b2)
Exercicio 27. Verifique que

(2% —1)(3% —1)...(100° —1) 3367
(23 4+1)(33 +1)...(1003 +1) 5050

Exercicio 28. A sequéncia de Fibonacci é definida recursi-
vamente por Fio = Fy1+F, paran€Z e Fy = F, = 1.
Determine o valor de:

(1_F22) (1_F3’2)<1_F22013>
F F} Fio14

F F. FZ
(a) F2010 () L2014 (¢) 2015

F3013 Fho13 Fi13
(d) Fy15 (e) Fao15
2 2F5013F 2014

Exercicio 29. Define-se o conjunto de 100 nimeros
{1,1/2,1/3,...,1/100}. Eliminamos dois elementos quais-
quer a e b deste conjunto e se inclui, no conjunto, o numero
a+ b+ ab ficando assim um conjunto com um elemento a
menos. Depois de 99 destas operacdes, ficamos sé com um
numero. Que valores pode ter esse nimero?

Exercicio 30. Verifique que
(+y+2°> =224+ + 2 +3@+y)(z+2)(y+2).
Exercicio 31. Se x + y + 2z = 0, verifique que:
3 + 3 + 22 = 3ayz.
Exercicio 32. Futore a expressao
(b—c)®+ (c—a)®+ (a — b)3.
Exercicio 33. Verifique que:
(x+y+2)2=a®+y> + 22 + 20y + 202 + 2y2

Exercicio 34. Sejam a,b,c,x,y,z reais distintos tais que
ax + by + cz = 0. Verifiqgue que
ax? + by? + cz?
be(y — 2)% + ca(z — )% + ab(x — y)?

nao depende de x, nem de y, nem de z.
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Respostas e Solucoes

1 Exercicios Introdutorios

+b
Q) 2.

e) x2.

3. a) (a+b)(a+c).
b) (a—b)(z+y).
¢) 2a+1)(b+1).
d) (a—b)(z+2).
e) (ba —1)(2b+ 3).
4. a) m?

6. a) A expressio ndo representa um binémio perfeito.
Se fosse b*> = 3, deveriamos ter b = \/3. Entretanto,

—4 # —2bz.

1
b) x2+x+Z=(a@+l/2)2.

¢) A expressao ndo representa um bindmio perfeito. Se
fosse b> = 18, deveriamos ter b = 3v/2. Entretanto,

6 # 2by.
d) 422 — 122y + 9y? = (22 — 3y)%.
e) 3224+ 62+ 3 = (V32 +3)2.

7.
a) (x—1)2%(x+1)>2
b) 5(a—1)2.
c)
a? —b* —2bc—c* =
a>—(b+c)? =
(a—(b+c))(a+(b+c) =
(a—b—c)la+b+c).
8.
a) 20.
b) %
Ty
)(erl)( 1)
9.
y+yie = wy(z+y)
= 6-7
= 42.

2 Exercicios de Fixacao

10. (Eztraido do vestibular da UNIVASF) Temos

a+x . E
b—x  d

=
chb—xc = ad+ xd.

Isolando os termos com x de um sé lado e fatorando-o,
bc — ad

obtemos: cb—ad = xc+ad = x(c+d), ou seja, x = .
c+d

11. a) b(a —b)(a+ D).
b) (x—y—3)(x—y+3).
c) (a—4)%(a+4)?
12. Pela distributividade, temos:
(@ -y +ay+y?) =

(@ + 27 + 297) — (w” + 29" +9°) =
3 3
r =y
Usando a fatoragao fornecida, temos:

23— 8 = (x —2)(a? + 22+ 4).
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13. Se y = —z, temos:

2+ =
o+ (-y)? =
By =
(x —y)(@® +ay+y*) =
(z + 2)(z? — x2 + 2°)
Obtemos assim uma fatoracdo para a soma dos cubos dada
por:
23+ 2% = (x4 2)(2® — vz + 27).
14. Se x e y sdo esses numeros, temos:

x3+y3 =
(z+y)(=* —zy+9?) =
(z+y)(x+y)? —3zy) =
4-(42-3) =

52

15.

@
+
S
=
_|_
<
w
&

<

\_/\_/V

I

16.

22-2 = 2
17. (Eztraido da Olimpiada Cearense)
(a—b)2+ (—a+b)?+2a—-b)(b—a) =
[(a=b)+(~a+b)* = 0.

18. (Extraido da AIME) Aplicando a diferenca de qua-
drados nos dois primeiros parénteses e nos dois ultimos,
temos:

(VB+V6+VT)(V5+V6-VT) =
(V5+V6)2—17) =

(4 + 2v/30)
(VT+ V5 - V6)(VT - V5+V6) =
(7-(V5-V6)*) =

(=4 + 2V/30)

Assim, o produto € igual a:

(2v30 +4)(2V30 —4) =
4.30—16 = 104.

19.
ot + 4x? + 4 — 4a?
(22 +2)? — 422

= (2? - 22 +2)(2?

+ 22 + 2).
20.

(n(n+3)+1)* +3)2%2 4+ 2n(n+3)+1
[n(n+3)+2]+1
[

n®+3n+2]+1

n(
=
n(

(

= n

(n+1)(n+2)]+1

n*(n
n+3
n+3
n+3)]
n+1)(n+2)(n+3)+1

)
)
)
)
21. Usando o exercicio anterior para n = 2014, obtemos
(2014)(2017) + 1.

22.

-DE*+1)
D(p+1)(p* +1)

23. (Eztraida do westibular da UFRJ) Seja y =

\/3 — V8 + \/3 + /8. Claramente Yy € um inteiro posi-
tivo pois cada um dos radicais o €. Assim, o produto xy
possui 0 mesmo sinal de x. Calculemos tal produto usando
diferenca de quadrados:

zy = (3-V8) -
= —2V8.

Portanto, como —/8 € negativo, x também o é.

pt-1 = (@
= (p-

(3+V8)

3  Exercicios de Aprofundamento e
de Exames
24,
n+nt+1l =
n+nt4+nd—nd—n?—n+n+n+1

n*n?4+n+1)—nm*+n+1)+n2+n+1) =
(n?>+n+1)(n*—n+1).

25. (Eztraido da Olimpiada Cearense) Usando diferenca
de quadrados, temos:

—(n—1)
ST - o1
v vVn+vn—1
1
VAt vn—1
Para que o numero anterior seja menor que 0,01, devemos
ter:
Vn++vn—1>100.
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Sen < 502,

Vn+vn—1 < 50+ v2499
< 100.

Sen =>50%+1,

V4 vn—1 V2501 + 50

> 100.

Logo, o menor inteiro positivo que satisfaz a desigualdade
do enunciado é n = 502 + 1.

26. Aplicando a diferenca de quadrados sucessivamente,
temos:

&32 _ b32

( 16+b16)( b16)
(a'® + %) (a® + %) (a® - b®) =

(a! b16)(a + %) (a* 4+ ) (a* — b?)

(al b16)(a + %) (a* + vM)(a® 4 b?)(a® — b?)

Assim, o quociente é a® — b2.

27. Note que (z+1)? —(x+1)+1) = (22 +2+1) .
Verifiguemos agora uma fragdo genérica do produto:

3 —1

3+ 1

(x—1)(z22+2+1)

(x+1) (22 —2+1)

(+1)2—(z+1)+1
2 —x+1

rz—1
z+1

A primeira parte da ultima expressio € uma fragdo onde
o numerador e o denominador diferem por 2 e a sequnda
parte € um quociente de termos envonvendo a exrpressao
n?—n+1 quandon é x+1 ex. Vamos analisar a expressdo
anterior para cada valor de x no conjunto {2,3,...,100}.
Primeiramente vejamos o que acontece quando multiplicar-
mos apenas as fragdes que constituem a primeira parte da
eTpressao:

12248 58 9

3 4 3 67 100 101
2

100 - 101°

A sequnda parte produz um cancelamento diferente:

32371 42+4F1 1012 — 101 + 1
22-241 32.3F1 1002460 1

10101
5

Assim, o valor da expressdo é:

2 10101 3367
100 - 101 3 5050

28. (Extraido da OBM 2014) Observe que:

1- 1 _ o - Ff
o Fi
 (Fry1 — Fi)(Feq1 + Fy)
- Fi
_ Bra Bl
Fego
Assim,
(-2) (-8) -~ (-52) -
Fy Fg) Fioa
F\Fy FoFs F3lg  FooaFoois
Fy  Ff  FZ Foow
P BF PP Eolos _
VA VZ - B
Iy Fh1s
F3'F2013'F2014 B
Foo15
2F5013F5014
Resposta E.

29. (Eztraido da Olimpiada do Cone Sul) Comecemos
analisando alguma relagdo entre a, b e a+b+ab. O wltimo
termo lembra a fatoracdo:

(a+1)(b+1)=ab+a+b+1.

Em cada momento apos realizarmos as operacoes, se ana-
lisarmos a quantidade que representa o produto de todos
0s numeros do conjunto acrescidos de uma unidade. A
equacgao anterior nos diz que tal produto nunca se altera.
Consequentemente, no final teremos um dnico nimero x
tal que:

(1+1/2)(1+1/3)... (1+ ).

Ou seja, x = 99/2. Para entender melhor que quantidade
estamos analisando, fagcamos um exemplo pequeno. Supo-
nha que em um dado momento temos os numeros 2, 3 e 5,
devemos analisar o numero

2+ 1)B+1)(5+1).

(1+1/100) =

Se trocarmos a =2 eb =3 porab+a—+b=11 e fizermos
0 novo produto obteremos:

(11+1)(5 + 1).

Perceba que o valor continua sendo o mesmo.

30. Para fazer tal expansao, podemos considerar momen-
taneamente x +y = w e a expressdo que jd conhecemos
para o binomio:
(@+y+2) =
(w + 2)?
w? 4 3w?z 4 3wz? + 23
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Além disso,

’lU3 =

(z+y)?® =

3+ 322y +3zy2 + 1 =

23+ 3yl +y) =
23+ 43 + 3zyw

Voltando para a expressao original, temos:

(@t+y+2)° =
23 4+ 3 + 22 + 3zyw + 3w’z + 3wz,

Resta estudarmos o termo:

3zyw 4 3w?z + 3wz® =
2
2

3w(zy + wz + 2°%)
3@+y)leyt+az+yz+27) =
3 +y)(@+2)(y+2)
Com isso, podemos concluir que:

(+y+2)°=2®+y*+22+3@+y)(@+2)(y+2).

31. Na identidade anterior, podemos trocar a soma de
quaisquer dois, pelo simétrico do terceiro obtendo:

(x+y+2)> =
PP+ 2 43y (e +2)(y+z) =
a2y’ + 2+ 3(=2)(~y)(—x) =

23+ 3 + 22 — 3ayz.

Como (z +y + 2)3 =0, seque o resultado.

32. Sejamxz=b—c,y=c—a ez =a—b. Pelo exercicio
anterior, como x +y + z = 0, podemos escrever:

(b—c)+(c—a’+(a—b)° =
B+ =
3ryz =

3(b—c)(c—a)(a—"b).
33. Para fazer tal expansao, podemos considerar momen-

taneamente © +y = w e a erpressdo que jd conhecemos
para o binomio:

(z+y+2)°
(w+2)* =
w? 4 2wz + 422

Além disso,

w? =

(+y)? =
2?2 4 2xy + 2.

Voltando para a expressao original, temos:

(x+y+2)? =

22+ y? 4+ 22+ 2oy + 2wz =

4y 2y 2t y)r =
22 +y? + 2% + 2oy + 22 + 22

Com isso, podemos concluir que:
(x+y+2)? =2 +y°+ 2% + 20y + 222 + 2yz.
34. Elevando ao quadrado a igualdade dada, temos
a’z? + b*y? + 2% + 2(abxy + beyz + cazz) = 0
FE consequentemente:
—2(abxy + beyz + cazr) = a®x* + b2y* 4?22

Dai, a expressio be(y —z)? +ca(z — )% +ab(x —y)? € igual
a

z2(ab + ac) + 32 (ba + be) + 2%(ca + cb)
—2(abzy + beyz + cazx)

= 2%(a® + ab + ac) + y*(ba + b* + bc) +
+22(ca 4+ cb+ ¢?)

= ar*(a+b+c)+byla+b+c)+
+cz?(a+b+c)

= (az® +by* +czH)(a+ b+ o).

Assim,

ax? + by? + cz> B 1
be(y — 2)? + ca(z — )% + ab(z — y)?

T a+4b+c’

que independe de x, y e z.

PRODUZIDO POR ARQUIMEDES CURSO DE ENSINO
CONTATOQCURSOARQUIMEDES.COM
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