compostas

Operacoes com funcoes

Uma maneira de construir novas funcgdes € aplicar as
operacdes usuais (adicdo, subtragdo, multiplicac@o e divi-
sd0) usando a seguinte definicao.

. Objetivos de aprendizagem
~ ® OperagGes com fungdes.
= Composicéo de funcoes.
L Relagées e funcbes definidas
implicitamente.

Muitas funcoes que estudamos e
trabalhamos nas aplicagées

~ podem ser criadas modificando ou
combinando outras fungées.

DEFINICAO Soma, diferenca, produto e quociente de funcoes

Sejam fe g duas funcdes com dominios que possuem valores comuns. Entéo, para todos os valo-
res de x na intersec¢io desses dominios, as combinacdes algébricas de f'e g sao definidas pelas
seguintes regras:

Soma: (f+ 8 =rf(x) + g

Diferenca: (f— g)(x) =f(x) — g(x)

Produto: (fe)(x) = f(x)g(x)

Quociente: (i) (x) = J;' ((i)) desde que g(x) # 0

Em cada caso, o dominio da nova func@o consiste em todos os nimeros que pertencem ao domi-
nio de fe ao dominio de g. Como vemos, as raizes da funcio do denominador sdo excluidas do
dominio do quociente.

Sejam f(x) = x2 e g(x)”=" b\/” X 1

- Encontre férmulas para as fungdes f + g, f — g, /g, f/g, gg- Descreva o dominio de cada uma.

: SOLUCAO

- O dominio de f € o conjunto de todos os niimeros reais e o dominio de g pode ser representado pelo
* intervalo [—1, +oo[. Como eles se sobrepdem, entdo a intersec¢@o desses conjuntos resulta no con-
- junto dado pelo intervalo [—1, +ee[. Assim:

(f+9=fx +gx) =x2+Vx+1 com dominio [—1, +oof
(f—9) =fx) —gx) =x*=Vx+1 comdominio [—1, +oof
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(f)(x) = f(x)g(x) =x*Vx + 1 com dominio  [—1, +oof
Lo L0 2 o
(g)(x) T A com dominio  ]—1, +eo[
(g8)(x) = g(x)g(x) = (Vx +1)? com dominio  [—1, +oof

Note que podemos expressar (gg)(x) simplesmente por x + 1. Essa simplificagdo ndo muda o fato
de que o dominio de (gg)(x) € o intervalo [—1, +oo[. A funcio x + 1, fora desse contexto, tem
como dominio o conjunto dos nimeros reais. Sob essas circunstancias a funcdo (gg)(x) € o produ-
to de duas fungdes com dominio restrito.

Composicao de funcées

Existem situagGes em que uma fungéo ndo € construida combinando operagdes entre duas fun-
¢des; uma func@o pode ser construida aplicando as leis envolvidas, primeiro uma e depois a outra.
Esta operagdo para combinar fungdes, que nao estd baseada nas operagdes numéricas, € chamada de
composi¢do de funcdo.

DEFINICAO Composicdo de funcoes

Sejam f'e g duas fungdes tais que o dominio de f intersecciona com a imagem de g. A compo-
siclio f de g, denotada por f o g, € definida pela regra:

(fog)x) = f(g(x))

O dominio de fo g consiste em todos os valores de x que estdo no dominio de g e cujo valor g(x)
encontra-se no dominio de f. Veja a Figura 13.1.

fog

X precisa estar
no dominio de g

g(x) precisa estar no

° dominio de f

Figura 13.1 Na composigdo f o g, primeiro é aplicada a fungéo g e depois a f.

A composicio g de f, denotada por g o f; € definida de maneira similar. Em muitos casos, fo g
e g o f slo funcoes diferentes. Na linguagem técnica, dizemos que “a composicao de fungdes ndo €
comutativa”.



CAPITULO 13  Fungdes compostas 165

Sejam f (x) =eve glx) = Vi . Encomre as fungoes ( f o g)(v) & (g ) f )(x) Venﬁque se essas
funcdes ndo sdo as mesmas.

SOLUGAO
(Fog)®) = f(g(x) = f(Vx) = eV
(g0 f)x) = g(f(x) = gle”) = Ver

Uma forma de verificar que essas fungdes ndo sdo as mesmas € concluindo que néo tém dominios
iguais: f o g € definida somente para x = 0, enquanto g o f ¢ definida para todos os niimeros reais.
Poderfamos também considerar seus graficos (Figura 13.2) que interseccionam apenas em x = 0
ex=4.

[—2, 6] por [—1, 15]

Figura 13.2 Os gréaficos de y = Ve y= Ve* ndo sdo os mesmos.

Para finalizar, os graficos sugerem uma verificacdo numérica: vamos citar um valor de x para o
qual f(g(x)) e g(f(x)) tém valores diferentes. Podemos verificar isso, por exemplo, para x = 1:
F(g(1)) = e e g(f(1)) = Ve. O gréfico nos ajuda a fazer a escolha adequada de x, pois escolher
x =0 e x = 4, levaria a conclusdo que elas sdo iguais.

-

LO 3 Verificacdo do dominio de fungdes compostas
Sejam f@)=x>—-1legk) = V/x. Encontre os dominios das fungdes compostas
(@) gof (o) fog
SOLUCAO
(a) Comporemos as fun¢des na ordem especificada:

(g0 f)x) = g(f(x)
x2 -1
Para x estar no dominio de g o f, primeiro deve-se analisar a fungdo f(x) = x> — 1. Neste caso, x
' pode ser qualquer nimero real. Como depois € calculada a raiz quadrada desse resultado, entdo
| x2—1 pode ter apenas valores ndo negativos. Portanto, o dominio de g o f consiste em todos os

nimeros reais para os quais x> — 1 = 0, isto €, o conjunto J—ee, —1] U [1, +eo[.

. (b) Novamente, comporemos as funcdes na ordem especificada: (fo g) x = \%g(x)) = (\/;)2— 3
| Para x estar no dominio de fo g, primeiro deve-se analisar a fungdo g(x) = Vx. Neste caso, x deve
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! ser qualquer nimero real ndo negativo. Como depois € calculado o quadrado desse resultado e
- subtraido o valor 1, entdo o préprio resultado de Vx pode ser qualquer nimero real. Portanto, o
- dominio d f o g consiste em todos os nimeros do conjunto [0, +oo[.

Nos exemplos 2 e 3, vimos que duas fungdes foram compostas para formar uma nova func@o.
Existem momentos em que precisamos do processo inverso. Isso significa que podemos ter a
necessidade de, partindo de uma func@o, encontrar aquelas que, ao serem compostas, resultam na
que temos.

- Para cada fung@o h encontre as fungoes f e g tais que h(x) f (g(x))
@A) =Gx+1)?-3x+1)+4

) A(x) = Vx3+1

| SOLUCAO

(a) Podemos observar que 4 € uma fungio quadrética em fungio de x + 1. As fungdes procuradas
sdo f(x) = x2 — 3x + 4 e g(x) = x + 1. Conferindo:

h(x) =f(g(x)) =flx+1) = (x+ 12— 3(x+ 1) + 4

~ (b) Podemos observar que / € a raiz quadrada da funcio x* + 1. As fungdes procuradas sio f(x) =
Vi e g(x) = x3 + 1. Conferindo:

h(x) =f(gx) =f(x3+1)=Vx3+1

Muitas vezes existe mais de uma maneira para decompor uma funcdo. Por exemplo, uma alter-
nativa para decompor /(x) = Vx3 4+ 1 no Exemplo 4(b) é fazer f(x) = Vx + 1 e g(x) = x3. De
fato, h(x) = f(g(x)) = f(x3) = Vx3 + 1.

Relacdes e funcoes definidas implicitamente

O termo geral que relaciona as varidveis dos pares ordenados (x, y) € uma relacfio. Se ocorrer
de existir um zinico valor de y para cada valor de x, entdo a relacdo também € uma fungéo e seu gra-
fico satisfaz o teste da linha vertical (Capitulo 7). No caso da equac@o de um circulo definida, por
exemplo, por x> + y? = 4, os pares ordenados (0, 2) e (0, —2) satisfazem a lei da relagfio; assim, y
ndo € uma fungdo de x.

cai |

Determme quals dos pares ordenados dados por (2, —5), (1, 3) e (2, 1) estdo na relagdo definida
' por x2y + y? = 5. A relag@io € uma fungéo?

enados de uma relacio

| SOLUCAO

- N6s simplesmente substituimos os valores das coordenadas x e y dos pares ordenados em x2y + y*
| e vemos se o resultado € 5.
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e -s): 2)2(—=5) + (=52 =5
(1,3): 1)23) + (3)2=12#5
M2 Q)%1) + (1)2 =5

Assim, (2, —5) e (2, 1) estdo na relacfo, mas (1, 3) ndo estd.
Como a relagdo estd satisfeita para pares ordenados com diferentes valores de y, porém para o
mesmo valor de x, a relagdo ndo pode ser uma fungéo.

Seja novamente a equagio do circulo dada por x? + y?> = 4. Essa equagio ndo define uma fun-

¢ao, porém podemos reescrever e finalizar em duas equagdes, de modo que cada uma delas seja uma
funcio:

x2+yt=4
y2=4_x2

y=+4+V4—-x2ouy=-V4—x2

Os gréficos dessas duas funcdes sdo, respectivamente, os semicirculos superior e inferior do
circulo da Figura 13.3. Eles sdo mostrados na Figura 13.4. Desde que os pares ordenados des-
sas funcGes satisfacam a equagdo x2 + y? = 4, dizemos que a relagdo dada pela equagdo define
duas fungdes implicitamente.
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(a) (b)

Figura 13.4 Os graficosde (a)y =+ V4 — 2 e (b) y = —V4 — x%
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as fungbes definidas implicitament
- Descreva o grafico da relagdo x> + 2xy + y> = 1.

| SOLUCAO

- Observe que a expressao do lado esquerdo da equagdo pode ser fatorada. Isto permite que a equa-
- ¢do seja escrita como duas fungdes definidas implicitamente, como se seguem:

X2+ 2xy+y2=1
(x+y?=1
x+y==*1
x+y=1louwx+y=—I
y=—x+1louy=-x—1

- O gréfico consiste em duas retas paralelas (Figura 13.5), cada um referente a uma fungio defini-
da implicitamente.

N W B
I

Figura 13.5 O gréfico da relagdo x> + 2xy + y? = 1.

RevisAo RAriDA

Nos exercicios 1 a 10, encontre o dominio de cada fungdo e o expresse com a notagio de intervalo.

i)
1. f(x) = ;+ . 2.0 =In@x— 1)
3 =V5—1 3

4.g(x) = ———
0= Vaw—1

5. f(x) = Vln(x) 6. h(x) = V1 — x*

t+5

7.f() = By 8. g1 = In(l1])

1

9. f(x) = o e 10. g(x) =2



EXERCICIOS

CAPITULO 13 Fung¢des compostas 169

Nos exercicios 1 a 3, encontre as férmulas para as
fungdes f + g, f — g ¢ fg Dé o dominio de cada uma
delas.

1. f(x) =2x — 1; g(x) = x?
2. fO0)=@x—1%ex)=3—x
3. f(x) =Vx+5;g0x) =Ix +3

Nos exercicios 4 a 9, encontre as férmulas para as
fungdes f/g e g/f. D& o dominio de cada uma delas.

4.f(x) = Va+3:g(x) = x?
5.f() =Vx —2:gx) = Vx +4
6.f(x) = x% glx) = Vi-2
7.f(x) = x5 g0) = V1 -3

8.f(x) = x2e g(x) = 1/x sdo mostradas no grafico a
seguir. Esboce o grdfico da soma (f+ g)(x)
manualmente ou com uma calculadora que tenha
esse recurso.

1 1
[0, 51 por [0, 5]

9. f(x) = x? e g(x) = 4 — 3x sdo mostradas no
grifico a seguir. Esboce o gréfico da diferenca
(f — g) (x) manualmente ou com uma calcula-
dora que tenha esse recurso.

[=5, 5] por [—10, 25]

Nos exercicios 10 a 13, encontre (fog)(3) e
(g0f)(=2).

10. f(x) = 2x— 3; ¢(x) =x + 1

11 flx) =x2—1;8(x) =2x— 3

12. f(x) = x2 + 4, g(x) = Vx + 1

13. f(x) = xi 3

) =0~

Nos exercicios 14 a 21, encontre f(g(x)) e g(f(x)).
Verifique o dominio de cada fungdo.
14. f(x) =3x+2;g(x) =x—1
B s |
15. f(x) = x* — 1; g(x) o

16. f(x) =22 — 2 g(x) = Vx+ 1
17. f() = — 75 8) = V=
18. f(x) = x% g(x) = VI — x?
19. f(x) = x3% g(x) = Vi

20. f(x) = %; ol = é

1
=1

21. f(x) = ;g(x) =

1
& 1
Nos exercicios 22 a 26, encontre f(x) e g(x), de modo
que a fungdo possa ser escrita como y = f(g(x)) (po-
de existir mais de uma maneira de decomposigdo da
fung@o).

22.y="Vx*-5x
24.y = |3x — 2|

23. y=(x*+1)?
1
R A e
26.y=(x—3)°+2
27. Quais pares ordenados entre (1, 1), (4, —=2) e
(3, —1) satisfazem a relago dada por 3x + 4y = 5?

28. Quais pares ordenados entre (5,1), (3,4) e
(0, —5) satisfazem a relacdo dada por x> + y* = 257

Nos exercicios 29 a 36, encontre duas funcdes defini-
das implicitamente, partindo da relacio dada.

29.x2+y2=125 30. x+y2=25
31.x2—y2 =25 32, 32— y2 =25
33.x+yl=1 34. x - |yl=1
35. y2 = x? 36. y2=x

37. Verdadeiro ou falso O dominio da fungdo
quociente (f/g)(x) (que significa f(x)/g(x) con-
siste em todos os nimeros que pertencem aos
dois dominios, que sdo os de fe de g. Justifique
sua resposta.
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38. Verdadeiro ou falso O dominio da fungio
produto (fg)(x) (que significa f{x)g(x) consiste em
todos os niimeros que pertencem ao dominio de f
ou ao de g. Justifique sua resposta.

39. Multipla escolha Suponha fe g fungdes que
possuem como dominio o conjunto de todos os
nimeros reais. Qual das seguintes alternativas
ndo é necessariamente verdadeira?

(@) (f+ ) = (g + /)
(b) (f)x) = (g)x)
(e) f(g() = g(f(x)
d) (f = o)) = —(g —HX)
(e) (fo g)(x) = f(g(x))
40. Multipla escolha Se f(x) = x — 7 e g(x) =
4 — x, entdo qual € o dominio da fungéo f/g?

(@) J=co, 4] (b) ]—oo, 4] (c) 14, oo

(d) [4, o[ (€) 14, 7[ U 17, + oo
41. Miltipla escolha Se f(x) = 22 + 1, entdo
(fof)x) =

(a) 2x2 +2 (b) 2x% + 1 (c) x*+1

@x*+2x2+1 (e)x*+2x2+2

42. Multipla escolha Qual das seguintes relagdes
define a fungdo y = |x| implicitamente?

(b) y2 = x2
(e) x = |yl

@y=x
dP+y2=1

(C) y3 = x}

43. Associe cada fungdo fa uma fungiio g como tam-
bém a um dominio D, tal que tenhamos ( fo g)(x)
= x* com dominio D.

f g D

& V2 —x  ]=o0,0[ U 10, +oof
G-+ x+1  J-eo, 1[ UL, +oof
o2 —2)2 2Inx 10,+oo[
(x—I 1? % : 1 L]

2-2x+1 V-2 ]—e0, 2]

(S =

X X

44. Seja f(x) = x> + 1. Encontre uma funcio g tal
que:

(a) (fx) =x*—1
() (flg)x) =1
(e) g(f(x)) = 9%x* + 1

(b) (f + 9)(x) = 32
(d) f(g()) = 9x* + 1



