Potenciacao

Defini¢do: Calcular a poténcia n de um nimero real a equivale a multiplicar a, por ele
mesmo, n vezes. A notacdo da operacdo de potenciacdo € equivalente a:

a"saada..a
n vezes

Exemplos: 24=16; 7* =49

Propriedades:
DHa"a" =a™"

n vezes

=a

5) a™

6) (ab)' =a"b"

7)(ﬁj =% ph20
b) b

n

8) b_”=L;b #0
bn

9) 4la™ =a" .n>0

OBS:

Exemplo: 3°.3* =3°;

3

Exemplo % =27 =27

2

Exemplo :% =47 =4" =1

Exemplo: (3°)' =3 =3¢

Exemplo: 32 =3°

Exemplo: (5.2)°=52% =125.8 =1000

3 3
Exemplo: (%j _2

3

1 1
Exemplo: 2 °= — =—

P 22 4

8
Exemplo: 5\/6_8 =6°
(-3)?=9 -3"=-9; (-3’ =-27,
1 4 4 1 N
—=l.—=—; =(-7
9 9 9 N7 7
4

8= {57 )= () =2 =16



4.8 Funcao exponencial

Definicdo: A fungdo f: IR —IR dada por f(x)=a" (a#1; a>0) é denominada fungéo
exponencial de base a e definida para todo x real.

Exemplos:

; 1Y ; « 5)'
f(x)=3%,f(x) :(gj =37, f(x)=5", f(x) = (\/g) , f(x) :(Ej
Dominio: IR
Imagem: IR
Griéfico: Vamos construir os graficos de algumas fungdes exponenciais e observar algumas

de suas propriedades. O grafico da funcao exponencial apresenta dois tipos de
comportamento: um, quando a>1, e outro quando O<a<lI.

Exemplol: f(x)=2", a>1

vk
v — —
g -2 1/4 &
g -1 12 2 |
! 0 1 = #13,8)
= 1 2 E
| 2 4 l
b3 8 _
42,2
Aﬁiﬁ,z)
-1, 1720
SGoi @}__, "o, 1) o
(-2, 1/4) 0 x
1 X
Exemplo 2: (Ej , onde O<a<l1
’ ) Y 4
; e (=3 8)‘3
8| -3 & | \
5| -2 4 g ‘
g -1 2 | h
:. 0 1 ": (-2, 4) r,\\
’ 1 Lz |
| n
Et 2 l =He N 1/2)
(0,1}‘\0;,,_ -
0 (2,1/4) x




Exemplo 3: Vamos construir no mesmo diagrama os gréficos das funcdes

ey
= e = — .
y y 3

Gy
X 3 [?} v

A

5 deT 2 y=(% gy =3
e 1
S :

0 I 1 _

1 3 Y3 “TJ

3 Mg B S S .

IR ] 0 :

Caso geral:

A fungfo exponencial pode ser crescente ou decrescente:

f(x) =a" é crescente se ¢ > 1

AY

_4

a’ <a™ & x, <x, (mantém a desigualdade).

f{x) =" é decrescente se 0 < g < 1

ﬁy

X
—

—
'\b)<_m_

[l T R S

4" Ha™ e x, €%, (trocs 4 desigualdade)

Note que se > 0, entfio ¢* > 0 para todo x < R, isto € o conjunto imagem d:
fungioy=a"é R

*
+



Propriedades:

1.

2.

4.

5.

f(x)=a"— f(0)=a"=1, isso significa que o par ordenado (0;1) pertence a toda funcao
exponencial.
Como a>0 e a#1, temos duas possibilidades: a>1 ou O<a<l1

2.1)a>1
No grifico de y=a", quando a>1, vemos que a fungio exponencial € crescente,
pois, nesse caso, aumentando o valor de X, sempre aumenta o valor de y.

Quando a>1, temos: x,> x, <> a” >a™

Exemplo: 4>3 <> 2> 2’

2.2) O<a<l1

No gréfico de y=a*, quando O<a<1, vemos que essa fun¢do exponencial é
decrescente, pois, nesse caso, aumentando o valor de x, sempre diminui o valor de

y.

Quando O<a<l1, temos: x,> x, <> a™ <a™

Exemplo: 7>4 < (1/3)" < (1/3)*

Como a>0 e a#1, entdo a*>0, VxeIR. Dai, Im(f):IRi (a fungdo exponencial é
estritamente positiva)

Na representacdo gréfica da fun¢do exponencial, temos uma reta horizontal
assintota (y=0), que representa o limite inferior da funcao.

Essa propriedade é muito util na resolu¢io de equacdes exponenciais.

Quando 1#a>0, temos a” =a™ <> x, = x,

Exercicios:

Os gréficos das fungdes f(x) = 4~ e g(x) = (2/3)* tém um ponto comum. Qual?

Faca o esbogo do grafico da fungdo f(x) = 2* + 1.

3) D& o conjunto imagem da func¢do anterior.



Exercicios propostos

X

1) Dé o conjunto-imagem da fungdo g(x) = (1/2)" " + 3.

Faga o esbogo do grafico da fungdo f definida por:

(1/2)*,se x > 0
ZX, sex < )

2) f(x) = [

Respostas:

D 1={verly>3}

2)

440,1)
027 L e, 172)

g %
Equacoes exponenciais

Sdo equacdes em que a incégnita € um expoente. Resolvem-se estas equagdes utilizando-se
propriedades da potenciac@o. Existem duas situagdes:

Considere 0 < a =1

) a=d
U
X=y
Ma-a™+p a"+y=0
Fazera® =y
U
a-y +By+y=0

Exercicios:
Resolva as equacdes:
) 2F T gl 0 (2% =512

b) _Ix =125

5




. Resolva a equagdo 3" + 37 = s

. Resolva a equagdo 3 + 3% ~X - 2g

Exercicios propostos:

1) Resolva as equagdes:
-X+ 1

a) 5 =1
b) 32X+7:_9

2) - Resolva as equagdes:

y(2)F s
sy " w al=

- 2
B) 27X+ _gmX+5 Q254 =
3) Resolva a equaciio X7l L - a2-X
4) Resolva as equagoes:
1 X +2 13
;31)3){+3>‘+1+31‘+ =m3,_

22X+ +1=0

o 4X*t o4 .3%2
5) Resolva as equacgdes:
a) 2% =16
2
b) 2° =16
7]
o (392 = 3%
Respostas

1) a)S={1} b)S=Q

2) a)S={-1}b) S={7/5} ¢) S={-2} d) S=@
3) S={1}

4) a)S={-1} b) S=@ ¢)S={0}

5) a)S={2} b)S={-2,2} ¢)S={0,2}



Inequacio exponencial

Uma inequacdo exponencial € aquela que apresenta a incégnita no expoente de pelo
menos uma poténcia. Um método usado para resolver inequacdes exponencias consiste em
reduzir ambos os membros da inequacdo a poténcias de mesma base a (O<a#1) e dai

resolver conforme a base:

° a> ]
a >a
U (mantém)
X>y
s i) sepreealy
a>q
l  (inverte)
X<y

Exemplos:

Exemplos:
1] 2= 18

Exercicios:

1) Resolva as inequagdes:

a) 5°>5’
b) 0,01*>0,01°



2) Encontre os valores reais de x tais que:

1 ; 3
a) 16 > 2% > 1 b)—3€3"‘<\/81
1
3) Dé o dominio da funcdo f(x) = T "

Exercicios propostos:

1) Resolva as inequacGes:

2 X 8
a) ” 3 > i e) 0.1% > 100
3 3 ¥

X =1 3X+ 5 Kok 1

b V3 < 3 n 2 = /R

<8 R
1 2X+ 6 i 1 3

i [ ok "

)(3) < 9 h)<3> & -3

2) D€ o dominio das funcdes:

/ 1 A
a) f(x) = /1 —(h>x o) Hx) = J 165 = 2

&)

C) 2x+3

X

S
b) g(x) = — d) g(x) = /64 - (0,5)"

27 - 8

3) Resolva a inequagdo 4% _ 1005 25 A6 ey

2
4) Considere a fungdo g(x) = =

a) Qual é o maior valor possivel de g(x)?

b) Qual deve ser o valor de X para que g(x) tenha esse valor maximo?
¢) Qual é o conjunto-imagem da funcdo g?

d) Quaissfo asimagensde x = 1 e x = - 17

Respostas:

D ps={xeRIx<4} s={xeRIx>-3}gs={xeR Ix <o}
HS={xeRIx>-6} es={xeRlx<-2}ns={xeRIx<2}
g8=R hS=9

2) aaD=R, b)D=R- {3} c)D:{xe]R\x%l,"ft} d)D:r{xe]R!Ix>—6;}
3)S={x e IR/ 1<x<3} N

4 a)t o ol={yveRI0<y=<1} dgl)=zg-1) =1/3



Funcao logaritmica

Logaritmos na base 10

O principio bésico na resolugdo de equacdes e inequagdes exponenciais foi a comparagao
de poténcias com mesma base. Esse principio, no entanto, € inadequado para resolver uma

equacgao exponencial do tipo: 10*=2. Na resolucdo dessa equacdo, a dificuldade estd em
escrever o nimero 2 sob a forma de poténcia com base 10. Com estudos feitos até aqui, ndo
sabemos qual € o valor de X nem como determind-lo. Para solucionar este e outros
problemas, vamos estudar os logaritmos.

Definicao: Sendo a e b niimeros reais positivos, com a#1, chama-se logaritmo de b na base
a o expoente x ao qual se deve elevar a base a de modo que a poténcia a* seja igual a b.

log,b=x<a" =b

Na expressao log b = x,temos :

e a¢é abase do logaritmo;
® b é o logaritmando;
e x ¢ o logaritmo.

Exemplos:
4 = 2, pois 2 = 4 log I8 0 .. pois 5" = 1
s I i e 1 : 2
81 = 4, pois 3 = 8] log, 42 = = pois - 272 = 3
A, & -3, pois 27 = Ll legia8l25s—1—3,  pois LY =5 =125
3 s 8 - R 5) -

7 = 1, poiss 7' =7
Exemplo2: Calcule, através da defini¢ao:

a)log,;3
b) log,, 0,25

OBS: As restri¢des para a (O<a#1) e para b (b>0), colocadas na defini¢cdo, garantem a
existéncia e a unicidade de log,b.

Consequéncias

Aplicando a definicdo do logaritmo obtém-se as seguintes conseqiiéncias:



Sistemas de logaritmos

log,1=0 , pois a’=1
log,a=1, pois a'=a
log,a%=a., pois a*=a*

log b

a =, =b, pois o logaritmo de b na base a € justamente o expoente que se deve dar a

base a para que a poténcia fique igual a b.
log,b=log,c (b>0;c>0)

b=c <«

O conjunto formado por todos os logaritmos dos nimeros reais positivos em uma base a

(O<a#1) é chamado sistema de logaritmos de base a. Por exemplo, o conjunto formado por
todos os logaritmos de base 3 dos nimeros reais positivos € o sistema de logaritmos de base

3.

Existem dois sistemas de logaritmos que sao os mais utilizados em Matematica:

a) o sistema de logaritmos decimais, que é o de base 10. Esse sistema foi desenvolvido

b)

pelo matemdtico inglés Briggs (1536-1630). Indicaremos com log;ox ou logx, o
logaritmo decimal de x.

O sistema de logaritmos neperianos, que € o de base e (e € um niimero irracional
que vale 2,71828,,,) e cuja origem serd explicada em Calculo. O nome neperiano

deriva de John Napier (1550-1617), matemdtico escocés, autor do primeiro trabalho
publicado sobre a teoria dos logaritmos. Representaremos o logaritmo neperiano de

x com logx ou Inx.

Exercicio proposto

Calcule pela defini¢ao os seguintes logaritmos

a) logs9
b) logy128

c) logs625

d) log 1000

e) loggl6

log | 32

10



Propriedades

log,(A - B) =log,A +log,B

A
log, [E] = log,A —log,B

log,A™ =m - log,A

Observacao:

log, '%“/Kzloga Aﬁ =i-loga A
m

Exemplo I:

Sendo log;o2 = 0,301 e log;03 = 0,477. Calcule logls.
Solucdo:

30
logmlS . logm? = ]0g1030 =5 IDg]02 i

=10g10(3 - 10) — log;02 = loge3 + log;e10 — log;e2 =
=0,477+1-0,301 = 1,176

Exemplo:

Sendolog 8 = a e log3 = b, vamos calcular log 2 e log ‘}\F‘K em fungdo de a e b:

Exercicios propostos

1) Desenvolva, aplicando as propriedades operatérias dos logaritmos (suponha a, b e ¢ reais positivos):

5a b? ab’ 8a
a) log, | — b) log c) log, d) log, 7
e [bc} (10&] “( © J = L
2) Supondo a, b e ¢ reais positivos, desenvolva:
bl Is T 3 AJ’E
a) log, [ LS b) log f‘& c) log, L.—‘ d) log ?’ —
c Y ¢ ¢ - 3fa? 3/10c
3) Supondo x, y € b reais positivos e sabendo que log, x = 2elog,y = 3, qual é o valor de:
a) log, (x7y7) b) log,
by

11



Respostas

1) a) 1 + logsa — log, b — logsc
b)2logb - 1 — loga
¢)log,a + 2log, b — log; ¢
d)3 + log,a — 3log, b — 2log,c

2) a2log,b + % log,a - log, c
b) Llnga + = logb — logc
2 2
Sl log;a + 3 log;b — log,c
3
;‘_l..loga + Llegb—_l_‘_l-logc
2 4 3 3
3) 413 )
2
Mudanca de base

Dado logyN para fazer uma mudancga de base utiliza-se a relagfo

log. N
log, N= i R
log, b

(mudanga para a base a)

Exemplos:

log, 5 = log,, 5

log,, 2
Esse é o modo de calcular log, 5 conhecendo log,, 5 e log,, 2.

1 7
logy 7 = —o0

log,, 5
Esse é o modo de calcular log, 7 conhecendo os logaritmos decimais de 7 e de 5.
i = log,, 7 _ log,, 7

log,, 100 %

Esse é o modo de calcular log,,, 7 conhecendo log,, 7.
Exercicios propostos

Escreva em base 10 os seguintes logaritmos:
a) log, 7 b) log,q 3

Escreva em base 4 0s seguintes logaritmos:
a) log, 9 b) log, 8



Funcao logaritmica

A fungdo f: R7 — R dada por f(x)=log,x (¢# 1; a > 0) é denominada fungio
logaritmica na base @ e definida para todo x real positivo e nio nulo.

OBS:
1) y=log, x < a’ =x. O significado dessa expressdo € que a fungdo logaritimica e
a fungdo exponencial sdo inversas uma da outra.
2) f(x)=log,x — f(1)=log,1=0. Isso significa que o par ordenado (1;0) pertence a
toda funcdo logaritmica.
3) Como a>0 e a#1, temos duas possibilidades: a>1 ou O<a<].

a) Sejaa>1
Xx1<x2 — log,x; <log.,x, — f(x;) < f(xy). Dai, f é crescente.
f(x) = log,x € crescente se a > 1

Ay

L]

i
I
]
i
1
/1 X1

log, x,< log, X, & X <X

(mantém a desigualdade)

b) Seja O<a<l
x1<x; — log,x; >log.x, — f(x;) > f(x,). Dai, f € decrescente.

f(x) = log,x € decrescente se 0 <a < |

Ay

1 X X2 X
; >

T
I
I
I
I

log, x, > log, X, & x;<x;

(troca a desigualdade)

O conjunto imagem da funcfo logaritmo € igual ao dominio da fungio
=xponencial que € sua inversa; portanto, I, = R.

13



Observemos os graficos de y =logsx e y=5".

llJ
L
[aw)]
oy
8]

1 X
Observe, também, os graficos de y =log,xe y = (g] ;

5

X
[ T T T 1
-1 05 /|0 05 1\1\52

Essas fungdes sdo simétricas em relagcdo a reta y=x.
Assintotas horizontais e verticais a uma curva

Assintotas verticais: paralelas ao eixo y.

3( R M e

Xg

(a) (b}

14



Assintotas verticais

A reta x=a é uma assintota vertical do grifico da func¢ao f(x) se pelo menos uma das
seguintes condi¢des ocorrer:

Dlim _ , f(x)=+e0 2)lim _ f(x) =+ 3)lim _ _ f(x)=—c0 4) _  f(x)=—oc0

Exemplo: fun¢ao tangente

Assintotas horizontais: paralelas ao eixo x.

A reta y=b € uma assintota horizontal do grafico da funcdo f(x) se pelo menos uma
das seguintes condicdes ocorrer:

lim . f(x)=b ou lim_, _f(x)=>b

Exemplo: f(x)=¢"

OBS: Na representacdo grafica da funcdo logaritmica, temos uma assintota vertical
x=0.
Exercicio
Determine o dominio, a imagem e esboce o grafico das seguintes fungdes:

a) logx
b) 10g1/6X

15



Equacoes logaritmicas

Sado equacdes que envolvem logaritmos. Para resolvé-las, seguimos os passos

seguintes:

1.

Primeiramente, estabelecemos as condi¢des de existéncia, encontrando os
valores de x para os quais existem todos os logaritmos mencionados na
equagao; para isso, os logaritmandos devem ser positivos e as bases,
positivas e diferentes de 1 (conforme a defini¢do de logaritmo)

Resolver a equagdo. Aplicamos a defini¢do e as propriedades dos logaritmos
para obter os valores de x que, se satisfazerem as condi¢des de existéncia,
serdo solugdes da equacdo. Existem dois casos a resolver:

log, =~ =" f{x)=da"
log, f{x) =log.g(x) = f(x)=g(x)

Exemplo 1:
log(3x+1)=4
3x+1=2*
XxX=5.
1

Restrigios 3+ ] 30 2 X5 =
3

Entdo S = {5}

Exemplo 2:
log (x +2) + log (x — 2) = log 3x
log (x +2) (x = 2) = log 3x
(x+2)(x-2)=3x
x° —4=3x
X°—3x—4=0
Raizes: 4 e -1
Restrigdes:
X+2>0..x>-2
{x—2>0.'.x>2

—1 nfo convém, entdo S = {4}

16



Exercicios propostos:

1) Resolva as equacdes logaritmicas:

a)log, x> =3 b)log 81=2 c)log 16 =4 d)log (3x)=2 e)log i =
4 X x x x

Dlog,,,9=2 g)log, ,4=2 h)log, (log, x) = -1

2) Resolva as equagdes:

a)log, (7x—-2)=1log,,5 b)log B3x)=2 c)log,(3x—4)—log, x=0

d)log,(2x-3)+ log{%j =0

3) Deé o dominio das funcdes:

a) f(x)=log, (x> —6x+8)
b) g(x)=log . , ., 72
oh(x)=log _, (x> =7x+10)

Respostas dos exercicios

1) a) S={-8.,8} b)S={9}  ¢)S={2} d)S={3}
g) S={4} h) S={2}
2) a) S={1} b) S=0 ©)S={2} d)S={3}

3)a) D={xelR/x<2 ou x>4} b)D={xelR/x#1,x#2,x # 3}

e)S={1/9}

81

H)S={2}

c)D={xelR/x>5}

2

17



Inequacao logaritmica

Sado inequacdes que envolvem fungdes logaritmicas.

o a>1
log, x> log, y
U  (mantém)
X>y
e O<a<l:
log, x > log, y
U (inverte)
x &y

Zxemplos:
() logs(2x + 1) > logs7
2x+1>7
X2 3
Restricdo:
2x+1>0 .0 x> =4
2
fazendo a intersecfo desta condi¢do com a solugfo temos
S=13, +too]

(1) login(2x + 1) > log9
2x +1<9
x <4

Restrigdo:

150 & K>~k
2

fazendo a intersegfo temos
1
S=1-—,4[
] 2
Exercicios propostos

1) Resolva as inequagdes:

Respostas:
a)log,(x+6)>log,11 b)logy(Zx—1)<—2
5
1)a) S={xeIR/x >5} b)S={xeIR/x>13}
O)logy(4x—6) <log; 18  d)logs(x=7)>2.10g56| \s_ryc1R/3/2<x<6) d)S={xe R/x>43}
e)log,, (x—=3) >log,,, 7 f)log,(x—4)>3 e)S={xeIR/3<x<10} f)S={xeIR/x>12}
f) log,(x+2)<2 h)log,s(4x—1)<0 2)S={xeIR/-2<x<7} h)S={xeIR/x>1/2}
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