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Capitulo 14

= y=12+2t

Fungﬁes et x| y=G-1D2+2x—1)
‘ : ; =x2—2x+1+2x—2

inversas T i

- Isso é consistente com os pares ordenados que jd haviamos encontrado na tabela. Como ¢ varia em
todo o conjunto dos niimeros reais, obteremos todos os pares ordenados da relagio y = x> — 1, 0

: Relagaes definidas . que faz de fato y ser definido como funcao de x.
Objetivos de aprendizagem . : . : 3 ;
kHoiacoos detinldes panemetn parametrlcamente | (<i) Desde que a relagdo definida parametricamente consista em ‘todos os pares ordenados na rela-
camente. e Uma maneira de definir funcdes, ou de forma mais . ¢do, podemos obter 0 gréafico esbocando a pardbola, como na Figura 14.1.
= RelacGes inversas e funcées ~  generalizada, relagdes, € definir os dois elementos do par : y
‘inversas. ordenado (x, y) em termos de outra varidvel 7, chamada de | 5
Algumas funcoes e graficos parametro. Ilustraremos com um exemplo. : e,

podem ser definidos parametrica-
mente, enquanto alguns outros
‘podem ser entendidos como
inversas das fungées que ja
Sonhecemos. ~ Considere o conjunto de todos os pares ordenados (x, y) ; ey
- definidos pelas equagdes i B

x=t+1
y=t2+2t

i onde 7 € um nimero real qualquer.

' (a) Encontre os pontos determinados por ¢t = =3, =2, —1,0, 1,2 e 3.
(b) Encontre uma relacdo algébrica entre x e y (isto € chamado muitas vezes de “eliminagdo do
pardmetro”). Temos y como uma funcéo de x?

- Considere o conjunto de todos os pares ordenados (x, y) definidos pelas equacoes
x=0£4+2
y=t+1

(c) Esboce o grifico da relagdo no plano cartesiano.

SOLUGAO
(a) Substitua cada valor de 7 nas férmulas que definem x e y para encontrar o ponto que esse valor

de t determina parametricamente. onde 7 € um nimero real qualquer.

; (a) Encontre os pontos determinados por r = —3,2, —1,0, 1,2 e 3.
= =72
; L x=t+1 y=t1"+2 () (b) Esboce o grifico da relagiio no plano cartesiano.
=2 4 B (=2,3) - () y é uma funcao de x?
-2 —1 0 (1,0 - 3
= 0 . ©. —1) v (d) Encontre uma relac@o algébrica entre x e y.
0 1 0 (1,0 | SOLUCAO t x,)
! 2 2 @.3) . (a) Substitua cada valor de ¢ nas férmulas que definem x e y para encontrar -3 (3, -2
2 3 8 G.9) o ponto que esse valor de ¢ determina parametricamente. -2 ©, -1)
3 4 15 (4, 15) ‘ = (—1,0)
0 0, 1)
(b) Podemos encontrar a relac@o entre x e y algebricamente pelo método da substituicao. Podemos . ; g 5)
comegar com ¢ em termos de x para obtermos # = x — 1. Substituir na expressdo y = 1> + 2t. 3 a 5’ 4;




o
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(b) Podemos obter o grifico manualmente ou conferi-lo na Figura 14.2.

[=5. 9] por[—3,3]

Figura 14.2 Grafico de uma pardbola no modo paramétrico.

(c) y ndo € uma funcdo de x. No item (a) jd vemos que existem pares ordenados diferentes com
valores de x iguais; além disso, no item (b) vemos que o grafico falha no teste da reta ver-
tical (como vimos no Capitulo 7).

(d) De forma andloga ao que foi feito no Exemplo 1, temos x = y2 — 1.

-

Relacoes inversas e funcdes inversas

O que acontece quando invertemos as coordenadas de todos os pares ordenados na relagdo?
Obviamente obtemos outra rela¢@o, ja que existe um outro conjunto de pares ordenados; mas qual
semelhanga observamos com a relac@o original? Se a relacdo original € uma funcao, a nova relacdo
também serd uma fungao?

Podemos ter idéia do que ocorre analisando os exemplos 1 e 2. Os pares ordenados no Exemplo 2
podem ser obtidos simplesmente invertendo as coordenadas dos pares ordenados no Exemplo 1
{isso porque as defini¢coes de x e y estdo trocadas nos dois exemplos). Dizemos que a relagdo no
Exemplo 2 ¢ a relagdo inversa da relagdo no Exemplo 1.

DEFINICAO Relagao inversa

O par ordenado (a, b) pertence a uma relac@o se e somente se o par ordenado (b, a) estd na rela-
¢ao inversa.

Estudaremos a conexdo entre uma relagdo e sua inversa. Teremos interesse em analisar
relacdes inversas e o que ocorre para serem fungéoes. Observe que o gréifico da relag@o inver-
sa no Exemplo 2 falha no teste da reta vertical (visto no Capitulo 7) e, portanto, ndo ¢ o gra-
fico de uma funcdo. A questdo que temos €: podemos predizer esta falha apenas considerando
o grafico da relacdo original? A Figura 14.3 sugere que sim.

O gréfico da inversa na Figura 14.3(b) falha no teste da reta vertical porque temos dois valo-
res diferentes de y para o mesmo valor de x. Isto € uma conseqtiéncia direta do fato de que a rela-
¢do original na Figura 14.3(a) possui dois valores diferentes de x com 0 mesmo valor de y. O gréfi-
co da inversa falha no teste da reta vertical precisamente porque o gréfico original falha no teste da
reta horizontal (apesar de esse “teste” ndo ter sido citado anteriormente, ele tem as mesmas idéias
do teste da reta vertical, do qual falaremos a respeito logo a seguir). Isto nos dé um teste para rela-
cdes cujas inversas sdo fungdes.
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(a) (b)

Figura 14.3 (a) Relagéo original e o teste da linha horizontal. (b) Relagdo inversa e o teste da |
linha vertical.

Teste da linha honzontal

Rl s

A inversa de uma rclagao € uma fuﬂgaﬁ see somenre se cada hnha honzontal mtersec
grafico da relagao ongmal no méximo em um ponto :

TR,

+ Quais dos graficos de (1) a (4) na Figura 14.4 sdo grificos de

(a) relagdes que sdo fungdes?
(b) relacdes que t€m inversas que sfo funcdes?
SOLUCAO

1 (a) Os graficos (1) e (4) sdo graficos de fungdes porque satisfazem o teste da linha vertical. J4 os
gréficos (2) e (3) nao sdo graficos de fungdes porque falham no teste da linha vertical.

| (b) Os gréficos (1) e (2) sdo gréficos de relagdes cujas inversas sdo fungdes porque satisfazer]:lag
teste da linha horizontal. Os gréficos (3) e (4) falham no teste da linha horizontal, assim s
relagdes inversas nao sao fungdes.

| I I | | ! x % [N |
T 12345 =y=4=3—2=1

(1) @)

Figura 14.4 Graficos do Exemplo 3.
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X

Figura 14.4 Gréaficos do Exemplo 3.

Uma fungdo cuja inversa é uma fungdo tem o grafico que satisfaz tanto o teste da reta horizon-
tal como o teste da reta vertical [tal como o Griéfico (1) do Exemplo 3]. Tal func@o € bijetora, desde
que todo x seja a primeira coordenada de um tnico y e todo y seja a tinica segunda coordenada de um
tnico x.

DEFINICAO Funcio inversa

Se f é uma fungdo bijetora com dominio A e imagem B, entdo a funcéo inversa de f, denotada
por £, € a fung@o com dominio B e imagem A definida por

fYb) =a seesomentese fla)="b

O que é uma funcéo bijetora

r Para definirmos isso, daremos outras defini¢des
CUIDADO SOBRE A NOTAGAO DE antes.

| FUNGAo Uma fung@o f de A em B € injetora se quaisquer dois

| O simbolo f ! deve ser lido como elementos distintos do dominio de f (que € o conjunto A)
“funcéo inversa” e jamais deve ser possuem imagens diferentes em B.

. confundido com a reciproca de f. Uma fung@o f de A em B € sobrejetora se seu con-
Se f é uma fungéo, o simbolo f ! junto imagem for igual ao seu contradominio, isto &, se
pods somente:significara inversa seu conjunto imagem resultar em todo o conjunto B (B é
de f. A reciproca de f deve ser ey

B crita como 1/f, 0 contradonum?). s o

! Uma func@o f de A em B ¢ bijetora se for injetora e

sobrejetora.

Encontre uma equagio para f~'(x) se f(x) = x/(x + 1)

SOLUGCAO

O gréfico de f na Figura 14.5 sugere que f seja bijetora. A fungdo original satisfaz a equagdo
v = x/(x + 1). Se, de fato, f € bijetora, entdo a inversa f ~! ird satisfazer a equagio x = y/(y + 1)
(observe que apenas trocamos X por y € y por x).

Se resolvermos esta nova equagio escrevendo y em fungdo de x, entdo teremos uma férmula para

F): §

x=y+1
y+1)=y

Portanto, f~(x) = x/(1 — x).
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xy+x=y
Xy —P=e—g
gl L)p=oge
=5
Y x=1
%
¥ 1 =%

[—4,7;4,7] por [-5, 5]

Figura 14.5 O grafico de f(x) = x/(x + 1).

Muitas fungdes ndo sdo bijetoras e, assim, ndo t€m fungdes inversas. O dltimo exemplo mos-
trou uma maneira de encontrar a funcdo inversa; porém, dependendo do caso, o desenvolvimento
algébrico pode tornar-se dificil. O que ocorre € que acabamos encontrando poucas inversas dessa
forma.

E possivel usar o grafico de f para produzir um grifico de f ! sem nenhum desenvolvimento
algébrico, bastando utilizar a seguinte propriedade geométrica: os pontos (a, b) e (b, a) sd@o simétri-
cos no plano cartesiano com relac@o a reta y = x. Os pontos (a, b) e (b, a) sdo reflexdes um do outro
com relagdo aretay = x.

EXEM ca ersa graficamente s |

O grifico de uma fungdo y = f(x) é demonstrado na Figura 14.6. Esboce o grifico da funcdo

-y = f!(x). Podemos dizer que f ¢ uma fungio bijetora?

| SOLUGAO

- Observe que ndo precisamos encontrar uma férmula para f~!(x). Tudo o que precisamos para
. fazer isso € encontrar a reflexdo do grifico dado com relacdo a reta y = x. Isso pode ser feito geo-
. metricamente.

- Imagine um espelho ao longo da reta y = x e desenhe a reflexdo do grifico dado no espelho (veja

- a Figura 14.7).

. Uma outra maneira para visualizar esse processo € imaginar o grafico desenhado numa janela de
. vidro. Imagine esse vidro girando ao redor da reta y = x, de modo que os valores positivos de x
. ocupem os lugares dos valores positivos de y. O grafico de f entdo passard a ser o grafico de £~
Desde que a inversa de f tenha um grafico que satisfaca os testes da reta vertical e da reta horizon-
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Figura 14.6 O gréafico de uma fungéo bijetora.
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A reflexio O gréfico de !

Figura 14.7 Reflexdo do grafico com relagdo a reta y = x.

Existe uma conexdo natural entre inversas e composi¢do de fungdes e isso dd uma idéia do que

uma inversa faz: desfaz a acdo da fungdo original.

. A regra da composicéo para funcéo inversa

Uma fungdo f € bijetora com funcao inversa g se _e:.Soian:tje e
 f(g(x)) = x para todo x no dominio da funcio g, -

g(f(x)) = x paratodo x no dominiode f. =
: s i

E L acéo d
Mostre algebricamente que f(x) = x3 + 1 e g(x) = Vx — 1 sdo fungdes inversas.
SOLUCAO

Vamos usar a regra citada anteriormente
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fE@) =f(Vx-1)=(Vax-1P+1=x-1+1=x
sf) =g+ D =VE@+1)—-1=V =x

' Desde que essas equacdes sejam verdadeiras para todo x, a regra garante que f e g sdo inversas.
- Saiba que essas fungdes tém como gréficos os utilizados no Exemplo 5.

Algumas fungdes sdo importantes de modo que precisamos estudar suas inversas, mesmo nio
sendo fungdes bijetoras. Um bom exemplo € a funcao da raiz quadrada, que € a “inversa” da fun¢do
quadrdtica. A inversa ndo dd a func@o quadrética completa, pois se for dessa forma, ela falha no teste
da reta horizontal. A Figura 14.8 mostra que a fungdo y = Vx € realmente a inversa de y = x? com
um “dominio restrito”, isto &, definida somente para x = 0.

4 4
3 3
2 2
1 1
U | | [ PR A O O T x } 2 0 RN 90 O O WY O | x
54321 123456 5432 1,Nl 23456
O gréfico de y = x? (ndo € bijetora) A relagio inversa de

y = x* (ndo é uma fungio)

| iR O O L1 | S O O |
—5-4-3-2-1,] 123456 —5-4-3-2-1.] 123456
-2 -2
O grificode y = \/;(é uma fungio) O gréfico da fungdo
cujainversaéy = Vx

Figura 14.8 A funcdo y = x> com dominio néo restrito e também restrito.

A questdo do dominio adiciona um refinamento para o método algébrico, que estd resumido a
seguir:

trﬁr_ uma funcao inversa algebricamente

rmula para uma fungéo £, proceda da seguinte maneira para encontra-la:
rmine que existe uma fungdo f~! verificando que f € bijetora. Estabeleca restri¢es
{ ifnio de f, de modo que ela seja bijetora.

na formula y = f(x).

ssolva isolando y para obter y = f~!(x). Veja que o dominio de f~! é uma conseqiién-
lo primeiro procedimento.
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Mostre que f (x) = Vx + 3 tem uma fungo inversa e encontre uma regra para f ~I(x). Estabeleca
quaisquer restrigdes sobre os dominios de f e de f~L.

SOLUCAO

O gréfico de f satisfaz o teste da reta horizontal, assim f tem uma fung@o inversa (Figura 14.9).
Observe que f tem dominio [—3, +oo[ e imagem [0, +oo[.
Para encontrar f~!, escrevemos

y=Vx+3
x=Vy+3

x2=y+3

ondex=—-3,y=0
ondey=—-3,x=0
ondey=—-3,x=0
y=x2-3 ondey=-3,x=0

Assim, £~'(x) = x2 — 3 com um dominio restrito dado por IR* = {x € R | x = 0} (foi herdado
da imagem da funcdo f). A Figura 14.9 mostra as duas fungdes.

[—4,7;4,7] por [—3,1; 3,1]

Figura 14.9 O grafico de fix) = Vx + 3 e sua inversa.

RevisAo RArIDA

Nos exercicios 1 a 10, resolva a equagdo para y.
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ExERcicios

Nos exercicios 1 a 4, encontre o par (x, y) parao valor ~ 11. y
do pardmetro. [

1. x=3tey=1*+5parat=2
2. x=5t—7 e y=17 — 3t para t = =2
3. x=r—-4tey=Vit+1 parat=3 -

4. x=|t+3| e y=1/t para t = -8

Nos exercicios 5 a 8:

(a) Encontre os pontos determinados por ¢t = —3,
—2,:—1,0,1,2e3: 12.

(b) Encontre uma relacio algébrica entre x e y e =

determine se as equagOes paramétricas determi-
[ D | x

nam y como uma fungdo de x.
6. x=t+1ey=t2-2¢ L

(e) Esboce o gréfico no plano cartesiano.
5. x=2tey=3t-1

7.x=t2ey=t—2
8.x=Viey=2t-5
Nos exercicios 13 a 22, encontre uma férmula para

/7 1(x). D& o dominio de £~ !, incluindo todas as res-
trides herdadas de f.

13. f(x) =3x—6

Nos exercicios 9 a 12 sdo mostrados os gréficos de

relagdes.
(a) A relagio é uma fungdo? 4. fx) =2x+5
(b) A relagdo tem uma inversa que € uma fungio?

1L.x=3y—-6 2.x=05y+1
3.x=y2+4 4.x=y"—-6
B -1
5.X 373 y+2
a2t 48
7.x—y_4 8.x Sy —1
9.x=Vy+3,y=-3 10.x=Vy—2,y=2

., 2H—38 _x+3
" . 15. f(x) = =51 16. f(x)—x_2
e [T 17. f(x) =Vx -3 18. f(x) = Vx+2
B 19. f(x) = x3 20. f(x) =x*+35
L1 ik
; 21 f(x) =Vx+5 22. f(x) = Vx—2
;\ Nos exercicios 23 a 26, determine se a fungdo € bije-
r tora. Se for, esboce o gréfico da fungo inversa.
23. ¥
10. v

A
J

— 0w e

Y=
wl-
P =

x
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24, y 33. A férmula para converter a temperatura Celsius x
em temperatura Kelvin € k(x) = x + 273,16. A

4 férmula para converter a temperatura Fahrenheit
3
2 . 5(x — 32)
1 x em temperatura Celsius € c(x) = ———.
11 N L 9
—?—4-3—2 ML\ 3 4)s s
i (a) Encontre uma férmula para ¢~ !(x). Para que
-3 € usada essa férmula?

(b) Encontre (ko ¢)(x). Para que € usada essa
férmula?

34. Verdadeiro ou falso Se f ¢ uma fungio bije-

tora com dominio A e imagem B, entdo f~! € uma
funcdo bijetora com dominio B e imagem A.

-
;: Justifique sua resposta.
L= 35. Multipla escolha Qual par ordenado estd na

25.

-

—5—4—3—|2— 1,12 ; Alz ; * inversa da relagao dada por 2y +5y=9?

IS (@) 2. 1 (b) (=2, 1) (€) (—1,2)
-4 @, -1 (e) (1, -2)

36. Multipla escolha Qual par ordenado nao estd

26. . na inversa da relagdo dada por xy?> — 3x = 12?
(a) (0, —4) (b) 4, 1) (€) (3,2)

;: (d) (2, 12) (e) (1, —6)

37. Multipla escolha Qual fungdo € a inversa da
L1l ﬁ \14 fungﬁoI}(x) =3x —2('2-7 ¢

—5-4-3/-1,1 1 ;Jl; h @
—2f (@ gl =7 +2
3
i

(b) g(x) =2 —3x

+
1 Nos exercicios 27 a 32, confirme que fe g sdo inver- © s = = 3 :
- sas mostrando que f(g(x)) = x e g(f(x)) = x. @ g = =3
27.f(x)=3x—2eg(,\:)=u x32
: . 3 (e) g(x) = =
28. f(x) == : 3¢ gl =dx-3 38, Muiltipla escolha Qual fungio ¢ a inversa da
29 f() =2 +1e g)=Va—1 fungdo f(x) = #* + 12
30. f() =L ¢ gl0) =~ ifhgan = Do 1
x x (b) g(x) = Va — 1
31.f(x)=ﬂ—1- e glx) = = (©) glx) =5 —1
513 243 (@ g = Vi +1
= R R @) =1-2



