MODULO Xl

INEQUACOES
1. Inequacéo
Vamos supor que, na nossa escola, a média minima

para aprovacao automatica seja 60 e que essa média, em
cada matéria, seja calculada pela expressao:

A+B+C+D
4
na qual, as letras A, B, C e D representam as notas do
primeiro, segundo, terceiro e quarto bimestre,
respectivamente. Se as notas de um aluno, em

Matematica, fossem 68, 60 e 70 nos trés primeiros
bimestres, respectivamente, entdo para ser aprovado
automaticamente, sua nota D do dltimo bimestre, deveri
satisfazer a desigualdade:
68+60+70+D > 60

Essa desigualdade é chamada de Inequacao.

Apés resolver a inequacdo acima, o aluno descobre
gue para obter aprovacdo em Matemética, sua nota
deverd ser no minimo igual a 42. Nesse madulo, iremos
resolver inequag¢des semelhantes a que foi apresentada e
outras mais detalhadas.

2. Inequagédo do 1° Grau

Inequacbes do primeiro grau sé@o aquelas que
podem ser expressas sob a forma:

ax+b>0

(ou com as relagdes 2, <, <, ou #), em que a e b sdo
constantes reais (a# 0) e x € a variavel ou incégnita.

A resolucdo desse tipo de inequagdo €
fundamentada nas propriedades das desigualdades,
descritas a seguir:

» Adicionando ou subtraindo um mesmo ndmero a ambos
os membros de uma desigualdade, a desigualdade se
mantém.

» Dividindo ou multiplicando ambos os membros de uma
desigualdade por um mesmo ndmero positivo, a
desigualdade se mantém.

» Dividindo ou multiplicando ambos os membros de uma
desigualdade por um mesmo numero negativo, a
desigualdade inverte o sentido.

Exercicios Resolvidos

ER.01) Ache o conjunto solucado da inequacgéo
Ex—-8<3x+12
Resolucéo:
Resolvendo a inequacéo de 1° grau, temos:
1) Adicionando 8 a cada membro da inequacéo:
5x-8+8<3x+12+8 = 5x<3x+20
2) Subtraindo 3x de cada membro da dUltima
inequacéo obtida:
Ex—3x<3x—-3x+20 = 2x<20
3) Dividindo ambos o0s membros da Ultima
desigualdade obtida por 2:

22 3 k<10

2
Logo, o conjunto solugdo serd S= e R|x <10

ER.02) Determinar o maior nimero inteiro que satisfaz a
desigualdade:
1—£>Z—2t
2 6

Resolucdo:

Para facilitar a resolucdo podemos eliminar os
denominadores, multiplicando ambos os membros da
inequacao pelo m.m.c.(2, 6) = 6:

6.(1—%] > 6.(%—2’[} = 6-33t>7-12t

Subtraindo 6 e adicionando 12 t a ambos os
membros da inequacao resultante, teremos:
6-6-33t+12t>7-6-12t+ 12t = —21t>1
Multiplicando ambos os membros da inequacédo por
(- 1) teremos:
-21t.(-1)>1.(-1) = 21t<-1
Observe que a desigualdade mudou de sentido.
Agora, dividindo ambos o0os membros da inequacgdo
resultante por 21, obtemos:
E]'—t<——1— 9't<—£L ou t<-0,047
21 21 21
Assim, o maior nimero inteiro que satisfaz essa
desigualdade é o numero — 1.

Exercicios Propostos

EP.01) Determine o conjunto solugdo das seguintes
inequacdes do primeiro grau:

a)IxX—5.(3-2x)>7x+9

b1 2730 _n_1
4 2 4
C) 3—X—l;e§+2
5 6

d)—3.(2x—5) > 1 - 6x
e)—3.(2x—5) <1 -6x

EP.02) Qual o menor numero inteiro que satisfaz a

2
>X——7

. . 1+7x
inequacao 3

EP.03) Duas pequenas fabricas de calcados, A e B, tém
fabricado, respectivamente, 3000 e 1100 pares de sapatos
por més. Se, a partir de Janeiro, a fabrica A aumentar
sucessivamente a producdo em 70 pares por més e a
fabrica B aumentar sucessivamente a producdo em 290
pares por més, a producdo da fabrica B superara a
producdo da fabrica A a partir de qual més?
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EP.04) O custo C, em reais, da producéo de x exemplares
de um livro é dado por C(x) = 2000 + 3,5x. Se cada
exemplar é vendido por 8 reais, quantos exemplares, no
minimo, devem ser vendidos para que a editora ndo tenha
prejuizo?

a) 438

b) 442

c) 445

d) 450

e) 455

3. Inequagdo do 2° Grau

Sao denominadas inequacdes do 2° grau toda
inequacao que pode ser escrita na forma:

ax’ +bx +¢ >0

(ou com as relagdes 2, <, <, 0ou#),emque a,bec
sdo constantes reais (a# 0) e x é a variavel ou
incAgnita.

A resolucdo desse tipo de inequagdo €
fundamentada nas mesmas  propriedades das
desigualdades, conforme foram descritas para a resolucao
de inequagbes do 1° grau, além do estudo do sinal do
trindbmio do 2° grau.

3.1. Método de Resolucdo de Inequacdes do 2°
Grau

Para resolver uma inequacdo do 2°
seguiremos o0s procedimentos descritos abaixo:

grau,

[\

<
Dada a inequacao ax? +bx+c" 0, devemos:
>

<

1) Igualar a expressdo do I°’membro da inequacéo a
zero.

ax® +bx+c=0

2) Determinar as raizes da equacao obtida.
raiz x,

ax>+bx+c=0—>1{
raiz x,

3) Representar as raizes na reta dos Reais (R)
ordenadamente.

Xy X,

4) Fora do intervalo compreendido entre as raizes
assinalamos 0 mesmo sinal do coeficiente de x°, ou seja, a
(mesmo sinal de a) e no intervalo compreendido entre as
raizes assinalamos o sinal contrario do coeficiente de x°,
ou seja, a (sinal contréario de a)

Entéo:
mesmo ﬁ sinal contrario
sinalde a de a
Xl XZ
Este é o grafico da variagcdo do sinal.

5) A solucdo devera ser de acordo com o sinal da
inequacao.

~mesmo
sinaldea

>0 — sinal +
Se .
<0 —sinal —

Exercicio Resolvido

ER.OS% Resolver, no conjunto R, a inequagédo do segundo
graux"—7x+6>0.
Resolucéo:

Seguindo os procedimentos descritos, teremos:
1) Equagéo: X —7x+6=0
2) Raizes: X’ -~ 7x+6=0,coma=1,b=-7ec=6.

>A=b’-4ac > A=€7°-416 D> A=25

_ + =1
>y bJ_r\/K_)X:7_\/25 5>, 755 5 [x
3) Reta:

T 6

4) Sinais: Como nestecasoa=1>0
O gréfico da variagéo do sinal seré:

+++++++++ 4+

1 6

5) Como queremos x?—7x+6>0, entdo a solucdo sera

fora do intervalo compreendido entre as raizes, ou seja,
S=ReR|x<loux>6

Exercicio Proposto

EP.OS) Resolva as seguintes inequacdes:
a)—X"—x+12<0

b) 2x* —7x +3<0

C) X2+4x+4>0

d)9x*—12x+4<0

e)X°—4x+420

4. Sistema de inequacdes

Para resolver um sistema de inequacdes, devemos
resolver cada inequacgdo separadamente e, em seguida,
fazer a interseccdo das solugbes encontradas, obtendo a
solucdo final do sistema.

Exercicio Proposto

EP.06) Resolver, no conjunto dos reais, 0s seguintes
sistemas de inequacgdes:
) {2x+1> 3x-2

X% —6x+8<0

3x-2x%>0
b) 17
X“=-x-2<0

5. Inequacao do tipo produto

«+3.€-7x >0,
(2+5x+3;(—2x:§0, onde temos um produto de duas

expressbes e uma desigualdade, sdo chamadas de
inequacdes do tipo produto.

Para resolver esse tipo de inequacdo, devemos:
i)fazer o gréafico da variacdo do sinal de cada expressao.
ii)multiplicar os sinais obtendo o grafico da variacdo do
sinal do produto.
iiilachar a solucéo de acordo com o sinal da inequacéo.

Inequactes do tipo
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Exercicio Resolvido

ER.04) Resolver a inequacéo definida por
(x—5)(x*=2x—15) 0.
Resolucéo:

Fazendo os gréaficos da variacao do sinal:
@x-5=20 =2 x=5.

(b)yx*—2x-1520
X*—2x—15=0 & k=-3 ou x=5|

Assim, multiplicando os sinais:

------------- Pr a4
® (a)
++++'2 ----- §++++(b)

Mol ke do b B e L NPT
-3 5

Logo, como queremos (X — 5).(x2 - 2x —15) £ 0,
teremos:

S= XeR [x<-3 ou x=5

Exercicio Proposto

EP.07) Resolver, no conjunto dos nudmeros reais, as
inequacdes:
a) €x-1.¢-2>0

b) €x2 +4x—3.:€x—1:so

6. Inequacéo do tipo quociente

X+3 x? +5x+3

2-7X 1-2x

temos um quociente de duas expressfes e uma
desigualdade, sdo chamadas de inequac¢bBes do tipo

Inequacgdes do tipo <0, onde

Para resolver esse tipo de inequacgéo, devemos:

iYfazer o gréfico da variagdo do sinal de cada expressao.
iilmultiplicar os sinais obtendo o grafico da variacdo do
sinal do quociente.

iiilachar a solugdo de acordo com o sinal da inequacéao.
(lembre-se: denominador ndo pode ser zero)

Exercicio Resolvido

ER.05) Determine o conjunto de todos os valores reais de

. N . —x2+2
X que satisfazem a desigualdade <1.
—x2+2x-2
Resolucéo:
Deixando zero no lado direito:
2 2
2X—+231 > 2X—+2_130 >
—X“+2x-2 —X“+2x-2
2 2 2 2
—X +2—2(—x +2x—2)SO 5> X +22+x —2x+2So
—X+2x-2 —X“4+2x-2
> #go
—-X“+2x-2

Fazendo os gréaficos da variacéo do sinal:
(@—2x+420 > —2x2—-4 > 2x<4 = x<2.

(b) —x*+2x-2>0

—x*+2x-2=0

A=b?>-4ac & A=(2)?-4.¢-1).(-2 > A=4-8
> A=-4

Como A<O0, a equacdo ndo tem raizes reais;
portanto, a pardbola ndo tem ponto em comum com 0 €eixo
Ox.

Como a < 0, entdo a curva esta totalmente abaixo
do eixo X, ou seja, qualquer que seja o valor de x, a
inequacdo somente assume valores negativos.

Assim, dividindo os sinais:

2 oo
s il e ol ol 2 o (@)

-2X+4

— —— <0, o conjunto
-X“+2Xx-2

Logo, como queremos

solucao seré:

S=XeR|x <2

Exercicio Proposto
EP.08) Resolver, no conjunto dos numeros reais, as
inequacdes:

a) L<O
x-1

4x
>—X

b)
2x-1 (Passe —x para a esquerda e tire 0 minimo
para ficar com zero do lado direito)
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Exercicios Complementares

EC.01) Determine o conjunto solucdo das seguintes
inequacdes do primeiro grau:

a)dy—-5<2(y+3)+5y
b) 4k—#<%+2.(1—3k)
c)4.(y—-1)-5y<1-3.(2-vy)
gy 1.8 1

9 2 4 3
ot

1 3
e) ——=—>—+—
3 2 9

t
6

EC.02) Um prisma Optico, cuja seccdo principal é um
triangulo retangulo isésceles, conforme figura abaixo,
encontra-se imerso no ar (N, = 1). Qual a condicao a qual
o indice de refra¢éo n, do prisma deve obedecer para que
0 raio luminoso com um angulo de incidéncia T = 45°
indicado sofra reflexdo total?

(Dica: use ny >ny,,. Sen 990)
seni

a) n, > J2

b) n, <v2

c) n, = J2

d) ndo pode ser calculado com as informagfes dadas

EC.03) Um cristal possui indice de refracdo Nesta = 2,0.
Qual o valor do &ngulo de incidéncia (7) de um raio de luz
vindo do cristal para o ar de indice de refracdo n, = 1,0;
para que ocorra a reflexdo total?

(Dica: use Ngistal - SENT> Ny, . SEN 90°)

EC.04) Resolva as seguintes inequacdes:

a)x2—7x+1020
b) —3x* — 4x + 4> 0
C) 2x—4x* <0
d)x*>9
e)x.(x—4)<x-4

2 1
f) (x - 2)% > 2'()(_5)

EC.05) Resolva os sistemas:
x?+x-2>0
a 2
X -5x<0

b) 2x% -3x-2<0
~x2+3x>0

EC.06) (PUC-RJ) A solucéo da inequacédo
€«-2(x?+3x+10 >0 &

a)x<—2 ou 2<x<5
b)—2<x<2 ou x>5
C)—2<x<2

d)yx>2

e)x<5

EC.07) (F.C.Chagas-SP) Os valores de x que satisfazem a
—2x% +3x+2

inequacao <0 sao tais que:

1
a) X<—-—
) 2

b)x>2

C) —ESX<2
2
1
d) Xs—E oux>2

e) xz—% e x=2

EC.08) (Fuvest-SP) O
(2 +7x-15 k2 +1 <0 &
a) g

b) [3; 5]

c)R

d) [-1; 1]

e) R,

conjunto  solugdo de

EC.09) (PUC-MG) A solugéo da inequagéao 32;2 <1
—2X—-X

€ o0 conjunto de valores de x, tais que:

a)—3<x<-2o0u0<x<l1

by x<-3 ou —2<x<0 ou x>1

C)x<—-2 ou x>0

d)-3<x<1
e)x<-3 ou x>0
Dica:

Passe 1 para a esquerda e tire 0 minimo para ficar com
zero do lado direito)
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Exercicios Adicionais EA.05) Do estudo dos logaritmos sabemos que as
“condigdes de existéncia” de f(x) = logpasdoa>0,b>0e

EA.01) Resolva as inequagfes b # 1. Com base nisto ache as condi¢des de existéncia de:
a) (xX* = 7x% + 10)(x* = 10x + 21) > 0 a) f(x)=log,. , (x*-9)
x? —=7x+10
s 7 T > = 2 _
b) 10121 b) f(x)= |09(x2+1)2(x 6x+9)
C) X2 _ 7X +10 - C) f(X) = |0g2x (X + 5X + 210)
% —10x+ 21 d f(x)= Iog(st)(lo —x* +3X)
d) (¢ —7x + 10)(x* - 10x + 21) < 0 e) f(x)=log,, . (-9x—x*-14)
x*-6x+9
X*—-5x+4 GABARITO
f) (C—4ax +4)(-xX* +6x—9) =0
) X +2Xx+3 S0 Exercicios Propostos
g Xx-4 20
2
h) X +22X+3s0 EP.01) a)x>2 b) n<-3 c)x;tE
X +1
) 3x-11 <1 d) R e)d
x> -10x+21 EP.OZ; x:—zb
EP.03) Setembro
i) x=1 x=3 EP.04) C _
x-2 x-4 EP.05) a) S= ®cR|x<—4 ou x>3
EA.02) Da trigonometria §abemos que senx = 1 e b) S= {x eR| 1 <x < 3}
senx < —1, ¥x. Com base nisto ache os valores de t para 2
0S quais existe x tal que: C) S= ReR|x%-2 .
t+1 d) 5=0
a) senx = =
) 2t+1 e) S=R ;
b _2t+1 EP.06) a) S= ®eR|2<x<3 b) S={xeR|0<x<>
) senx = 1 : 2

. . EP.07) a) S= XGR|xsl ou x>2
EA.03) Da trigonometria sabemos que secx < -1 ou 2

secx > 1. Com base nisto ache os valores de t para os 1
quais existe x tal que b) S={XeR|E£XSl ou x23}

EP.08) a) S= ®cR|0<x<1

t+1
a) secx =——
t-1

b) secx=2t—_1
t+1

b) S:{XER|—§§XSO ou x>£}
2 2

EA.04) Ache os dominios das seguintes fungbes de
RemR

a) f(x)=+/x?-3x-10
b) f(x)=Yx*-x-12

X-1
c) f(x),[—=
) ()"x—3
2_ —
d) 6/)(2 3x-10
X°—-x-12
x> —x+1
X2 =2x +1

/xz —7Xx+9
f fX ] P ——
) ) x?-16

e) f(x)=
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GABARITO

Exercicios Complementares

11 16 1
EC.01) a -— b) k<— c -
)a) y> 3 ) <37 )y>4
30
dy<s— e)t<-33
)Y 1 )

EC.02) A
EC.03) 30° <1< 150° )
EC.04) a) S= ®eR|x<2 ou x>5_

b) S:{X€R|—2<X<§}

C) S={XeR|XSO ou xz%}

d) S= ReR|x<-3 ou x>3
e) S= ReR|1<x<4
f) S= ®eR|x<lou x>5

EC.05) a) S= ®cR|1<x<5 b) S= %cR|0<x<2

EC.06) A
EC.07)E
EC.08) C
EC.09) B

GABARITO
Exercicios Adicionais

EAOl)a) x>2o0u3<x<5oux>7
b) x>20u3<x<50ux>7
Cc) 2<x<3o0ubs<x<7
d) 2<x<3o0ub5<x<7
e) 1<x<4
f) X=2oux=3
g) X<-2o0ux>2
h) @
i) 2<x<3o0ub<x<7
) x<—2ouv2>x<20ux>4

EA02)a) t<-2out>-+
3 2
b) -2<t<0

EA.03)a) t<0et=1
b) t<-1lou-1<t<Oout>2

EA.04)a) x<-2o0ux=>4
b) x<-3oux>5
Cc) x<loux>3
d) x<-3ou-2<x<4o0ux=>5
e) x=1
f) x£+4

EA.05)a) x<3oux>-3
b) x#3ex=0

c) x>0e x;»t1
2

d -2<x<3
e) 9
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