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FUNCAO DO 2! GRAU

1. Introducao

No nosso dia-a-dia, podemos observar em vdrios locais, tais como: tineis, igrejas, casardes antigos, etc.,
que estdo associados ao gréfico de uma funcdo do 22 grau.

Na industria bélica, o estudo da trajetéria de um projétil desde o lancamento até o choque com o solo, esta
associado ao estudo da funcdo do 22 grau. O grifico abaixo representa a trajetéria de um projétil, desde o
lancamento até o choque do mesmo com o solo:
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A partir do gréfico, podemos obter algumas informacdes tais como: a altura maxima que o projétil atingiu,
o tempo que o projétil levou para atingir o solo.

2. Definicao

Chama-se func¢ao polinomial do 20 grau (ou fungdo quadrética), qualquer funcio f de IR em IR dada por
uma lei da formacao f(x) = ax® + bx + c,onde a, b e c sdo numeros reais € a #0.

Exemplos:
a) flx)
b) fx)
¢) flx)
d) fx)

3. Grifico
O gréfico de

= x¥+2x+5, onde a=1, b=2 e c=5

= 2x+3x-10, onde a=-2, b=3 e c=-10
= 5x2—7x, onde a=5, b=-7e c=0
=3x*-12, onde a=3, b=0¢e c=-12

uma funcdo do 2% grau, f(x) = ax’ + bx + ¢, com a#0, corresponde a uma curva muito

especial em matematica chamada “parabola”. Uma parabola tem concavidade voltada para cima (CVC) caso a
> 0, ou tem concavidade voltada para baixo (CVB) caso a < 0.

Exemplos: 5
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2) fix) = -x" +2x +3 =
X y o
3 -6 /
-2 -5 '
-1 0 I A R .
0 3 /
1 4 =
2 3 y
3 0
4 -5 3

4. Zeros ou Raizes de uma Funcao do 2! Grau

Chamam-se zeros ou raizes da funcio do 20 grau, f(x) = ax® + bx + ¢, com a#0, os numeros reais x, tal
que fix) =0.

Entdo as raizes da funcdo do 20 grau, flx) = ax’ + bx + ¢, com a#0, sdo as solucdes da equacdo do 20
grau, ax’ +bx+c=0, as quais sao dadas pela formula de Bhaskara, que voce ja conhece:

—b++b* —4dac _bh+4A

X = ou x= onde A=bh>—4ac

2a 2a
—b*+b* —4ac

2a

Logo, flx)=0 = ax’+bx+c=0 = x=

Exemplo:
D f)=x*+x-12,a=1,b=1¢ c=-12
x_—li\/12—4><1><(—12)_—1i«/1+48_—1i\/@_—1i7
2x1 2 2 2
. —1+7 _6 . -1-7_-8
X = :—:3 = ==

e x
2 2 2 2
Logo a funcdo tem duas raizes reais distintas que sdo —4 e 3.

2) fix) =4x*-12x+9, a=4, b=-12 ¢ ¢c=9

x_—(—12)i\/(—12)2—4><4><9_121«/144—144_12i\/6_12i0
2% 4 8 8 0
1240 12 3 . 1240 123
X = = =— e X = ==
§ 2 § 8 2

8
Logo x =% ¢ uma raiz dupla da funcdo (duas raizes reais iguais)
3) fix)=3x"+4x+5, a=3, b=4 e c=5

o — () £(4)? —4x3x5 —4116-60 —4+—44
2%X3 6 8
Logo, como +/—44 , ndo é um ndmero real, essa fun¢do nao tem raizes reais.

4) Vejamos quais sdo as condicdes a que m deve obedecer para que a funcio f(x) = 5x* +2x +m:
a) admita duas raizes reais e distintas;
b) tenha duas raizes reais e iguais;
¢) nao tenha raizes reais.
Calculando o A, temos:

A=2)?-4-5-m=4-20m
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Calculando os valores que A pode assumir, devemos ter:

(a) A>0,entdo 4—-20m>0= —20m >—-4(x — 1):>20m<4:>m< :>m<1
(b) A=0, entdo 4 -20m=0=-20m=—-4=>m==>m=1;
(c) A<O0,entdo 4 -20m<0=-20m<—-4x-1)=20m>4=>m>c=>m>1.

Observaciio 1: Vamos mostrar que se x e x sdo raizes da equacdo ax” + bx + ¢ = 0, entdo a soma

. . =b . . c
X +x =—eoproduto x - x = —:
a a
De fato:
o obeVA bt A —b-NA-brA -2 b
2a 2a 2a 2a a
o o_mb=AB —bedA 0 -(Af b -?-da0) b b +dac _dac _c
2a 2a 4a° 4q° 4a’ 4a> a

Observacao 2: Vamos mostrar que, se a funcdo quadratica f(x) = ax” + bx + ¢ tem zeros x e x’’, entdo ela pode
ser escrita na forma f(x) = a(x — x’) (x — x”’). Para isso vamos utilizar os resultados obtidos no
exemplo anterior:

De fato

f()c)zax2 +b)c+c=a()c2 +2x+£)=a[x2 —(x' —x")x+x' x ]=a[x?—xx —xx +x -x |=
a a

=a[x(x— x') —x (x— x')] =a(x— x')(x -x) = f(x)=a(x— x')(x— x”).
Essa dltima forma de indicar a lei de uma funcdo quadrética é chamada forma fatorada.

5. Coordenadas do vértice da parabola
A pardbola, que representa o grifico da funcdo f(x) = ax> + bx + ¢, com a0, passa por um ponto

V chamado vértice, cujas coordenadas sdo x, =;—b (abscissa) e y, :;—A (ordenada).
a a
6. Construcgio da Parabola

E possivel construir o grifico de uma fungdo do 20 grau sem necessariamente ter que montar a tabela de
pares (x, y), mas seguindo apenas o roteiro de observagdes seguintes:

» O valor do coeficiente a define a concavidade da pardbola;
» Os zeros definem os pontos em que a pardbola intercepta o eixo x;

. -b -A_ . .. . .
» O vértice V(2— ,4—) indica o ponto de minimo (se a > 0), ou de maximo (se a < 0);

a 4a

» A reta que possa por V e é paralela ao eixo y € o eixo de simetria da pardbola;
» Parax=0, temos y =f(0) = a(0)* +b.0 +c = y = c¢; entdo (0, c) € ponto em que a pardbola corta o eixo y.
Exemplo:
fix)=x*-2x-3
» aparabola tem C.V.C., pois a =1 > 0; R
» x’=-1ex’’=3 sao0 as raizes;
» O vértice da pardbola é V(1,-4);
» Aretax —1 =0 ¢ o eixo de simetria da parabola;
» (0, -3) é ponto em que a pardbola corta o eixo y. | =1, | .
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O conjunto imagem Im(f) da funcdo f(x) = ax” + bx + ¢, com a#0, é o conjunto dos valores que y pode

assumir. Ha duas possibilidades:
(1*) qugndo a > 0 (2% quando a< 0

A8

Xy \

v =

| %
Im(f) = {y € Rly = yv} = [yy,+0) Im(f) = {y €ER 1y < y,} = (-0, y,]

Exemplo:
Analisando o exemplo anterior podemos concluir que, Im(f) = {y € Ry > -4} = [-4,4%), poisa >0 e
portanto a func¢ao tem concavidade voltada para cima (C.V.C.).

° . ~ 0
7. Crescimento e Decrescimento da Funcao do 2° Grau
A funcdo do 20 grau, f(x) = ax’ + bx + ¢, € decrescente para x € (-, xy] e crescente para x € [xy, +0), caso
a> 0 e, € crescente para x € (-, x,] e decrescente para x € [xy, +0),

Exemplo:
A funcdo fix) = x> - 2x — 3, é decrescente para x € (-0, 1] e crescente para x € [1, +0), poisa=1>0,¢o0
que podemos verificar ao analisarmos o griafico do exemplo anterior.

8. Sinal da Funcio do 2% Grau
Consideremos uma fungdo quadritica y = f(x) = ax” + bx + ¢ e determinaremos os valores de x para os
quais y € negativo e os valores de x para os quais y € positivo.
Conforme o sinal do discriminante A =b? — 4ac , podem ocorrer os seguintes caso:
19 A>0 =>x#x". A pardbola intercepta o eixo x em dois pontos e o sinal da fun¢do € o indicado nos
graficos abaixo:

() quandoa> 0 (I) quando a < 0
A A y
y

,,,,,,,,,,,,, o e S o o o o e o I
IIIIIIIIW’IIIIIH x; \

y>0, parax € (-o0, x’) U (x’°, +0) y<0, parax € (-0, x’) U (x°, +0)
y=0,parax € { x’, x’} y=0,parax € { x’, x’}
y<0,parax € (x’, x’) y>0,parax € (x’, x’)
2% A=0 = x’=x"". A pardbola tangencia o eixo x em x” e o sinal da fungdo ¢ o indicado nos graficos abaixo:
(I) quandoa> 0 (I) quando a < 0
A)Y y

bbbttt bt gy
x)
y>0,parax € R -{x} y<0,V x #x
y=0, parax =x’ y=0, parax =x’
AxeR talquey<0 AxeRtalquey>0
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3% A <0 = ndo existe raizes reais. A pardbola ndo intercepta o eixo x’ e o sinal da funcdo é o indicado nos
gréficos abaixo:

4)) quilflgo a> 0 R (IT) quando a< 0

o e A S S S

y>0,parax € R y<0,parax € R
AxeR talquey <0 AxelRtalquey >0
Exemplos:

D fly=x*+x-12
a=1>0 = CV(C;
—1£4/49 147

A=(1)*-4.1.(-12) = 49 = tem duas raizes reais distintas = x = o1 5

= x'=4e x’=3;

Logo:
y >0, parax € (-0, -4) U (3, +0)
y=0, parax € { -4, 3}
y<0, parax € (-4, 3)
2) fix)=-x"+2x+3
a=-1<0 = CVB;
24416 -2+4
= =

A= (2)* —4.(-1).(3) = 16 = tem duas raizes reais distintas = x = 1) >

------ o

1 3 "

xX=-1ex’=3;

Logo:
y <0, parax € (-0, -1) U (3, +0)
y=0,parax € { -1, 3}
y>0, parax € (-1, 3)
9. Inequacoes do 2! Grau

Vamos aplicar o estudo do sinal da fun¢ao quadratica na solu¢ao de inequagdes.
Exemplos:

1) ¥-x-6<0
Resolver a inequagdo é encontrar os valores de x tais que x* - x — 6 < 0. Fazendo f{x) = x” - x — 6, e usando o
estudo do sinal da fun¢do teremos:
a=1>0 = CV(C;

—(-D)*+/25 _1%5 ,

= x=-2ex’=3;
2.1 2

A =(-1)* = 4.1.(-6) = 25 = tem duas raizes reais distintas = x =

Logo:
Como f(x) =x*-x—6 <0 para x € [-2, 3], temos que a solucdo da inequagao é:
S=[23]={x€RI-2=<x<3}
2) 4<x* <9
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" = . " . = > 3 . = ~
Resolver a inequacgdo acima € resolver as inequagdes 4 <x” ex” <9 e fazer a intersecdo das solugdes.

Dd<x® =4-x<0

Fazendo f(x) = 4 - X
a=-1<0 = CVB
A=0Y-4.(-1.4H=16
= tem duas raizes reais distintas

x:—(O)i\/EZOi4

e I x* <9 =x*-9<0
Fazendo g(x) = -9
a=1>0 = CVC
A=(0)"—4.(1).(-9) =36
= tem duas raizes reais distintas
Lo —(O36 _0£6

2.(-1) -2 2.(1) 2
= x=-2e x’=2; = x=-3e x’=3;
----m--- o NETETEN, e 4+ F
-2 2 -3 3
fx)=4-x*<0 fx)=x"-9>0

para x € (-o0, -2) U (2,+00), temos:

Sp= (-0, -2) U (2,+0)

para x € (-o0, -3) U (3,+00), temos:
SI = (_OO’ _3) U (3,+OO)

T _SI
2 2
EE— CI——>
3 3 1I
G — »S = SI N SII
3 2 2 3

S=SiNSu=[-3,-2) U (2, 3]

3) Seja a inequagdo produto (2x? —3x)(—x* +x+6)<0.

Para resolver a inequacgdo acima faremos f(x) = 2x% = 3x, g(x)= —x*+x+6 eem seguida estudaremos o
sinal da fungdes, como veremos a seguir:

f(x):2x2—3x e g(x):—x2+x+6
a=2<0 = CVC a=-1>0 = CVB
A=(-3%-4.2).000=9 A= (1% =4.(-1).(6)=25
= tem duas raizes reais distintas = tem duas raizes reais distintas
—(-3)+49 3+3 —M+25 -1+5
X = = > X = =
2.(2) 4 2.(-1) -2

= x'=0e¢e x =3/2; = x=-2e x’=3;

PN —m oo oo T + -+ "> 3

0 3/2

Colocando na reta os sinais das funcdes f e g e usando a regra dos sinais na multiplicacdo obteremos a
solucdo procurada

e Pl gttt
0 372
—————— S T T TTT T T T T T T T T T T TTTT ST -T T T - T s == ;g(x)
2 3
———————— e o = N R
O A= O »”1(X). X
> T a fx). g(x)

Como f(x). g(x) <0=> S = (-0, -2) U (0, 3/2) U (3, +0)
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10. Exercicios

1)

2)

3)

4)
5)

6)

7)

8)

9)

. . . . R 0
Determine as raizes reais de cada uma das seguintes fung¢des sdo do 2- grau:

a) f(x)=3x2—7x+2 b) f(x):—x2+%x+l
¢) f(x)=-3x*+6 d) f(x)=x-2x"
Resolva em R as seguintes equacdes do 22 grau:

a) (2x—3)(x* =7x+10)=0 b) (—x* +3)(x* =9)=0

¢) x> —4/3x+12=0
Determine o valor de m para que as fungdes

(I) duas raizes reais e distintas; (IT) duas raizes reais iguais;  (III) ndo tenha raizes reais.
a) f(x)=x>=3x+m; b) £(x)=—4x> +4dx+m
¢) f(x)=mx® —6x+1 d) f(x)=(m-Dx*-2x+4

Determine o valor de p a fim de que o gréfico da fungdo f(x)=2x*+ x+(p—1) ndo intercepte o eixo das
abscissas.

Escreva uma funcdo quadrética cujas raizes sao:

a)-le4 b)-2e¢3

Uma das raizes da equagio —x” + px+3=0 éigual a 2.

a) Qual o valor de p?

b) Qual € o valor da outra raiz dessa equagao?

A trajetéria da bola, num chute a gol, descreve uma pardbola. Supondo que sua altura h, em metros, t

segundos apés o chute, seja dada por h =—t> + 61, determine:

a) Em que instante a bola atinge a altura méxima?

b) Qual € altura méxima atingida pela bola?

Sabe-se que o custo C para produzir x unidades de certo produto é dado por C(x)=x? —80x+3000.
Nessas condi¢des, calcule:

a) A quantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo;

b) O valor minimo do custo.

Uma bola é langada ao ar. Suponha que sua altura, em metros, t segundos apds o lancamento, seja
h(t) = =t + 4t + 6 . Determine;

a) O instante em que a bola atinge a sua altura maxima;

b) A altura maxima atingida pela bola;

¢) Quantos segundos depois do lancamento a bola toca o solo.

10) O lucro total de uma empresa é dado pela féormula L = R — C, em que L € o lucro total, R € a receita total e

C é o custo total da produgio. Numa empresa que produziu x unidades, verificou-se que R(x) = 6000x — x>

e C(x)=x?—-2000x. Nessas condi¢des, qual deve ser a producdo x para que o lucro da empresa seja
maximo?

11) Construa o gréifico de cada uma das seguintes fungdes, determinando o conjunto dominio, o conjunto

imagem, o intervalo de crescimento e decrescimento:

a) f(x)=x>=Tx+10 b) f(x)=3x>—4x+2
_ 2 _ .2
¢c) f(x)=-3x"+6x-3 d f(x)=x —3x+%
4—x%, se x<0 x> =x—6, se x<-1
e) f(x)= ’ f) f(x)= ’
{x2—4, se x>0 —2+4x—x2, se x>-1
x2+7x+10, se x<—4 x2—16, se x<—4
2 f(D)=9x+2, se —4<x<2 g f(X)=116—x2, se —4<x<4
—x*+x+6, se x>2 x2+x-20, se x>4
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12) Determine o valor de k para que as funcdes admitam:

(I) valor minimo; (IT) valor maximo.

a) f(x)=2-k)x>—5x+3 b) f(x)=(m+3)x* +8x—1
13) Estude o sinal das seguintes fun¢des:

a) f(x)=—x>+2x—4 b) f(x)=x>+4x+8

¢) f(x)=x>+3 d) f(x)=6-2x+x"

e) f(x)=x—x’ f) f(x)=2x>-5x+2

14) Determine os valores de m de modo que a fungdo f(x) = x* +4x + m seja positiva para todo x real.
15) Resolva as seguintes inequacdes do 20 grau:

a) 4x° —x+124dx—2x" b) 16x* <8x—1
c) —8x* >0 d) 5% <(x-2)
e) —x*+x+6>0 f) 1<x*<9
g) x<x? <4x h) 3<x?-2x+8<8
i) x(x—=3)+1>5(x-3) ) (x+dH(x-3)=214+(1-x)(x—2)
16) Resolva os seguintes sistemas de inequacoes:
2 < 2
2) X 52x+6_0 b) x2<16
x° >4 x°>9
3x—x* <0 3x—x? <0
) ix*+x-2>0 d) {x*+x-2>0
5x=3>0 5x=3>0
17) Resolva as seguintes inequacdes produto e/ou quociente:
a) (x> =5x+6)9-x*)<0 b) (x> —x=6)(x* =1)>0
) (x* =2x+8)(x* =5x+6)(x* —=4) <0 d) (x* =3x)(10+9x—x*) <0
2 2
X" +2x >0 X —4x—52
x? +5x+6 4—4x+x*
2 2 _ 2
g>§;‘”5<o b (x* +2x 23)(x +5x+6) |
X" +2x+6 x~—16

18) Determine o dominio das seguintes funcdes:

2x—1 /x2—5x+6
a) f(x)= o4 b) f(x)= m

2
0) f(x)=1/x2—1 d) F(x)=vVx2—8x+7+/3x+5
—X X
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