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APRESENTACAO

Esta obra foi criada especialmente para vocé, estudante,
que deseja entender e dominar conceitos matematicos, en-
volvidos em diferentes contextos, de forma clara e acessi-
vel. Este projeto foi pensado para oferecer uma colecdo de
Matematica que a relacione com aspectos da realidade social,
econébmica e cultural do pais, priorizando a compreensao, o
incentivo a leitura e a atribuicdo de significado aos temas e
conceitos abordados.

Em cada volume, estdo presentes avaliacdes diagnosticas
(uma no inicio e outra no meio do volume) que permitem a
vocé identificar o que ja sabe sobre determinados temas. No
inicio de cada capitulo, hd uma situacdo contextualizada, que,
por meio de imagens e textos, busca despertar seu interesse
para o que serd estudado. Em seguida, a teoria é explorada
com exemplos, atividades resolvidas e atividades propostas.
Ao final de cada capitulo, a se¢do Para finalizar oferece recur-
sos de verificacdo do aprendizado.

As secOes Trabalho e juventudes, Educacdo midiatica,
Pesquisa e acdo e Prepare-se para o Enem e vestibulares com-
plementam e enriqguecem a obra.

Esperamos que tanto vocé, estudante, quanto o professor
encontrem nesta obra os recursos para o bom desenvolvimento
da aprendizagem. Nosso objetivo é tornar o aprendizado de
Matematica envolvente e significativo. Que este livro seja
uma ferramenta valiosa tanto em sala de aula quanto para o
estudo em casa, ajudando a despertar a curiosidade e o inte-
resse pelos conceitos matematicos e pela presenca da ciéncia
Matematica na vida. Desejamos que cada pagina contribua
para o sucesso e o desenvolvimento de todos os envolvidos.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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ORGANIZAGAO DA OBRA

Avaliacao diagnéstica

AVALIAGAO DIAGNOSTICA 2

Nesta secdo, que aparece
em dois momentos no
volume, vocé vai verificar
seus conhecimentos sobre b:5= (5 comidenntou = - S
os conteudos estudados DR R : §
anteriormente.

ESTRATEGIAS DE ESTUDO

6. Analise os tridngulos representados na malha quadriculada
aseguir

. Qual é o conjunto solugio da equagio ~15x—30.= 707

20 _
20}, considerando U=Z.

), considerando U =

o par ordenado

=3 N
sxer=d
bxiy=2 -
c axty=3 f
doscry=4
exby=11
3. Considere este sistema de equagoes do 12 grau com duas Quais tidngulos sio congruentes’
incognitas a e e led e 6en
{’ZX*ZY"” b.le3. d.2e5.
X4y=
ould y 7. C é uir si
qual éa medida de comprimento de x+ y?
a. (-5,-2)
b2
@5 . 10
€ (-1.-2) o
d. (-3,-4) 16cm
e (1,
2 12cm
4. Osistema formado pelas equagdes x +y = 3ex-+y = 0&
a. possivel e determinado. sem 4
b. impossivl
<. possivel ¢ indeterminado. 24am
d. representado graficamente por retas concorrentes asem
. representado graficamente por retas coincidentes b 4
4 em
5. Considere a inequagio 3(x—4) + 15 > 6(2x— 3) sendo >
peduaci . e 15cm
U= Qual éa solugio dessa inequagio? oy
L 23cm
_ 2
wi-freained) e

b.S= {X eQxglé } 8. Qual das figuras no apresenta simetria de reflexio?
a. Tridngulo isbsceles.
«S=(eQ|x>-6}

b. Trapézio retangulo.

ds={xeQlx>]} <. Losango,
. 4. Quadrado,
e s={xeqlx<]} e. Circulo.

Abertura de ca pl’ tulo ° :iscalon:::::o de sistemas lineares

Dois sistemas lineares s&o equivalentes quando tém o mesmo conjunto solucao.

O tema do capitulo é introduzido
por meio de uma imagem
motivadora e um breve texto.

Indica-se que o sistema 5, é equivalente ao sistema S, por: S, ~ 5,
Analise o exemplo.

Sejam os sistemas lineares:

2a4y=7

5=
x+y=5

s

3x+y=9
Tx-3y=5

Resolvendo o sistema S,, temos
24y=
(o=t ey
X+y=5
\ x
Como x =2, obtemos y = 3.
Logo, o conjunto solugao de 5, & 5 = {2, 3
Resolvendo o sistema 5,, temos
3ery=9
{7x “3y=57

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

MATRIZES E DETERMINANTES

Como x = 2, obtemos y = 3.
Logo, o conjunto solugao de 5, &

Como os dois sistemas lineares tém a mesma solugao, eles sao equivalentes.

Atividade resolvida

R6. Verificar se os sistemas sio equivalentes.
x+y+2u=2
s={ x+y+2=4 e

X2y +dz=

A equagio 0z = 0 admite solugio 2 = a, sendo  real
Substituindo em y = ~22, temos: y = ~2a

Logo, o conjunto solugio ¢, = {(2, — 20, a) | a €RR}

x-y-2=2 ()
S,:{U—Zy—sz )
X+ 2y + 4 (ny
Da equagio (), temosix =2+ + 22

5= {u—y—&:«
Ary Borges e Bia Zaneratto X+ +az=2
» Resolugao )
Substituindo na equagio (1), temos:
Resolvendo cada um dos sistemas lineares, temos:
2024y+2) -3y -6z=4=y-u2=0=y=-2

em Adelaide, Australia. x+y+2u=2 ()
oy raz=4 ) Substituindo em x = 2+ + 2z, temos:
W+ +4z=6 () X=2-2+2=3x=2
Lat Da equagio (1) temos:x =2 —y — 27 Substituindo x = 2 e y = ~22 na equagio (Ill), temos:

o0s 5 A Copa do Mundo de Futebol feminino & a competicao mais importante dessa modalidade Substituindo na equagao (1), temos:
esportiva. Acontece de quatro em quatro anos e ¢ realizada desde 1991. Em nove edigoes 2omy-22)y+2rmhm g =22 =0 y= =22
@' do campeonato, a selecao dos Estados Unidos ¢ a maior campe, com quatro titulos (1991, 4 4 ¥ v

242(-2)+4z=2202=0

A equagio 0z = 0 admite solugdo z

@ sendo a real.

1999, 2015 e 2019). Outras selegdes ganhadoras foram a Noruega (1995), o Japao (2011) e
Video:  a Espanha (2023), com um titulo cada uma, e a Alemanha, que é bicampea (2003 e 2007).
Daproibiggo ao Apesar de nunca ter ganhado uma Copa, o Brasil é uma das principais selecdes de futebol
feminino, e, logo apds ter sido eliminada na fase de grupos na Copa de 2023, ocupava o
9% lugar no ranking mundial.

Mesmo com estatisticas favoraveis na Copa da Australia e da Nova Zelandia de 2023 em
relacao & quantidade de pablico, ao retorno publicitério e & premiacao, o futebol feminino
esté longe dos nimeros do futebol masculino, que tem, principalmente, salarios e premiagdes

Por i i es da Copa.
A selegao do Canada ameacou até boicotar a SheBelieves Cup, um tradicional campeonato
de futebol feminino de selectes reali Estados Unidos. Espera-se
reivindicagbes das mulheres e as posiges profissionais conquistadas nos dias atuais ajudem
a diminuir essas diferengas progressivamente.

apogeu: conhecaa
trajetéria do futebol
feminino no Brasil

Selegao feminina de futebol da
Espanha, campes da Copa do
Mundo de Futebol feminino de
2023, na Australia e na Nova
Zelandia.

122

Substituindo em x = 2 — y — 2z, temos:

Substituindo em y = ~2z, temos: y = 2

x=2-(-2)-2=>x=2
Substituindo x =2 e

(2

Logo, 0 conjunto solugio é 5,
22 na equagdo (I, temos: c d &
3:242(-22)+42=6=02=0

20, @) la € R}
o

eles s3o equivalentes.

151

Apresentacao de conteudos

Os contelidos sdo apresentados com linguagem
clara e objetiva, acompanhados de exemplos e
atividades resolvidas.
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Atividades propostas

Atividades propostas

23. Verifique se o pontos A, B e C sio colineares.
. A(2,3),B(-2,~5) e ((=1,-3) d. P pertenca a bissetriz dos quadrantes pares.
b. A(1,2),B(3,4) e C(3,~1) & yp=2%
24, Verifique para quais valores de x angulo ABC, | 31-
sendo A(x, 1), B(x +1,2) e C(0, 3).

. Ppertenca a bissetiz dos quadrantes impares.

SOFTWARE Analise este

usurio, esses pontos estdo alinhados ou sio os vértices de
um tridngulo.

25. Determine m para que 0s pontos A(~1,m), B(2, =3) e
A4y
a. sejam colineares; (Dica: Considere que as varidveis a e s correspondem,
respectivamente, aos produtos dos elementos da matriz
D que sio adicionados e a0s produtos dos elementos da
matriz D que sio subtraidos para calcular det D.)

b. sejam veértices de um triangulo.

26. Determine dois pontos que estejam alinhados com os
pontos A(1, 4) e B(0, 3).

27. Determine uma relago entre as coordenadas de um ponto
Plx,y) para que ele esteja alinhado com A(2, 3) e B(S, 4).

28. A reta que contém os pontos C(1, 3) e D(2, 5) intercepta o

B.Dc

a0s pontos A e B,

9. EMOUPLA Em uma regido plana, serio construidas duas
estradas re s, sem curvas. Os engenheiros representaram o

de da empresa. Nesse pk [

near é1km, o eixoy indica o sentido norte e o eixo xindica

o sentido leste. No projeto, foi definido que r deve passar
I 1,1)eB(-2, p

pontos C(1,3) e D(~2, ~6).

Considerando essas informagdes, resolva os itens a seguir

junto com um colega.

a. Determinem o ponto P(x,y) em que as estradas r e s vio
se cruzar

b. ARGUMENTAGAO  Expliquem como vocés determinaram
esse ponto.

. Representem 0s pontos e as estradas r e s no plano
cartesiano, mostrando o ponto de intersecgo.

H

. O ponto Plx;. ) esté alinhado com os pontos A(5, 3)
B(~2,1).Indique a condigdo necesséria e determine o par
para
indicado em cada item a seguir.

a. Ppertengaao eixo x. Quais frases completariam corretamente os dois iltimos

b. P pertenga ao eixoy. comandos diga desse algoritmo?

), P
Reta -
Equacdo geral dareta H

Dados dois pontos distintos, Alxs, ya) € Blxa yg), pertencentes a reta r, vamos de- g
terminar uma relagao entre as coordenadas de um ponto genérico, P(x, y), também H
pertencente 3 retar.

7

Sao propostas atividades em ordem crescente de
dificuldade. Algumas delas recebem tags especiais,
conforme a legenda a seguir:

EM DUPLA
Vocé fard a atividade com um colega.

EM GRUPO
Mais de um colega resolvera a atividade com vocé.

ARGUMENTAGAO

Ao resolver a atividade, vocé desenvolvera sua
capacidade de pensar criticamente e articular ideias
de maneira clara e convincente.

SOFTWARE
Vocé terad oportunidade de utilizar determinados
softwares educativos.

PENSAMENTO COMPUTACIONAL

Vocé resolverd problemas que envolvem a criagdo ou
a andlise de um algoritmo, passo a passo, que leva a
solucdo.

ELABORAGAO DE PROBLEMAS
Vocé criara questdes ou enunciados de problemas.

HISTORIA DA MATEMATICA
Ao resolver a atividade, vocé conhecera fatos
histéricos ligados a Matematica.

TRABALHO E JUVENTUDES

Trabalho e juventudes

Nesta secdo, vocé vai explorar
temas como profissoes,
tributos, igualdade de
condicdes, inclusdo, seguranca
no trabalho, entre outros.

0 engenheiro civil gerencia e supervisiona todas as fases de uma obra, garantindo que tudo seja executado conforme

o heiro civil & o profissi projeta,

o plancjado.
i .. [DIGERLIEI Podcast: Equipamentos
E o civil a
/A Engenharia Civil &
N de oby

nhos, medicdes, anlises de materiais, entre outras atividades. Trabalha em parceria com diversos profissionais,
como arquitetos, empreiteiros, pedreiros, eletricistas, encanadores e muitos outros.

Para ser engenheiro civi, & preciso fazer um curso superior em Engenharia Civi, em instituico reconhecida pelo

pritica no dia a dia?

2. Capacete, P 5
0s principais Equipamentos de Protecdo Individual (EPIS) usados na
construgao civil. Qual é a importancia desses equipamentos para
trabalhadores da construgdo civil?

3t
sustentar uma ponte. A coluna apresenta o formato de um prisma
h I base medem 1

medida de altura é igual a9 m.
a. Qual éa medida da drea lateral da estrutura da coluna?

b. Calcule a medida do volume de concreto necessério para preen-
cher totalmente a coluna.

precisa ter registro no Cor d rabalhar
Atividades Registre em seu caderno
1. Em sua opinido, que competéncias um engenheiro civil coloca em

89




ORGANIZAGAO DA OBRA

ESTRATEGIAS DE ESTUDO AUTOAVALIAC!
Q1.0 poligono de vértices A(2,0),B(1, 1),C(1,5) e D(0,3) éum: | Q7. centro e a medida de comprimento do raio da crcunfe-
. o
CONEXOES ENTRE CONCEITOS a. wrapézio. <. quadrilitero. réncia de equagao X+~ 6x=0sdo:
- b. retangulo. d. paralelogramo. a. C(3,0)er=3,
Q2.A medida da distancia, em u, entre os pontos A(1, -5) e
i B6-2é
g a. V3 b.36 V08 d6
e bt H Q3.Para que uma reca s scja paralela a reta r representadaa | XPara dueaequagio my 4y + 8+ 12y +10 = 0repre-
paraestudar,porexemp) H sente uma circunferéncia, devemos ter:
£ seguir, 0 coeficiente angular de's deve ser
! am=8s «m=1
- Q9. figura a seguir é a representagio grifica do sistema de
mmdm el o demeds el
eplewmada;wv e comprmentor,tem inequagdes dado por:
EWWCW (X7m‘+u/7b)’:f][x’+y‘fza)(72by+a’+b’f H
reduzida a. iguala—2 < iguala—] 2
e perm . , i
b. iguala] d. diferente de ] H
Q4. As retas de equagdes y = Jx + 11 ey = ~2x = 6 sio; H
a. concorrentes perpendiculares. g
de trés pontos perp b
b. concorrentes nio perpendiculares. I £
(x— - H
Relacione os nimeros do mapa conceitual com os contetidos apresentados a seguir. <. paralelas coincidentes. {X irso £
A. Equagio geral D. Pares ordenados d. paralelas distintas.
B. Coeficientes angular e linear E. Geometria analitica Q5. A medida da distincia, em u entre o ponto AL, 0) e areta b {u -0 H-2 <
€. Equaco reduzida y=xé -1=o
1 .
a2 b1 et a2 (+2 <6
‘SUGESTOES DE AMPLIACAO v F2 o)
2A-y+1>0
Q6. Amedida da drea do quadriero de vércices A(0, 2), (0. 0)
2 Livros .00, 5) em ' & q {(x*3)2+(yf\)z<
i i i i & ati a2 b2 .2 a2 x-y+2<0
§ Hans Magnus Enzensberger Se vock no acertou uma ou mais questes, consulte o quadro a sequir para verificar a quais conceitos cada questao
g Sa0 Paulo: Cia. das Letras, 1997 5 D lei sri d
£ S i 4 Oautor, N s b do capitul
= um dos maores postasda lngus sems, excreveu ese uro persardo e quem tem medo de Relacdo entre as questdes e os objetivos do capitulo
dticae na s istori ¢ Objetivos do capitulo Q1| 02| Q3| Q4|05 |Q6|0Q7|0Q8| Q9
que 0s nmeros eram monstruosos, b Mas,um dis, ele comegou 2 sonhar com
Teplotaxi,um senhor do i o5 Representar pontos, segmentos e retas no plano cartesiano. x
Calcular a medida da distancia entre dois pontos. x
p a i la, a ia de Fibonacd, - —
. . ‘ Escrever as equagoes de uma reta e de uma circunferéncia. x x | x
AMatematica das coisas Identificar posicoes relativas entre elementos como ponto, reta x| x
e circunferéncia
Nuno Grato -
Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2009, Calcular a medida da distancia entre ponto e reta. x
O livro explora exemplos da importancia da Matemética no dia a dia, como o funciona- Calcular a medida da drea de tridngulos usando determinantes. X
mento do Sistema de Posicionamento Global (GPS) e a relagéo da Matemética com outras Resolver inequagoes do 12 grau com duas iNcognitas e sistemas, M
areas do conhecimento.
202 203

Esta secdo se subdivide nas subsecdes Conexées entre conceitos, Sugestées de ampliagédo e
Autoavaliagdo.

e ConexGes entre conceitos: para vocé identificar palavras/termos que completam corretamente um
mapa conceitual.

e Sugestbes de ampliagdo: sdo indicados recursos complementares, como livros, sites, jogos, softwares e
videoaulas, para enriquecer o que foi estudado.

e Autoavaliacdo: apresenta questdes que possibilitardo identificar suas dificuldades e facilidades no estudo.

idiati Diante disso, Eratéstenes concluiu que a superficie da Terra era curva, pois a sombra s
midiatica EDUCACAO MIDIATICA oo 4 o S b s i Srecmene s s vt s for

inclinada.

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

- Agora, analise como Eratostenes calculou a medida do comprimento da circunferéncia
Nesta secao, A lenda do terraplanismo méxima da Terra.

voceé vai gu’l atems iim‘?fiifn“;; oo e mastors JZ‘;L‘Zii‘: oore e, oo
explorar temas

importantes
para navegar no
mundo digital
de forma critica

e consciente. B

Como, em Alexandri dida da abertura do & 3
incidiam na vareta 7,2° entio p=7,2°,

por uma transversal formam angulos alternos internos congruentes. Os raios solares, nesse
caso, podem ser associados a retas paralelas, e a transversal corresponde & reta *imaginaria”
que passa pelo centro da Terra e coincide com a vareta colocada em Alexandria.

sombra

Essa a  incluindo
o Brasil.

solares.

A medida da distancia entre as cidades de Siena e Alexandria, obtida por agrimensores
daquela época, era de aproximadamente 5.000 estadios. Como 1 estadio equivale 2 0,16 km,
entdo a medida da distancia entre as cidades era de aproximadamente 800 km. Indicando
por Ca medida aproximada do comprimento da circunferéncia méxima da Terra, temos:

=800 km - 50

€ =40.000 km
Representago artstca de como seria a Terra plana no espaco. Sem escala, cores fantasia. Esse tipo de imagem circulou com i
frequéncia na internet, induzindo milhares de pessoas a esse erro conceitual. Portanto, Eratdstenes concluiu que C = 40.000 km.
Atualmente, sabe-se que a medida obtida por Eratéstenes foi muito préxima da medida
Os argumentos dos terraplanistas se resumem a tentativas de refutar conceitos provados que instituigdes fisicas atuais obtiveram empregando o uso de recursos tecnolégicos s
e comprovados por mais de 2 mil anos de ciéncia. cados (40.076 km).
Erat6stenes (276 2.C.194.2.C), matemético, astronomo, geografo e historiador grego, sem
dispor dos recur temos hoje, constatou que a super- [isgsreansencasmo)
Registre em seu caderno
ficie daTerra planae, em 240a.C., medi méxima. ades 2
Por melo de documentos e experimentos, Erxlostenes observou que, em Siena, havia um . A0 O que vocé d ser formato da Terra? Que _ esfericidade da Terra
I I poderia ser pogo, sema & para construir
1550 ocorria apenas Uma vez por ano, ao meio-dia do dia mais longo do ano. Caso a super- N . . )
ficie da Terra fosse plana, no mesmo dia e horério, esse fato aconteceria também em outro " deindlinac I locad:
incidiam na em Alexandria)? Explique

local. No entanto, Eratdstenes constatou que, em Alexandria (que ele acreditava se situar
o mesmo meridiano de Siena), nesse mesmo dia e hora, uma vareta projetava uma sombra
& que a medida da abertura do angulo de inclinago com que os raios solares incidiam na Pesquise e cite pelo menos trés evidéncias do formato aproximadamente esférico da Terra.
vareta era de aproximadamente 7,2°. Compartilhe sua resposta com os colegas,

como ele fez.
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Pesquisa e acao

7 vesousa cacio [UREERES

OBJETIVOS.

Pesquisar informacaes sobre
discriminago racial e desigual-
dade racial; pesquisar infor-

Afrodescendentes (2015-2024);
apreciar e analisar obras de arte

No Brasil e no exterior, ainda hoje os afrodescendentes s3o vitimas de discri-
minagao e de demgualdade racal. Considerando esssreaidade reconhece-se &

Qualqver forma de preconceto

Nesta secdo, vocé vai se reunir com os colegas para elaborar um
projeto e apresentar um produto em diferentes meios, usando
linguagens diversas, como videos, jornais e outros recursos.

colegas e pesquisem, em fontes confiéveis informacoes
1

racial, a
Lagho ot Nagoes Unidas (ONU) procamots period enire 2015 & 2024 Dévada
Internacional de Afrodescendentes, com o tema: “Reconhecimento, justica e de-

05 objetivos a seguir.

e da qual foram retirados. Conversem sobre eles e, depois,
Jonclusdes do grupo.

fve se reunir e conversar sobre as questdes e 0s dados pes-

valorizar e respeitar

e ; criar obra de a
arte inspirada nas culturas afri- Universal do fenes.

. o i It a0 ”
uma exposigao das obras cria- "
das para a comunidade escolar. lasileira

H
i
3
i
3

a 0 de Todas as Formas 30 Racial, a
sua plena e efetiva implementag:

Muitos trabalhos artisticos baseados nas cultu-
ras africana e afro-brasileira apresentam figuras
geométricas que se repetem, formando padroes
coloridos, como € o caso dos tecidos kente, tecidos

Acesso em; 17 set. 2026
Paravalorizar a cultura desses povos, nesta
secao vocé vai conhecer algumas produgdes
artesanais e artisticas baseadas nas culturas
africana e afro-brasileira, além de descobrir
como a Geometria esta presente nessas
produgses.
omo exemplo, & possivel observar
transformagoes geométricas na confecgao
de tecidos, na criagao de mascaras e nas
pinturas corporais, repletas de cores e de
significados.

Depois de conhecer e apreciar obras de
arte baseadas nas culturas africana e afro-
“brasileira, vocé vai criar uma obra de arte e
organizar uma exposigao para a comunidade
escolar.

M At Bras Emance!
io,

Ib\upum ‘em s30 Paulo.
rvo de mais de

il obres, 0 musew

celebra a histéria, 2 arte

Etapa

1. EMOUPLA Em duplas, pesquisem as respostas para as seguintes questoes:

2. 0 que éa Convengio Internacional sobre a Eliminagio de Todas as Formas de

formacao da sociedade
brasilira. Foto de 2024

b. Por quem e quando foi adotada essa convengio?

. Quem promoveu a Conferéncia de Durban? Quando e onde essa conferéncia foi
realizada

d. O que sio a Declaragio e o Programa de Agio de Durban?

. O que éa Década Internacional de Afrodescendentes? Por que ela fo criada?

. Quais sio s objetivos da Década Internacional de Afrodescendentes?

235

povo Ashanti, que vive em Gana,
na Africa.

Algumas obras de arte também exploram as
figuras geométricas e utilizam o conceito de
transformaao geométrica em sua criagéo.
exemplo sao as obras do artista baiano Rubem
Valentim (1922-1991), que apresentam trans-
formagdes geométricas com representagdes de
figuras geométricas planas.

Ostecidos kente apresentam difrentes stampas
geometricas e variadas cores. Tradicionalmente,
iizados apenas pelos res do mpério africano Ashanti

Prmagoes geomericas. Vocés podem pesquisar, por exemplo,
Fulturas do artista plistico Jorge dos Anjos (1957,

Prepare-se
para o
Enem e
vestibulares

Nesta

secdo, vocé
resolvera
questdes que
O prepararao
para prestar
o Eneme
vestibulares.
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VALENTIM, Rubem. [Sem titulo],

s transformagoes geométricas.

5. EMDUPLA Escolha uma das ob I
cionaram, baseando-se nas questdes a seguir.

a. Qual éo titulo da obra? Quem a criou?

b. O que vocé achou da obra? Ela o faz pensar ou sentir algo? Se sim, 0 qué
€. Quais cores e figuras geométricas foram utilizadas na obra?

d. Quais figuras geométricas se repetem na obra?

e. Quais transformagdes geométricas esto presentes na obra?

reflexio ou rotagio?

Etapa3: Criagdo de obras de arte OBJETO DIGITAL|
Carrossel de imagens:
tComo
auxlio de d ferid 5 Usea criati-
5 l
Vocé pode fazer 5 fi da, pinti-las com tinta, g

fazendo uma colagem. Atengio! Cuidado a0 usar o compasso.

Etapa4: Exposicao das obras de arte

7. EMGRUPO C da d d bras
o

obras expostas.

. Creuma icha de denficagio parasusobra contendosseu nome, o (l(ulo de sua obra, os mate-

fazélaea posicionada
a0 lado da obra.

9. emGauro 5 bertura d. s € " R

d evalor fi desigual-

10. EMGRUPO Cr .2

data e o local da exposigao.

Etapa5: Anlise e sintese do trabalho realizado
11. €M GRUPO. Aps a exposicéo, redina-se com toda a turma para avaliar coletivamente o trabalho
realizado, com a mediagio do professor.

2. 5 6 fessor.P
tes questdes:

Ajudei os colegas nas etapas de pesquisa?

Participei ativamente dos momentos de conversa?

+ Participei na organizagdo da exposigio?

Ouvi as falas dos colegas e do professor com

- Busquei apreciar e analisar as obras de arte pesquisadas?

- Consegui reconhecer o uso de ransformasoe geométicasnas obrs de arc?

ivo, quas foram asdificuldades? Como busquei etonaten
- Ajudeia turma a

+ Compreendi a importancia de combater a discriminago racial e a desigualdade racial?
+ O que aprendi durante a criagdo da obra de arte e a organizagdo da exposigio?

PREPARE-SE PARA O ENEM E VESTIBULARES

. condominio,

q
& cercado por grama.

1 h
dianos 1 ¢ estao contidos em planos perpendiculares entre

ampliar essa drea, mantendo seu formato circular, e aumen-
,< N .

e

seré suficiente, pois a drea da nova regido a ser pavimen-
tada mede 24 m”.

serd suficiente, pois a irea da nova regido  ser pavimen-
tada mede 48 m’.

ndo serd suficiente, posa area da nova regido a ser pavi-
mentada mede 1

. o ser suficiente, pois a irea da nova regiao a s pavi-

mentada mede 120 m’

2 doMundo Mod:
&0 Templo de Kukulkn, localizado na cidade e Chichén Itza,
1o México. Geometricamente, e templo pode ser repre-
sentado por um tronco reto de piramide de base quadrada.

As quantidades de cada tipo de figura plana que formam
esse tronco de pirimide sio
a. 2 quadrados e 4 retangulos

b. 1 retingulo e 4 tridngulos isdsceles.

Avista superior da projego ortogonal sobre o plano a des-
sas duas trajecdrias é

5.0pl
de material suficiente para pavimentar mais 100 m” de drea. Meridiano 21 H
od . §
el sert Meridiano 1 H
g wl 2

Utilize 3 como aproximagio para . J g
d a da,éa d ] :
randoa nova irea a ser pavimentada, é a de que o materia inh do Equador £
disponivel em estoque H
s g

a. serd suficiente, pois  drea da nova regiao a ser pavimen- E g
2 H

m H

™

S
\

eprodusprfod, A 164 o Gk Pon L6101 o v o 1956

<. 2 quadrados e 4 trapézios isosceles.
d. 1 quadrado, 3 recingulos e 2 trapézios reténgulos.
e. 2 retingulos, 2 quadrados e 2 trapézios reténgulos.

encomenda. Usando uma receica-base de massa, ela prepara

(Enem-2021) Uma pessoa pretende viajar por uma compa-
nhia aérea que despacha gratuitamente uma mala com até
10kg,

Em duas viagens que realizou, essa pessoa utilizou a mesma.

toesté a
Viagem | Camisetas | (Calgas | Sapatos
esférico com 4 cm de diametro. A cozinheira pretende pre- N 5 n 3
parar o nd porgdes da
" 18 3 2
Q o X
para atender esse clonte? Para ter certeza de que sua bagagem terd massa de 10 kg,
ela decide levar essa mala com duas calgas, um sapato € 0
a2 .6 e 2
b3 a1 tém a mesma massa.
238

eproduspfod, A 164 o Gk Pon Lo 610 1 o v o 1956

o

Qual a quantidade méxima de camisetas que essa pessoa
poderd levar?
a2 b24 26 43 e3 Q i
(Enem-2022) O governo de um estado pretende realizar Wi
uma obra de infraestrutura para auxilar na integragdo e
d {cola de d no i
cidades. O projeto consiste na interligagdo direta das cida-
des A e B com a Rodovia 003, 5 v
001 € 002. As duas rodovias serdo construidas em linha reta %
p !
, 5 B,
Rodovia 003, o
sugeridas para o ponto de conexio entre as trés rodovias. %
¥ (k) o km)
o] | Cidade A
Com base no grafico e nas afirmagdes anteriores, em qual
30 bar o usuario P teria a possibilidade de um match com os
usuiri imultancamente?
ol sudrios Q R e S, simultaneamente
al o ev
o bl dv

8. (UPE-2019) Considere a figura  seguir. Com base nesta, indi-

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 x(km)
que a alternativa que apresenta uma figura obtida quando
sea 3 menor posie
Dad: éncias do projeco, qual das localizagdes suge-
vidas deve ser a escolhida para o ponto de conexio?
al bl o v eV

(Enem-2019) Um aplicativo de relacionamentos funciona

* e
quem deseja estabelecer contato e determina um raio de
abrangéncia a partir da sua localizagdo. O aplicativo iden-
tifica as pessoas que se encaixam no perfil desejado e que
estdo a uma distancia do usudrio menor ou gual ao raio de
abrangéncia. Caso dois usuirios tenham perfis compativeis
e estejam numa regido de abrangéncia comurm a ambos,
o aplicativo promove o contato entre os usudrios, 0 que &
chamado de match.

O usudrio P define um raio de abrangéncia com medida de
3km e busca ampliar a possibilidade de obter um match se
paraa regia . q
; AN

porL 1111V e V. Sab riosQ R

LSTAAGOES: M CRACE ARG 0A EDTOAA

respectivamente iguais a 3 km, 2 km e 5 k.

N
8
@

Titulo do Objeto Digital

Identifica os Objetos Educacionais Digitais.
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OBJETIVOS DE DESENVOLVIMENTO SUSTENTAVEL

Vamos conhecer os Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel?
Em 2015, na sede da Organizacao das Nacoes Unidas (ONU), em Nova York, nos Estados
Unidos, foi assinada a Agenda 2030, que estabeleceu 17 Objetivos de Desenvolvimento
Sustentavel (ODS) que visam orientar metas globais a serem alcancadas até 2030, com a
finalidade de enfrentar os desafios ambientais, politicos e econémicos do presente e assegurar
dignidade a todas as pessoas.
Os 193 Estados-membros da ONU, incluindo o Brasil, comprometeram-se aimplementar esse
plano de acao global em colaboragao com governos, empresas, instituicdes e sociedade civil.
O monitoramento e a avaliacao dessas acdes exigem cooperagao e engajamento de todos os

setores da sociedade.

ERRADICACAO DA
POBREZA

Eliminar a pobreza em
todas as formas e em
todos os lugares.

IGUALDADE DE

GENERO

Alcancar a igualdade
de género e empoderar
todas as mulheres e
meninas.

FOME ZERO E
AGRICULTURA
SUSTENTAVEL

Erradicar a fome,
garantir a seguranca
alimentar, melhorar a
nutricao e promover
praticas de agricultura

sustentavel.
-

AGUA POTAVEL E
SANEAMENTO

Assegurar a
disponibilidade e a
gestao sustentavel
de dgua potavel e

-

SAUDEE
BEM-ESTAR

Assegurar 0 acesso a
servicos de saude de
qualidade e promover o
bem-estar para pessoas
de todas as idades.

saneamento para todos.

-

ENERGIA LIMPA E
ACESSIVEL

Garantir o acesso a
fontes de energia
confidveis, sustentaveis
e modernas para todos.

EDUCACAO DE
QUALIDADE

Garantir educacao
inclusiva, de qualidade e
equitativa, promovendo
oportunidades de
aprendizado ao longo

da vida para todos.

o

TRABALHO
DECENTEE
CRESCIMENTO
ECONOMICO

Fomentar o crescimento
econdmico inclusivo

e sustentavel,
promovendo emprego
pleno, produtivo e

digno para todos.
-
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INDUSTRIA,
INOVACAOE
INFRAESTRUTURA

Construir infraestruturas
resilientes, promover a
industrializacao inclusiva
e sustentavel e incentivar
a inovacao.

QO

CONSUMOE
PRODUCAO
RESPONSAVEIS

Garantir padroes de
consumo e de producao
sustentaveis.

VIDA TERRESTRE

Proteger e restaurar
ecossistemas terrestres,
gerenciar florestas,
combater a desertificacdo,
reverter a degradacao

do solo e preservar a
biodiversidade.

-

REDUCAO DAS
DESIGUALDADES

Reduzir as desigualdades
no interior dos paises e
entre paises.

ACAO CONTRA
A MUDANCA
GLOBAL DO CLIMA

Adotar medidas urgentes
para combater as
alteracdes climaticas e os
seus impactos.

PAZ, JUSTICAE
INSTITUICOES
EFICAZES

Fomentar sociedades
pacificas e inclusivas,
garantir 0 acesso a justica
e construir instituicoes
eficazes e responsaveis
em todos os niveis.

-

CIDADES E
COMUNIDADES
SUSTENTAVEIS

Tornar as cidades e
comunidades mais
inclusivas, seguras,

resilientes e sustentaveis.

ODS 14

VIDA NA AGUA

Conservar e usar

de forma responsavel
05 0Ceanos, 0s mares

e os recursos marinhos
para o desenvolvimento

sustentavel.
-

PARCERIAS
E MEIOS DE
IMPLEMENTACAO

Reforcar os meios
de implementacgao
e revitalizar a
parceria global para
o desenvolvimento
sustentével.

-

Fonte: ORGANIZACAO
DAS NACOES UNIDAS.
Sobre o nosso

trabalho para alcancar
os Objetivos de
Desenvolvimento
Sustentavel no Brasil.
Disponivel em: https://
brasil.un.org/pt-br/sdgs.
Acesso em: 22 set. 2024.

Neste livro,
indicaremos os ODS
sempre que houver
propostas, temas ou
conceitos que possam
ser conectados a eles.
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AVALIAGAO DIAGNOSTICA1

ESTRATEGIAS DE ESTUDO
1. Alternativa b.

1. Qual das figuras a seguir representa um poligono? 5. Na malha quadriculada a seguir, foram representadas sete

a d superficies poligonais planas.

b. : : ) X &
®
c. :

® V)
Qual é o par de superficies poligonais equivalentes?
2. Observe afigura. 5. Alternativa e.
& a.le7 c.2e6 e.2e3

b. 4e5 d. 1e5

A D
20 12
14 6. Analise os angulos representados sobre os transferidores.
6. Alternativa a.
% C
% 16
E 0 0
B S

Qual é o valor de x + y? 2. Alternativa c.

35 65
a. 15 b. 5 ¢ 5 d. 40 e. 50

3. Observe a figura a seguir e descubra a alternativa correta.

3. Alternativa e. C
B
D
0 A

Py N
a. Os angulos AOC e BOD sao consecutivos, mas nao
adjacentes.

ILUSTRAGOES: RENAN ORACIC/ARQUIVO DA EDITORA

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

b. Os angulos AOD e AOB néo sdo consecutivos.
c. Os angulos AOD e AOB séo consecutivos e adjacentes.

d. Os angulos BOD e AOB sdo consecutivos, mas nao
adjacentes.

e. Os angulos BOD e AOB sao consecutivos e adjacentes.

4. Calcule a medida da abertura de cada angulo interno do
poligono regular representado a seguir. 4. Alternativa c.

Sao, respectivamente, angulos complementares e angulos
suplementares:

a. 126° c. 144° e. 225° a.
b. 140° d. 147,27° b.

12
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ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Y

SUPERFICIES POLIGONAIS,
CIRCULO E AREAS

Criada na Mesopotamia por volta de 3000 a.C., a marchetaria é a arte de ornamentar superfi-
cies planas por meio da técnica de embutir ou incrustar materiais diversos, principalmente peda-
¢os de madeira de diferentes cores e texturas. Esses materiais justapostos formam um desenho.

A técnica difundiu-se pelo mundo e chegou a Europa. Apds a queda do Império Romano
do Ocidente, essa arte quase se extinguiu, mas ressurgiu nos séculos XIV e XV com as escolas
de marchetaria na cidade italiana de Florenca, regido da Toscana.

As imagens obtidas na marchetaria podem ser geométricas, figurativas ou abstratas.

Poligonos requlares

Inicialmente, vamos estudar alguns conceitos importantes relacionados aos poligonos regulares.

Segmentos de reta congruentes e angulos
congruentes

Dois segmentos de reta sdo congruentes quando tém a mesma medida de comprimento.

Observe o exemplo.

C

Indicamos a congruéncia dos segmentos de reta por: AB = CD

Detalhe de uma mesa

do rei francés Luis XVI
(1754-1793) feita por Pierre
Roussel (1723-1782) com a
técnica da marchetaria.

OBJETO DIGITAL R [TR
Marchetaria

Enriquecendo a abertura
deste capitulo, este video
apresenta a entrevista com
um artista plastico que conta
como é feito o processo de
construir um tabuleiro do
jogo de xadrez pelo processo
da marchetaria.

13



Raio de uma circun-
feréncia é qualquer
segmento de reta
cujas extremidades
sdo o centro O e um
ponto da circunfe-
réncia.

14

Dois angulos séo congruentes quando tém a mesma medida de abertura.

Observe o exemplo a seguir.
A (0]
\\‘ c N
% B
Indicamos a congruéncia dos angulos por: AOB=~COD

Definicao de poligono regular

Um poligono é regular se, e somente se, tem todos os lados congruentes entre si e todos
os angulos internos congruentes entre si.

Observe os poligonos representados a seguir.

poligono nao regular
poligono regular

Poligono regular inscrito e circunscrito auma
circunferéncia

Antes de tratarmos dos poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia e circunscritos

a ela, é preciso definir circunferéncia.

Circunferéncia é a figura formada por todos os pontos de um plano que distam r de um
ponto O fixo desse plano. A medida de distancia r é a medida do raio da circunferéncia,
e o ponto O é o centro da circunferéncia.

Quando todos os vértices de um poligono pertencem a uma circunferéncia, dizemos que ele
é um poligono inscrito nessa circunferéncia ou que a circunferéncia é circunscrita ao poligono.

Observe os exemplos.

7

o] [
[} ()
] [
S
retangulo pentagono regular quadrado
inscrito inscrito inscrito

Para representar um poligono regular inscrito em uma circunferéncia, como nas atividades
resolvidas a seguir, pode-se raciocinar partindo do final para o inicio da construcao, ou seja,
fazendo um esboco grafico da resposta, imaginando o problema ja resolvido.

Nesse esboco, podem ser verificadas informacdes tais como a medida da abertura de cada
angulo central que contém um dos lados do poligono.

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA/ARQUIVO DA EDITORA
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Atividades resolvidas

R1.Usando uma régua e um transferidor, construir um

pentagono regular inscrito em uma circunferéncia.

» Resolucao

Realizamos os passos a seguir para a construcio do
pentagono regular inscrito em uma circunferéncia.

1. Tragamos uma circunferéncia
de centro O e uma semirreta
qualquer com origem O que
intercepta a circunferéncia o
em um ponto A.

2. Com o transferidor centrado
em O e com 0° na semirre-
—
ta OA, marcamos 72° (360° :
—
: 5=72°) e tragamos OB.

3. Repetimos o passo 2 trés ve-
zes, colocando o 0° do trans-
feridor na dltima semirreta
construida a cada realizagdo
do passo 2, para obter os vér-
ticesC,DeE.

4. Tragamos os segmentos de
reta AB, BC, CD, DE e EA.

5. Apagamos as construgdes B
auxiliares, obtendo o pen-
tagono ABCDE inscritoem ¢ A
uma circunferéncia.

D E

R2. Utilizando um software de Geometria dinamica, cons-

truir um triangulo equilatero e um quadrado inscritos
em uma circunferéncia.

» Resolucao

Realizamos os passos a seguir para a constru¢ao do
triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia.

1. Tracamos uma circunferéncia de centro em A e raio AB
qualquer, em que B pertence a circunferéncia, para
inscrever o triangulo. Nessa circunferéncia, marcamos
um arco de 120° (360° : 3 = 120°). Para isso, tracamos
outra circunferéncia com centro em B e raio BA, ou
seja, A pertence a 22 circunferéncia.

Marcamos os pontos C e D, intersecgdes das duas circun-
feréncias, obtendo o arco CBD, que mede 120°.

2] AN dlelaN] -
CIEl ‘

D

2. Construimos uma circunferéncia de centroem D e
raio DC. Marcamos o ponto E, uma das interseccdes
entre a circunferéncia de centro D e a de centro A
(a outra intersecgdo é o ponto C). Dessa forma, divi-
dimos a circunferéncia de centro A em trés arcos de
medida igual a 120°.

2] - [ <]@] <]
el ‘

3. Escondemos as construgdes auxiliares e, com os segmen-
tos de retaCD, DE e EC, construimos um triangulo equi-
latero inscrito na circunferéncia de centro A e raio AB.

(2] [AX 4]l

K\,

C

Agora, para construir o quadrado inscrito na circunfe-
réncia, realizamos os passos a seguir.

1. Tracamos uma circunferéncia de centro em O e raio OP
qualquer para inscrever o quadrado e construimos,
nessa circunferéncia, quatro angulos centrais com
medida de abertura de 90° cada um. Para isso, traga-

«— . «—>
mos a reta OP e uma perpendicular a OP passando
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por O. Marcamos os pontos Q, R e S, intersecgoes das
retas com a circunferéncia, determinando, assim, os

angulos centrais P6Q, QaR, ROSeSOP.

2. Escondemos as construgdes auxiliares e, com os segmentos
dereta PQ, QR, RS e SP, determinamos um quadrado
inscrito na circunferéncia de centro O e raio OP.

(2] LA 4]e]<

(2] [ 4]@]£]N] S

A7) 7]

‘ )iz 7] ‘

R Q

QO

O quadrado ABCD
da figura é inscrito
na circunferéncia
de raio de medida
de comprimento r
e é circunscrito a
circunferéncia de
raio de medida
de comprimento R.
Quando todos os
lados de um poli-
gono tangenciam
uma circunferén-
cia, dizemos que
ele é um poligono
circunscrito a essa
circunferéncia ou
que a circunferén-
cia é inscrita no
poligono.

16

Quando um poligono regular é inscrito em uma circunferéncia de centro O e raio de medida
de comprimento r, todo segmento de reta cujas extremidades sdo o centro da circunferéncia
e o ponto médio de um lado do poligono é chamado de apétema do poligono. A medida
do apétema de um poligono regular é igual @ medida de comprimento R do raio da circun-
feréncia inscrita no poligono.

A B

circunferéncia circunscrita r

(raio de medida de

comprimento r) ¢  p

o R

circunferéncia inscrita
(raio de medida de

comprimento R) D C

Observe que OP é o apdtema de cada poligono inscrito em uma circunferéncia.

A ¢ B
r
¢ (0] P
D C
figura | figura Il figura lll

Na figura I, a medida de comprimento do apétema do quadrado é a metade da medida
de comprimento do lado do quadrado.

Na figura I, a medida de comprimento do apétema do tridngulo equilatero é uma parte
da medida de comprimento da altura desse triangulo.

Na figura Ill, a medida de comprimento do apétema do hexagono regular é a medida de
comprimento da altura do tridangulo equilatero cujo comprimento do lado mede r, em que r
é a medida de comprimento do raio da circunferéncia circunscrita ao poligono e também a
medida de comprimento do lado do hexagono.

Quantos apotemas tem um poligono regular de n l[ados? Questao. n apstemas.

Relacdoes métricas

As medidas de comprimento do lado e do apétema de um poligono regular podem ser
escritas em funcdo da medida de comprimento do raio da circunferéncia em que esse
poligono esté inscrito. Acompanhe como podemos escrever essas relacdes métricas para
um quadrado e para um tridangulo equilatero.

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA/ARQUIVO DA EDITORA
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¢ Quadrado inscrito em uma circunferéncia
Observe o quadrado ABCD de medidas de comprimento do lado ¢, e do ap6tema a,, que
estd inscrito na circunferéncia de centro O e medida de comprimento do raio r.

A B
r,
€
4 S a, P
D C
in . A . ) .
O triangulo OBP é retangulo; os comprimentos dos catetos medem a, e 7“ e o da hipote-

nusa, r.
Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo OBP, temos:

(@) + (%)2 =r

Note que OB esta contido na diagonal do quadrado; logo, a abertura de OBPmede 45° e

a de BOP também. Como o tridangulo BOP é isosceles: a, = BP = %
_ b 'Uﬁz(hf—z (L) _ -
Comoa4_7,temos.7 +7 =r° = 5 =r

Logo, a medida de comprimento do lado do quadrado é dada por:  ,=rV2

Assim, a medida de comprimento do apétema do quadrado é dada por: a, =5

Considerando o tridngulo retangulo ABD, de que outra maneira {, poderia ser obtida em
funcdo de r?

Usaremos {, e a, para indicar, respectivamente, as medidas de comprimento do lado e do
ap6tema do poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia.

¢ Triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia

Observe o triangulo ABC de medidas de comprimento do lado {; e do apétema as, que esta
inscrito na circunferéncia de centro O e medida de comprimento do raio r.

]
2 I’
i o an . L .

O triangulo CHB é retangulo; os comprimentos dos catetos medem 73 e a; + r, e o da hipo-
tenusa, (s.

O tridangulo OMB é retangulo; os comprimentos dos catetos medem a; e=>, e o da hipotenusa, r.

Os triangulos OMB e CHB séo semelhantes, pois tém um angulo reto e um angulo comum.
ls

-
Portanto: 2 = 2o 4=

r
1 2

Questao. Aplicando o teorema
de Pitagoras no triangulo ABD,
temos:

(@) + () = @

2(L)? = 4r?

L, =r2

Tridngulos seme-
lhantes tém lados

correspondentes
proporcionais.
B
B 0,
r
-]
M 3. O H A
2
MO _ HC
BO  BC
L
a_ 2
reu
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Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo CHB, temos: B

(ﬁ>2+(a +r)2=(2)2=:»(ﬁ)2+<£+r)2=(z)2

2 3 3 2 2 3 @3

Obtendo ¢; em func¢do de r, temos:

0,)? 2 4(Ly)2 :

G 92 A0 L ser-ors =30 o W
2

Observe a altura do triangulo ABC relativa ao lado AC e o segmento de reta HO, um dos
ap6temas. Sabendo que HO = 5
comprimento do apdtema e dessa altura do triangulo ABC?

Seja h a medida de comprimento da altura de um triangulo equilatero

Questao. A medida de

) ) 1 o que é possivel concluir da relacdo entre as medidas de
comprimento do apétema é 3

da medida de comprimento
dessa altura.

de medida de comprimento do lado (.

Assim, temos: 14 h ¢

2_p2, (L 2

t=h +<2)

4P =4h* + 2 ——
A £ £

32=4h?=>h=13 2 2

2

Atividades resolvidas

R3. O comprimento do apotema de um hexagono regular

mede 3 cm.
a. Determinar a medida do perimetro desse hexagono.

b. Determinar a medida de comprimento do raio da
circunferéncia circunscrita a ele.

» Resolucao

a. Tragando as diagonais de um hexagono regular, que
passam pelo centro da circunferéncia circunscrita,
obtemos 6 triangulos equilateros.

A medida de comprimento do ap6tema do hexago-
no é igual a medida de comprimento da altura do

ciente para cobrir a base superior do suporte da mesa.
Considere 1,7 como aproximagio para V3.

O tampo a ser escolhido sera aquele cujo raio, em cen-
timetro, é igual a:

a. 18 b. 26 c. 30 d. 35 e. 60

» Resolugao

Como o proprietario da mesa deseja adquirir o tampo
de menor medida de comprimento do diametro que seja 3
suficiente para cobrir a base superior do suporte da mesa,
vamos considerar a situagio-limite ilustrada na figura.

|
|
|
—
T d
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Como £, = 30, aplicando a expressdo {, = r+/3, temos:

tridangulo equilatero. Assim, temos: 30=rV3=2r=30 5 —103=>r~10-17=17
LV, 24 23 6 _63_, 5 V3 _ -
4= 7 ST y3 3 3 3 Logo, a menor medida de comprimento do raio do circulo

Portanto, a medida do perimetro do hexagono regu-
lar é:6+2v3 cm =123 cm

b. Como {, =r, temos: r = 2v/3 cm

R4. (Enem-2015) O tampo de vidro de uma mesa quebrou-se

18

e devera ser substituido por outro que tenha a forma de
circulo. O suporte de apoio da mesa tem o formato de
um prisma reto, de base em forma de triangulo equila-
tero com lados medindo 30 cm. Uma loja comercializa
cinco tipos de tampos de vidro circulares com cortes ja
padronizados, cujos raios medem 18 cm, 26 cm, 30 cm,
35 cm e 60 cm. O proprietario da mesa deseja adquirir
nessa loja o tampo de menor diametro que seja sufi-

R5.

suficiente para cobrir a base superior do suporte da mesa
deve ter aproximadamente 17 cm. Assim, entre as alter-
nativas, deve ser escolhida aquela que indica o tampo de
vidro com 18 cm de medida de comprimento do raio.
Portanto, alternativa a.

Utilizando um software de Geometria dindmica, construir
um tridngulo equilatero circunscrito a uma circunferéncia.

» Resolucao

Como o apdtema de um poligono regular tem a mesma
medida de comprimento da do raio da circunferéncia que
o inscreve, podemos iniciar a construgao tragando os ap6-
temas do triangulo equilatero. Observe os passos a seguir.

TRACOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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1. Exemplo de resposta no Suplemento para o professor.

1. Desenhamos uma circunferéncia de centro em A e raio AB
a qual circunscreveremos o triangulo equilatero. Depois,
dividimos a circunferéncia em trés arcos de 120° (360°: 3 =
= 120°) como feito na atividade resolvida R2 e marcamos
os pontos C, D e E. Os apdtemas do triangulo circunscrito
a circunferéncia tém medidas de comprimento iguais a
medida de comprimento do raio da circunferéncia que o
inscreve. Em seguida, construimos os aptemas AC, AD
e AE do triangulo em construcio.

[ LA 4]] 2] V] S
‘

5

2. Escondemos as construgdes auxiliares e construimos
uma reta perpendicular a cada apétema passando
pelos pontos C, D e E, respectivamente. Essas perpen-
diculares sao tangentes a circunferéncia de centro A
e raio AB nos pontos C, D e F.

Atividades propostas

1.

Faca uma pesquisa na internet para verificar se é possivel
construir um pentagono regular utilizando somente ré-
gua ndo graduada e compasso. Se for possivel, escreva a
sequéncia de passos para essa construgao.

sofFTwARE Utilizando um software de Geometria dinamica
ou instrumentos de desenho (régua e compasso), construa
um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia.
Atencéo! Cuidado ao usar o compasso.

Determine a medida de comprimento do ap6tema e a me-
dida de comprimento do lado de um tridngulo equilatero

Ladrilhamento

Para reformar o piso do quintal de sua casa, Elis quer usar um Unico tipo de revestimento

3. Marcamos os pontos F, G e H, que sdo interseccdes
entre as perpendiculares, e tragamos os segmentos de

retaFG,GH eHF, determinando um triangulo equilatero
circunscrito a circunferéncia de centro em A e raio AB.

(2 LA 4] @] <] ] St

2. Exemplo de resposta no Suplemento para o professor.

Registre em seu caderno

inscrito em uma circunferéncia cujo comprimento do raio

mede 2 cm. 3.1cme2V3cm 4. Exemplo de resposta no
Suplemento para o professor.

Construa um hexagono regular circunscrito a uma circun-
feréncia e, em funcdo da medida de comprimento do raio R

da circunferéncia, escreva: 4a. (= %R 4b.D = 4\3/§H

a. a medida de comprimento do lado {; do hexagono;

b. a medida de comprimento de uma diagonal D do he-
xagono, que passa pelo centro da circunferéncia;

c. a medida do perimetro P do hexagono. 4c.P =43R

ceramico com o formato de um poligono regular. Entdo, ela se perguntou quantas e quais
seriam as possibilidades de escolha.

Para obter ajuda, Elis consultou um azulejista. Ele Ihe explicou que, para cobrir a superficie
plana com pecas ceramicas com formato de poligono, justapondo-as em torno de um vértice

%/’/

uraco

comum em que os angulos tém a mesma medida de abertura x, ndo pode haver buraco nem
sobreposicdo. Observe a representa¢do que ele fez.

Sobreposi¢ao
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Para ndo haver buraco nem sobreposicdo, a medida da abertura x dos angulos deve ser

um divisor de 360°.

O azulejista organizou este quadro considerando as pecas ceramicas com formato de po-

ligonos regulares.

Formato da peca, medida da abertura do angulo interno e niimero de pecas
em torno de um mesmo ponto

Formato da peca Trla_ngulo Quadrado Pentagono Hexagono Heptagono
equilatero regular regular regular
Medida da Aproximadamente
abertura do 60° 90° 108° 120° P %
A z 128,6
angulo interno
I::\";iﬁgzzig:‘s 6 4 3 (buraco) 3 2 (buraco)
mesmo ponto (360°: 60°) | (360°:90°) |4 (sobreposicdo)| (360°: 120°) | 3 (sobreposi¢do)

Com base no quadro, Elis percebeu que as pecas ceramicas que recobrem o plano em torno

5 a. Buraco, pois a abertura
de cada angulo interno mede
menos que 180°; entdo, dois
desses angulos, justapostos,
tém medida de abertura
menor que 360°.

5 b. Sobreposigédo, pois a
abertura de cada angulo
interno mede mais que 120°;
entdo, trés desses angulos,
justapostos, tém medida de
abertura maior que 360°.

de um vértice comum tém formato de:
e triangulos equilateros;

6. Exemplos de resposta: pegas de marchetaria, forros de madeira, papéis de
parede, estampas de tecido, vitrais, malharias e crochés.

Atividades propostas

5. ARGUMENTAGAO Respondaa cada pergunta e justifique suas

respostas. Se, em torno de um vértice comum, justapusermos:

a. duas pecas com formato de poligonos regulares com
mais de seis angulos internos congruentes, teremos um
buraco ou uma sobreposicio?

b. trés pecas com formato de poligonos regulares com
mais de seis angulos internos congruentes, teremos um
buraco ou uma sobreposicio?

6. A técnica do ladrilhamento consiste no preenchimento do
plano com pegas com formato de poligonos, sem buracos
ou sobreposicdes. Além de ser usada em pisos ceramicos,
onde mais ela pode ser aplicada?

EM DUPLA Com um colega, construam pegas com for-
mato de poligonos regulares congruentes e de poligonos
nao regulares congruentes em cartolinas ou EVA de cores
diversas e recorte-as. Depois, construam um painel, sem
buracos nem sobreposicao, usando: 7. Respostas pessoais.

a. pecas com formato de poligonos regulares;

b. pecas com formato de poligonos nao regulares;

c. pecas com formato de poligonos ndo regulares e de
poligonos regulares.

8. EMGRUPO Os azulejos decorados com mosaicos fazem
parte da cultura de muitos paises, como Portugal, por causa
da influéncia arabe no territério portugués. No Marrocos
e na Espanha, também ha azulejos de influéncia arabe.
No Brasil, em decorréncia da colonizacdo portuguesa, é
possivel encontrar azulejos similares aos de Portugal.

20

e quadrados;

* hexagonos regulares.

Registre em seu caderno

Os mosaicos podem ser constituidos de figuras geométricas
que se repetem, formando determinado padrao. Analise
os dois exemplos a seguir.

JAOUAD.K/ISTOCK/GETTY IMAGES

Mosaico com azulejos em Marrocos. Foto de 2023.

GEORGECLERK/ISTOCK/GETTY IMAGES

Mosaico com azulejos em Portugal. Foto de 2022.

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA/ARQUIVO DA EDITORA
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8 a. Resposta pessoal. 8 b. Resposta pessoal.

a. Relina-se com quatro colegas e pesquisem informacdes
sobre azulejos em Portugal, no Brasil e no Marrocos. Re-
dijam um texto relatando a histdria e as caracteristicas
geométricas de alguns azulejos pesquisados.

b. Usando tintas, lapis ou papéis coloridos, construam um
mosaico de 6 X 8 azulejos, definindo, antes, os formatos
de poligonos dos azulejos e aimagem geral do mosaico.

SOFTWARE O mosaico reproduzido a seguir foi construido
com o auxilio de ferramentas de transformagao no plano, de
um software de Geometria dindmica, a partir do tridngulo
ABC e do quadrado DEFG, ambos com lados de mesma me-
dida de comprimento. Foram realizadas diversas rotacdes,
gerando outros triangulos e quadrados, mas poderiamos
utilizar outras transformagdes ou mesmo uma combinagao
de transformagdes para obter o mesmo resultado. Nessa

construgdo, por exemplo, para gerar o triangulo marrom,
usamos o triangulo ABC para fazer uma rotagio de 210°
no sentido anti-horario em torno do ponto B.

D G

B C

S

Com auxilio de um software de Geometria dindmica e a
ferramenta de transformagdes no plano, construa um mo-
saico utilizando dois tipos de poligonos regulares diferentes.

9. Exemplo de resposta: octégonos
regulares e quadrados.

Medida da area de algumas superficies
poligonais planas

Um poligono divide o plano que o contém em duas regides distintas, uma interna e outra
externa. A figura formada pela unido do poligono com sua regido interna é denominada
superficie poligonal ou regido poligonal.

O célculo da medida da area de superficies poligonais é importante tanto para a agricultura
quanto para a industria e algumas profissées, como a de engenheiro, por exemplo. A seguir,
vamos aprender a calcular a medida da area de superficies e de figuras presentes em nosso
cotidiano a partir do calculo da medida da area de algumas superficies poligonais planas.

Medida da area de uma superficie quadrada

A porc¢do do plano ocupada por uma superficie poligonal corresponde a um Gnico nimero
A real positivo chamado de medida de area, obtido pela comparacdo da por¢do ocupada
pela superficie poligonal com a por¢do ocupada por uma unidade de medida de area.

A unidade de medida de area que geralmente consideramos é a medida da area delimita-
da por um quadrado unitério, isto ¢, um quadrado cuja medida de comprimento do lado é
1 u, sendo u uma unidade de medida de comprimento. Dizemos que a medida da area desse
quadrado unitario é 1 u’.

A medida da area de uma superficie quadrada cujo comprimento do lado mede ( é dada por:

A =

quadrado

Considere uma superficie quadrada Q, cujo comprimento do lado mede 3 u. A medida da
area de Q pode ser determinada por ¢? = (3)* = 9, resultando em 9 u?. Acompanhe.

| 3u !

3u

u?

Medida da area de Q é 9 u2.

Note que a superficie Q pode ser decomposta em 3% superficies quadradas justapostas com
medida de area unitaria.

Nesse exemplo, indicamos a medida de comprimento do lado de Q por um nimero natural.
No entanto, a relacdo é valida para qualquer valor real de £ (racional ou irracional).

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Se uma regido poli-
gonal é composta de
n regides poligonais
justapostas, entdao
sua medida de area
é igual a soma das
medidas de area das
n regioes.
Considere a unida-
de de medida de
area u’.

u2
Assim, a medida
da area da regido

poligonal a seguir
éigual a5 u’.
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Para simplificar a
notacdo em contex-
tos que envolvem
medidas de area,
ao nos referirmos a
uma superficie poli-
gonal, geralmente
usaremos o nome
do poligono que
a determina. Por
exemplo, em vez de
dizer “a medida da
area da superficie
retangular”, dire-
mos “a medida da
area do retangulo”.

22
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Atividade resolvida

R6. Construir os graficos que representam a medida do perimetro e a medida da area delimitada
por um quadrado em funcao da medida de comprimento do lado.

» Resolucao

Vamos considerar todos os quadrados com lados de medida de comprimento x, medida de
perimetro P e medida de area A.

P e A sdo funcdes de x, com x real e positivo, dadas por P(x) = 4x e A(x) = X°.

Atribuindo valores a x, calculando os respectivos valores de P(x) e de A(x) e representando
no plano cartesiano o par (x, P(x)) e o par (x, A(x)), temos:

P(x) = 4x A(x) = ¥°

x | P(X) P(x) x | AX)
8 ,,,,,

05 | 2 I 05 | 0,25
5

1 4 al. 1 1
3t/

15| 6 2 1,5 | 2,25
10

2 8 01234 «x 2 4

Medida da area de uma superficie retangular

Muitas vezes, ha situacdes em que é preciso determinar a medida da area de uma superficie re-
tangular, como para estimar o gasto com a pintura das paredes de uma casa, ja que a mao de obra
aser cobrada para esse trabalho e o material utilizado sdo proporcionais a medida de area da obra.

Vamos calcular a medida da area delimitada pelo retdngulo a seguir, considerando um
quadrado de medida de comprimento do lado de 1 cm como unidade de medida de area.

1cm

3cm| 1Tcm
1cm 1 cm?
r1em 1ecm 1am Tcm 1ecm 1eam Tcm 1cm |
‘ 8 cm ‘

Nesse caso, multiplicamos a quantidade de quadrados de uma coluna pela quantidade de
quadrados de uma linha (3 - 8). Como o comprimento do lado do quadrado mede 1 cm, a medida
da area do retangulo é 24 cm?.

Agora, vamos calcular a medida da drea de um retangulo qualquer cujo comprimento da
base mede b e o comprimento da altura mede h, com b e h ndo necessariamente naturais.

Para isso, consideremos um quadrado cujo comprimento do lado mede (b + h). A medida
da area desse quadrado é (b + h)’, e ele pode ser decomposto em dois retangulos e dois
guadrados menores, conforme a figura a seguir.

h Areténgulo h?
b? é a medida da area do quadrado verde.
2 h? é a medida da area do quadrado amarelo.
b b? 3 A ctangulo € @ medida da area desconhecida de
NS cada retangulo cujo comprimento da base
mede b e o comprimento da altura mede h.

L ——
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Assim, a medida da area do quadrado cujo comprimento do lado mede (b + h) pode ser

expressa também por: b* + 2 * A cianguio + h°
Igualando as expressdes que representam a medida da area do quadrado, temos:
(b+hY’=b"+2+Aianguo t B> > b +2-b-h+h =b>+2Aunguo + N> =
=>2:bh=2"Aanguo
Portanto, a medida da area do retangulo é dada por:

A =b-h

retangulo

Acompanhe o exemplo a seguir.

Para determinar a medida de comprimento da altura do retangulo cuja medida da area é
/3 cm? e a medida de comprimento da base é = cm, fazemos:

Areténgulozb’hﬁn\/?=7t'h=}h:\/§

Portanto, a medida de comprimento da altura do retangulo é V3 cm.

Medida da area de uma superficie limitada
por um paralelogramo nao retangulo

E possivel compor um retangulo valendo-se de um paralelogramo n&o retangular.

b

O paralelogramo e o retangulo sdo equivalentes. Dessa maneira, também é possivel obter a
medida da area do paralelogramo por:

A

paralelogramo = b ° h

Na decomposicdo do paralelogramo inicial e na composicdo do retangulo final, o que garan-
te que o triangulo retangulo se justaponha perfeitamente ao outro lado do paralelogramo?

Acompanhe este exemplo.

Vamos calcular a medida de area do paralelogramo representado a seguir.

Calculamos a medida de comprimento da altura h do paralelogramo:

sen60°=ﬂ:~§=%=>h=2\/§

4
Aplicando o teorema de Pitadgoras, podemos calcular x:

22=(2V3) +x*=>16=12+x>= comox>0, x =2
Assim, a medida do comprimento da base do paralelogramo é 2 + 4 = 6.
Aparatelograme = b+ h =623 = 12V/3
Portanto, a medida da &rea do paralelogramo é 12v3 cm?.

O valor de x poderia ser obtido de outra maneira?

Questao. Exemplo de resposta: cos 60° = % > % = % >x=2

Exemplo de resposta:

c B c
th h
n D,
E D H! !
b ‘ ‘ 5 |

Como ABCD é paralelogramo,
AB//CD e BC //AD; entZo,

os angulos BAH e CDA' sdo
congruentes. . .
Como os angulos BHA e CA'D séo
retos, concluimos que os triangulos
ABH e DCA' sdo semelhantes, e sua
razao de semelhanga é:

AB _ AH _ BH _h _

DC DA' CA' h

Como a razédo de semelhanca é

1, os tridangulos ABH e DCA' sao
congruentes e, por isso, eles se
justapdem.

Paralelogramo ¢é
um quadrilatero
convexo cujos la-
dos opostos sdo
paralelos.

Em um poligono
convexo, todos os
segmentos com ex-
tremidades no in-
terior do poligono
tém todos os seus
pontos situados
no interior desse
poligono.

Dado um triangu-
lo ABC, retangulo
em A, valem as re-
lacGes a sequir.

senoc:%e
osa=g
senﬁ:%e
cosB:g

tga:%etgﬁ:%

C
>
b

ol DN
A C B
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Medida da area de uma superficie triangular

2 Podemos pensar na medida da area do triangulo como metade da medida da area de um
=4 a

g retangulo.

<

S A D A E
3

<

8

2 h h

z

2 D o

g C b B C: H :B
,g | b [
: Figura | Figura Il

2]

pm}

Observe, na figura Il, que os tridngulos ACD e CAH sdo congruentes (os lados correspon-
dentes sdo congruentes), e o mesmo vale para os tridngulos ABE e BAH. Portanto, a medida
da area do triangulo ABC é metade da medida da area do retangulo BCDE. De modo geral,
é possivel obter a medida da area do triangulo por:

Atriéngulo = bz;h

Acompanhe o exemplo.
Vamos calcular a medida da area do triangulo ABC a seguir.

Consideremos como base o lado AB, cujo comprimento
mede 5 cm. A medida de comprimento da altura relativa a
esse lado é 3 cm. Assim:

A b M h — 5 M 3 — 7’5

tridangulo — 2 2

Portanto, a medida da &rea do tridngulo é 7,5 cm?.

Outros modos de obter a medida da area de uma superficie

triangular
Observe o tridangulo representado a seguir e acompanhe dois modos de calcular sua medida
de area.
A
&
hi
E
c H B
1 a 1
1. Podemos determinar a medida da area de um 2. Podemos determinar a medida da drea de um
tridangulo em funcdo das medidas de compri- triangulo em fun¢do das medidas de comprimen-
mento de dois lados e da medida da abertura to dos trés lados.
do angulo formado por eles. A medida do perimetro do tridngulo é 2p =
A medida da area do triangulo é: =a+ b + ¢ entdo, amedida do semiperimetro é:
Atriéngulo = % ca- h (I) P = %b*-c
Como o AABH é retangulo, temos: A medida da drea do AABC pode ser dada pela
senf = % =>h=c-senp (Il) formula de Heron:
Substituindo (I1) em (l), obtemos: Asianguio = Vplo —a)(p - b)(p - 0
Atriéngulo = % *acc-sen B

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Acompanhe o exemplo a seguir.

Para determinar a medida da area do tridngulo retangulo com catetos de medidas de
comprimento de 3 cm e 4 cm e hipotenusa de medida de comprimento de 5 cm, podemos
empregar trés modos diferentes:

¢ Considerando as medidas de comprimento dos lados a = 3 e c = 4 e a medida de abertura
do angulo p = 90°:

Atriénguloz%'a'4'Sen90°=%-3-4-’]=6
* Considerandoa =5, b=4ec=3ecalculandop =6 2p =3 + 4 + 5 = 12), aplicamos a

formula de Heron:

Agianguo =6 (6 —3)(6 -5)(6 - 4) =36 =6
e Considerando que, em um tridngulo retdngulo, um cateto é a altura relativa ao outro:
3-4
A = =6

triangulo — 2

Portanto, a medida da area do tridngulo é 6 cm®.

Atividades propostas
10. Analise as fungoes e os graficos apresentados na atividade 15. Calcule a medida da area do triangulo ABC sabendo que
resolvida R6 e responda a seguir. AB=8cm,AC=9cmeBC=7cm. 15.12V5 cm?
a. O que acontece com as medidas de perimetro e area B

apos dobrar a medida de comprimento do lado do
quadrado? 10 a. A medjda de pen’mgtro dobraea
. m,edlda de area quqdrupllc?. .
b. Qual fungio é proporcional a medida de comprimento
do lado? 10 b. A funcio P.

c. As medidas de perimetro e de area sdo iguais em qual

ponto dos graficos? 1g . (4, 16) A C 16. 222/§
11. Calcule a medida da area do quadrado representadoa | 16, Obtenha a medida da 4rea de um tridngulo equilatero
SegUIT. 14, 12,5 m? apenas em fungdo da medida de comprimento do lado £.

17. Considere um quadrado com medida de 4rea igual a 150 cm’
e um triangulo equilatero cuja altura tem a mesma medida
de comprimento da diagonal do quadrado. Determine a
medida da area desse triangulo. 17.100+v3 cm?

18. PENSAMENTO COMPUTACIONAL SOFTWARE Analise este
algoritmo que esta sendo produzido no Scratch para o cal-
culo da medida da area de um poligono a partir da medida
de comprimento da base e da medida de comprimento da

altura relativa a essa base.

12. ARGUMENTAGAO A férmula da medida da area do retdngulo
também pode ser usada para calcular a medida da area de

um quadrado? Justiﬁque. 12. Sim, pois todo quadrado é retangulo.

13. A medida do perimetro de um retangulo é igual a 12 m.
Determine a medida da area desse retangulo sabendo que as

medidas de comprimento dos seus lados estdo na raz§1(§ 18: 2,
.om

14. Na figura, CD = 10, AD =26,DG =78, DE=30,GH=18 e
BC //AG //EF e AB //CE /| GF.
E H F
ol
o w
A 26 D<o .
OL\,IO 78 G

B C

Determine a razao entre: Complete o ltimo comando desse algoritmo considerando

a. as medidas DE e AB; 14a.3 14b.3 que o poligono é um: 18. Respostas no Suplemento
. , , ) para o professor.

b. as medidas de perimetro dos poligonos DEFG e DCBA; a. retangulo; c. tridngulo.

c. as medidas de area dos poligonos DEFG e DCBA. 14 c.9 b. paralelogramo;
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19 a. Aproximadamente 1,714 cm®. 19 c. As medidas de 4rea obtidas pelos dois métodos sdo préximas.

19. HISTORIA DA MATEMATICA O francés Gerbert d'Aurillac (950- b. Determine a medida da area do tridngulo equilatero
-1003), que no ano de 999 tornou-se o papa Silvestre II, do item anterior calculando a metade do produto das
escreveu sobre Aritmética e Geometria. Ha indicios de que medidas de comprimento da base e da altura desse
ele tenha introduzido os numerais indo-arabicos (sem o poligono. 19 b. Aproximadamente 1,732 cm®.
zero) na Europa cristd, e é atribuida a ele a sentenca a seguir, c. Compare as medidas de area obtidas nos itens a e b.
que fornece a medida aproximada da medida da area A de O que vocé pode concluir?

26

um tridngulo equilatero cuja medida do comprimento dos
lados é indicada por a:

=9.(q_9
A=3 (“ 7) e
Fonte: elaborado com base em EVES, Howard. Introducao a historia

da Matematica. Campinas: Unicamp, 2011. p. 290 e 315. 5cm

20. Obtenha a medida da area do retangulo inscrito no triangulo
representado a seguir. 20.22,8 cm®

a. Utilize a sentenca atribuida a Gerbert para determinar | /I l\ I 2cm

amedida da area de um triangulo equilatero com lados | !
que medem 2 cm de comprimento. 19 cm

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Medida da area de uma superficie trapezoidal

Podemos pensar na medida da area do trapézio como a soma das medidas de area de dois
triangulos.

<
o
= >
=2
=
o
=2

' B [ ' B [
Figura | Figura Il

Observe, na figura ll, que a medida da area do trapézio MNPQ é igual a soma das medidas
de area dos triangulos NPQ e MNQ. Assim:

. . B-h *h B+b)-h
Atrapézio = B 2 h + b 2 h = Atrapézio = +b => Atrapézio = %

Trapézio é um quadrilatero convexo que tem apenas um par de lados paralelos.

Acompanhe o exemplo a seguir.

A medida de comprimento da base maior de um trapézio é o dobro da medida de compri-

mento da base menor. Sabendo que a medida da area do trapézio é 3 dm? e que a medida

de comprimento da altura é V2 dm, vamos calcular a medida de comprimento da base menor.

_(B+b)-h _@b+b)-V2
2z 7°° 2

trapézio —

6 2 >

Portanto, a medida de comprimento da base menor é V2 dm.

A 3

Medida da area de uma superficie losangular

Como o losango é um paralelogramo, podemos calcular sua medida de drea como o produto
da medida de comprimento da base pela medida de comprimento da altura. Outro modo de
calcular essa medida de area é por meio das medidas de comprimento das diagonais do losango.

Observe como é possivel compor um retangulo a partir de um losango:

- D

| N g

’
/
B
’
’
1
/
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Desse modo, obtemos a medida da area do losango pelo calculo da medida da area do re-
tangulo que tem como medida de comprimento da base D e como medida de comprimento

da altura g. Assim:

2

Q

Alosango

N

Losango é um paralelogramo cujos quatro lados tém a mesma medida de comprimento m.
As diagonais de um losango sdo perpendiculares entre si e se cruzam nos seus respectivos

pontos médios.

Q

D-3= Alosango =5

Atividades propostas

21. O comprimento do lado do quadrado ABCD mede 10 u.
Em cada caso, foi pintada uma superficie poligonal.
A M B A M B

D C D C

Sabendo que AM = MB, calcule a medida da area de cada
figura pintada em u’. 21. 75 u? e 50 2, respectivamente.

22. Considere que a malha a seguir é composta de quadrados
cujo comprimento do lado mede 1 cm e determine a
medida da area do losango. 22. 15 cn?

23. Para confeccionar uma bandeira do Brasil, um artista
plastico colou, sobre um tecido retangular verde de
medidas das dimensdes 2 m X 1,4 m, um tecido ama-
relo com formato de losango. Cada um dos vértices
do losango dista 17 cm do lado do retangulo que esta
mais proximo. Qual é a medida da area do losango, em
centimetro quadrado? 23. 8.798 cm?

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Registre em seu caderno

24. Um terreno tem formato de trapézio, conforme esquema

a seguir.
C
B
90 m
62 m
Al 1D

40 m

Sera construida uma cerca, paralela ao lado AD, dividindo
esse terreno em dois terrenos com a mesma medida de area.

Qual deve ser a medida da distancia da cerca ao lado AD?
24, Alternativa c.

a. 24m d. 44m
b. 36 m e. 56m
c. 38m

25,4 m; 83 m?

25. Na figura representada a seguir, DEFB € um losango ins-

crito no triangulo ABC,em que AB=5m,BC=20mea

abertura do angulo ABC mede 60°. Determine a medida de
comprimento do lado e a medida da area desse losango.

A
p/———_FE

C
B F
26. PENSAMENTO COMPUTACIONAL SOFTWARE Usando o Scratch,
produza um algoritmo que calcule a medida de area de um:
a. trapézio a partir das medidas de comprimento das bases
e da altura: 26 a. Exemplo de resposta no Suplemento

para o professor.
b. losango a partir das medidas de comprimento das

diagonais. 26 b. Exemplo de resposta no Suplemento
para o professor.
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Medida da area de uma superficie poligonal regular

Sempre é possivel decompor um poligono regular de n lados em n triangulos isésceles con-
gruentes entre si.

triangulo quadrado pentagono hexagono octégono

Cada um desses triangulos tem pelo menos dois lados congruentes, correspondentes ao
raio da circunferéncia circunscrita ao poligono.

A medida de comprimento da base e a medida de comprimento da altura de cada um
desses triangulos sdo, respectivamente, a medida de comprimento do lado e a medida de
comprimento do apétema do poligono regular. Como a medida da area de cada um desses
poligonos regulares é igual a soma das medidas de area dos triangulos que os compdem,
podemos chegar as igualdades apresentadas no quadro.

Medida da area de alguns poligonos regulares

Poligono regular

Q>
4&)

Calculo da

medida da area

A4:4.€4-7a4 ,4\8:8.28'7aa

A variavel p repre-
senta a medida do
semiperimetro do
poligono.

Dessa maneira, concluimos que, se um poligono regular tem n lados de medida de compri-
mento {, e apétema de medida de comprimento a,, sua medida de area pode ser dada por:

Atividades resolvidas

R7. Determinar a medida da area de um hexagono regular
sabendo que a medida de comprimento do apotema é

R8. A medida da area de um triangulo equilatero é V3 m’

53

—cm

» Resolucao

eV3
2

Comoa, =

Substituindo a medlda do semiperimetro na expres-

sa0 Ag=p * a, obtemos: A =15+

Portanto, a medida da area do hexagono regular é

753
—2 C

e sua medida de perimetro é% m. Calcular a medida de

28

Sabendo que p = 6 2

L,-a, _n-l,. .
A,=n ) > A, = ) a,=> A,=p-a,
comprimento do raio da circunferéncia circunscrita a esse
triangulo.
» Resolucao
Se a medida do perimetro do triangulo é% m, a medida
S ; 3
0.3 do semiperimetroép ==m
entao—\/— 6\/_=>I£6:5 4
2 2 Sendo A, = p * a,, temos:
,entaop——:>p—15 V3 _3. 443 V3
16-4B78B=3967B=7

Como a medida de comprimento do apotema de um
triangulo equilatero é metade da medida de compri-
mentodo raio da circunferéncia circunscrita a ele, temos:

V3 V3
=3°n=33=%

543 _ 753
2 2

Portanto, a medida de comprimento do raio da circun-

V3

feréncia circunscrita ao triangulo é < m

16
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Atividades propostas

27. Qual é a medida da area de um triangulo equilatero cujo | 30. Um artesao montou 0 mosaico a seguir composto de trés
comprimento do apétema mede V3 cm? 27.9V3 cm? placas quadradas idénticas, cujo comprimento do apotema

28. Determine a medida da area da regido laranja da estrela mede V2 m. Sabendo que ele cobra R$ 500,00 pelo metro

. , 10
representada sabendo que os triangulos e o hexagono que a x
P ) q guio: 8 ,q quadrado de méo de obra, quanto ele recebeu por esse
formam sio regulares e que o comprimento do apdtema

trabalho? 30. Rs 120,00
do hexagono mede 6 cm. 28.72V3 cm?

20, % 31. Cortando os cantos de um quadrado, 12
. . 7 1 5 - 12
29. A razio entre a medida de comprimento do ap6tema de como mostra a figura, obtém-se um

octogono regular cujo comprimento
dos lados mede 12 cm. Qual é a me-
dida de comprimento do apotema
as medidas de area do hexagono e do quadrado. desse octégono? 31.6(1 + v2) cm

um hexagono regular e a medida de comprimento do

ap6tema de um quadrado é g Determine a razdo entre

Medida da area de uma superficie aproximada ou
composta de superficies poligonais

No meio rural, hd necessidade de determinar as medidas de area de terrenos com contor-
nos ndo muito “alinhados” para fins de plantio, aplicacdo de adubos e previsdo de colheita.
Para obter a medida da area desses terrenos, podem-se usar modelos matematicos regionais
bastante peculiares, aprendidos por meio de cultura popular e transmitidos entre as familias
dos agricultores através das geracdes.

Para medir a &rea da superficie de um terreno, por exemplo, alguns agricultores empregam
o célculo de medida da area do retangulo. Outros utilizam a medida da area do triangulo.
Quando o terreno ndo tem formato retangular nem triangular, ele é dividido em partes que
reproduzem aproximadamente essas figuras.

Observe, nas figuras a seguir, um exemplo de como se calcula, no interior do Rio Grande
do Sul, a medida da area de um terreno. As medidas de comprimento sdo obtidas com cor-
das esticadas e trena. Nesse tipo de calculo, procura-se obter um quadrilatero préoximo de
um retangulo e aplica-se uma compensa¢do com as partes que sobram e com as partes que
faltam para cobri-lo.

49,8 m

7=

57 m< ) 27,4m
1 /
—

50,2 m

Assim, calcula-se a medida da area do terreno como se fosse a medida da area de um re-
tangulo. A medida do comprimento da base do retdngulo, em metro, serd dada pela média
aritmética de 49,8 e 50,2. A medida do comprimento da altura, em metro, sera dada pela
média aritmética de 27 e 27,4. Assim:

49,8 +50.2 _ 100 _ gy, 27+27,4 _54,4
2 =2 - 2 2

=272

A medida da area, em m?, é dada pelo produto dessas médias aritméticas: 50 - 27,2 = 1.360.

29
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Portanto, no calculo da medida da area do terreno, os agricultores chegariam a 1.360 m?
que, dado o método utilizado para o calculo da medida da area, é um valor aproximado o

suficiente para alguns fins.

Atividade resolvida

R9. Determinar a medida da area da figura a seguir.

4m !

2m { L‘ 3m
R hd ] b e
‘ 16m ‘
Atividades propostas
32. Calcule a medida da area das figuras a seguir.
a. -
32a.93cm’
4cm
8cm
5cm
5m
b. [ ] 32b.6(6 + V6) m?
6 m
7m
=1 [-]

6m

33. EMDUPLA Com as maos, rasgue um papel dando-lhe um

formato qualquer. Em seguida, troque de papel comum
colega para que cada um calcule a medida da area, em
cm’, do papel do outro. Para isso, vocés devem medir,
com a régua, o comprimento dos lados de um retangulo,

34

» Resolucao

Podemos decompor a figura em trés: um trapézio, um
retangulo e um triangulo. Assim:

3+2)-4
A= Atrapézio + Areténgulo + Atriéngulo = f +
+12-3+23=10+36+45=505

Portanto, a medida da area da figura é 50,5 m’.

Registre em seu caderno

ou de uma composicdo de retangulos e triangulos, que se
aproxime do contorno desse papel, como na situacdo do
calculo da medida da area de um terreno no Rio Grande
do Sul. Depois, destroquem para verificar se o calculo do
colega esta correto. 33. Resposta pessoal.

Analise a seguir a representacao de um terreno cuja

superficie corresponde aproximadamente ao hexagono

ABCDEF. s4.3310n- (0B +0A +
+OC%Oé3+OD)+OE-(OD+OF)]

Com um teodolito, obtém-se, a partir de um ponto O do
terreno, as medidas a,, .., &, Medem-se também OA, OB, OC,
OD, OE e OF. Supondo a, = a, = ... = &, calcule a medida
de area aproximada do terreno representado adicionando
as medidas de area dos seis tridngulos.

Circulo e circunferéncia

O circulo é formado pela unido de uma circunferéncia com sua regido interna.

Circunferéncia e seus elementos

O é o centro da circunferéncia.
AB é uma corda.

CF é um diametro.

OC é um raio.

—

CDE é um arco.

Circulo e suas partes
B TG
A
A
setor segmento
circulo circular circular
b coroa
semicirculo circular

30
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Medida do comprimento da circunferéncia

Vocé conhece algum método para determinar o valor do nimero irracional n?

Provavelmente, os primeiros valores para = foram obtidos por meio de medidas. Por exem-
plo, no papiro de Rhind (documento egipcio escrito por volta de 1650 a.C.), a razdo entre a
medida do comprimento de uma circunferéncia e a medida de comprimento do seu didmetro
apresenta o valor 3,1604, que seria uma aproximag¢do do numero =.

Mais tarde, o matematico grego Arquimedes (287-212 a.C.) apresentou um célculo teérico

que resultou na aproximacao % <n< % Para isso, ele considerou uma circunferéncia cujo

comprimento do raio mede 1. Entdo, percebeu que a medida do comprimento da circunfe-
réncia estava entre as medidas dos perimetros de poligonos regulares, com n lados cada um,
inscritos em uma circunferéncia e circunscritos a ela.

Hoje, com o emprego da tecnologia, é possivel determinar uma aproximag¢do tdo boa
guanto quisermos para o .

Sabe-se que a razdo entre a medida de comprimento C de uma circunferéncia cujo compri-
mento do raio mede r e a medida de comprimento do seu diametro (2r) é constante, ou seja, a
razao é sempre a mesma, qualquer que seja a circunferéncia. Essa constante é denotada por x.
Entdo, a medida do comprimento da circunferéncia pode ser determinada por:

£ 7o c=2w
2r

Acompanhe estes exemplos.

a. Vamos calcular a medida do comprimento da circunferéncia a seguir.

C=2nr
C=2-n-7
C=14xn

Portanto, a medida do comprimento dessa circunferéncia é 14x cm.

b. Vamos determinar a medida de comprimento do raio da circunferéncia cuja medida de
comprimento é V5 m.

C=2nr=>m/_=2nr=>r=§
Portanto, a medida de comprimento do raio da circunferéncia é g m.

Medida da area do circulo

Observe cada circunferéncia a seguir, na qual foi inscrito um poligono regular.

A EN A
I GO O

Note que, quanto maior é o nimero de lados do poligono inscrito, mais a area dele se
aproxima da area do circulo, além de a medida de comprimento do apdtema a se aproximar
cada vez mais da medida de comprimento do raio r do circulo.

Ja vimos que a medida da area de um poligono regular é dada pelo produto da medida do
seu semiperimetro pela medida de comprimento do ap6tema (A = p - a). Podemos estender
essa ideia para medida da area do circulo, ao considerar que, quando o numero de lados do
poligono tende a infinito, a medida de comprimento do apétema do poligono tende a r.

ASSim: Acirculo = % :

Portanto, a medida da area do circulo é dada por: A, = nir’

r

Como podemos expressar a medida da area de um circulo cuja medida de comprimento do Questao. Como r =2

raio é rem fun¢do da medida de comprimento d do didmetro da circunferéncia desse circulo?

Arquimedes em gravura
do século XVII.

o temos:

Ao =7+ (9) = Ao = 28"

2
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Medida da area da coroa circular
Observe a coroa circular representada a seguir.

A medida da area da coroa circular é a diferenca entre a medida da area do circulo de maior .
raio e a medida da area do circulo de menor raio:
2 2
Acoa=1R" —1r'= A_..=nR*-rd

Medida da area do setor circular

A medida da area do setor circular é diretamente proporcional a medida de abertura « do
angulo central que o determina, ou seja, quando « é duplicada ou triplicada, a medida da
area correspondente também duplica ou triplica.

Sabendo disso e considerando que o circulo com raio de medida de comprimento r é um
setor circular determinado por um dngulo com medida de abertura de 360°, podemos escrever:

® para a em grau: ® para a em radiano:
Asetor o Asetgr o A _ ()U'l!l’2 Asetor _ Asetor _ A _ ()(I’2
= T = 5> = = = setor — B ——_:—2—_=> setor —
Airelo 360 nr 360 360 Aireulo 2n r 2n 2
Como podemos expressar a medida da area de um setor circular com medida de compri-
mento do raio rem fun¢do da medida de comprimento ¢ do arco determinado pelo mesmo
angulo central que determina o setor circular? Questao. 360°-0, 2
2nr 360° (XTEI’2 2nr T
A =9EL _ e
t o setor = 360° 360° 2
° rd ° o
Medida da area do segmento circular .- 3> A=Y ¢

Observe o segmento circular representado a seguir, em que a < 180°.

Note que a medida da area do segmento circular é a diferenca entre a medida da area
do setor circular determinado pelo angulo de medida de abertura «a e a medida da area do B
triangulo AOB:

Asegmento = Asetor - Atriéngulo

Atividades resolvidas

R10. Um serralheiro recortou . 4m ! circunferéncia maxima de medi-
um disco circular de uma | s da de comprimento de 78 cm,
chapa quadrada de metal for centralizada no aro de uma
cujo comprimento do lado cesta com 45 cm de medida de
mede 4 m, conforme mostra 4m comprimento do diametro, de
este esquema. Determinar a quanto sera a medida da distancia
medida da area da chapa que xentreabolaeoaroemtodaa !
sobrou. (Adotar: T = 3,14) o volta? (Adotar: © = 3,14) 45cm
» Resolucao » Resolucao
Vamos chamar, respectivamente, de A,, A, e A; a me- Sendo d a medida de comprimento do diametro da
dida da area da chapa que sobrou, a medida da area circunferéncia maxima da bola, temos:
doquadradoeamefildadaaread'oarculo. ' C=d'7c=>78=d-3,14:>d=ﬁ:>d224,84
Sabendo que a medida de comprimento do raio do 3,14
circulo é metade da medida de comprimento do lado Observando o esquema da vista superior da bola e
do quadrado (r=2m)eque A, = A, — A, temos: do aro, temos:
A=4—mr'=>A=16-314-2"= A, =344 2;:22_;’484
Logo, a medida da area da chapa que sobrou é apro- " ’
, N 20,16
ximadamente 3,44 m". X ===
R11. Segundo as regras do jogo de basquete, a circunferén- x =~ 10,08
cia maxima da bola deve ter medida de comprimento Portanto, a medida da distancia entre a bolae o aro é
entre 74,9 cm e 78 cm. Se uma bola de basquete, com de aproximadamente 10,08 cm.
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R12. A figurarepresentada é formada

por quatro setores circulares cuja
abertura do angulo central mede
45° e por uma coroa circular. As
circunferéncias que limitam a
coroa téem medidas de compri-
mento do raioiguaisa4ue7 u.
Determinar a medida da area
da regido pintada de azul em u’.
(Adotar: T = 3,14)

35.C, =2nr
C,=2n(r-k)=C, -k
Logo, a medida do comprimento também sera multiplicada por k.

Atividades propostas

35.

36.

37

38.

ARGUMENTAGAO Se multiplicarmos a medida de compri-
mento do raio de uma circunferéncia por k, por quanto sera
multiplicada a medida do seu comprimento? Justifique sua
resposta.

Se, em uma circunferéncia com medida de comprimento C
e medida de comprimento do raio r, aumentarmos em

uma unidade: 36 a. 2r unidades.

a. amedida de comprimento do raio, em quanto aumen-
tara a medida do comprimento da circunferéncia?
b. amedida do comprimento da circunferéncia, em quanto

aumentara a medida de comprimento do raio?

36 b. . unidade.

Observe a figura a seguir. 2n

o)

Sabendo que R, = 10 cm e que a medida da area da coroa

circular é 300w cm’, qual é a medida de comprimento R,?

37. Alternativa e.

c. 18 cm e. 20cm

d. 19cm

a. 16cm
b. 17 cm
Os comprimentos dos catetos de um triangulo retangulo

medem a e b e o da hipotenusa, c. Sobre esses lados foram
construidos os semicirculos de medidas de area A, A, e A..

Mostre que A1 + A2 — A3. 38. Resposta no Suplemento para o
professor.

» Resolucao

Medida da area de um setor circular:
45°-m-4> 3,14-16

%00 - 8 o
Medida da area dos quatro setores:
446,28 =25,12

Medida da area da coroa circular:
ne (7" — 4°) =314+ (49 — 16) = 103,62
Portanto, a medida da area da regiao pintada de azul é:
25,12 u’ 4 103,62 u’ = 128,74 u’

Registre em seu caderno

39. O triangulo inscrito na circun-

40

41.

feréncia da figura a seguir, cujo
comprimento do raio mede 1cm,
éisosceles e o comprimento de
sua base mede 1 cm. Calcule a
medida da area da regido pintada

de laranja. 39. 272 cm?

1cm

O triangulo ABC representado a seguir é equilatero e tem
medida de 4rea igual a 2+/3 cm® As circunferéncias tém
centroemA,BeC.

Calcule a medida da érea da regido pintada de azul.
40. 51 cm®
SOFTWARE Utilizando um software de Geometria dinamica,

realize os passos indicados a seguir.

12. Construa cinco circunferéncias com raios de mesma
medida de comprimento.

22, Em cada circunferéncia, construa um dos poligonos
regulares inscritos com 3, 4, 6, 8 e 16 lados.

32, Calcule a medida da area de cada poligono construido
e compare-as.

4°, Construa um circulo com a mesma medida de compri-
mento do raio e calcule sua medida de area.

52, Se possivel, construa um poligono regular com 32 lados,
inscrito em uma circunferéncia de mesma medida de
comprimento do raio das circunferéncias anteriores.
Calcule sua medida de 4rea e compare essa nova medida
com as medidas dos outros poligonos e com a medida da
area do circulo.

O que podemos concluir em relagdo a medida da area dos

poligonos inscritos e sua quantidade de lados?

41. A medida da area dos poligonos inscritos aumenta conforme a
quantidade de lados aumenta.
33



PARA FINALIZAR O CAPITULO1

CONEXOES ENTRE CONCEITOS

Analise o mapa conceitual a seguir com a relacdo entre alguns contetdos estudados
neste capitulo.

[ Medida da area J

l; deuma | de um

[ Superficie poligonal ]

formada formado

pela uniao pela uniao
@ [ Regiao interna J [ Circunferéncia J Regiao interna

pode ser

v

(2]

Relacione os numeros do mapa conceitual com os contetdos apresentados a seguir.
A. Circulo Conexoes entre conceitos. A-3;B-1;C-2.
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B. Poligono
C. Regular
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AUTOAVALIACAO

Q1. Observe os poligonos representados a seguir.

5dm
5dm 5dm
2cm
5dm 5dm
2cm
5dm
3cm 3cm o L]
\% Tm
3cm 3cm ol ]
1,5m
7m
/\ O
7m
1dm 1dm 7 m ]
[T
7m Vi
A A 1 []
1dm

Sao regulares os poligonos: Q1. Alternativa d.

a. llleV. b. IVe VL c lelll d. leV.

Q2.Em um EEEE inscrito em uma circunferéncia, a medida de
comprimento do lado é dada pela relagio { = 2av/3, em que
a é a medida de comprimento do apotema. Q2. Alternativa b.

a. quadrado c. hexagono regular

b. triangulo equilatero d. triangulo retangulo

Q3. A medida da area de um paralelogramo é igual a medida da
area de um I de mesmas medidas de comprimento da

base e da altura. Q3. Alternativa d.
a. poligono regular c. trapézio

b. triangulo d. retangulo

Q4. Um quadrado e um hexagono regular tém a mesma medida
de perimetro e medidas de comprimento dos respectivos

apotemas iguais a g, e dg; entdo, a razdo entre as medidas de

area do hexagono e do quadrado, nessa ordem, é:
ag a, Q4. Alternativa a.
a. g, b. g, < a d.a,ag
Q5. Sabendo que ACEG é um retangulo e B, D, F e H sdo pontos
médios dos lados AC, CE, EG e GA, respectivamente, pode-
mos afirmar que as medidas de area dos triangulos s

Nao sao iguais. Q5. Alternativa c.

A B q
H D
G 3 E
a. BDE e BAH c. AGFeBDE
b. ABE e AGF d. GHF e DBC
Q6. Considere um quadrado ABCD A B
cujo comprimento do lado mede
10 cm.
Amedidadaareadecadatrapézio F———<F

(ABEF e DCEF) éigual ao dobro da
medida da area de BCE. Qual é a

medida de comprimentode FE? D C
Q6. Alternativa d.
a. 3cm b. 4cm c. 5cm d. 6cm

Q7. Observe a figura.

A érea pintada de verde corres-
ponde a I da medida da area
do circulo menor, cujo compri- ‘

R

mento do raio mede >

a.

_
[}

b.

Q7. Alternativa a.
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Se vocé ndo acertou uma ou mais questdes, consulte o quadro a seguir para verificar a
quais conceitos cada questdo esta relacionada. Depois, releia a teoria e refaca as atividades

correspondentes. Se necessario, peca ajuda ao seu professor.

Relacao entre as questoes e os objetivos do capitulo

Objetivos do capitulo

Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7

Identificar poligonos, superficies poligonais, circunferéncias e

de area de superficies poligonais e do circulo.

. X X X X
circulos.
Estabelecer relagdes métricas entre os elementos dos poligonos X X
regulares e o raio da circunferéncia circunscrita a eles.
Resolver situag¢des-problema que envolvam o calculo de medidas
soesp q X X X X X
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Menina em aula de ioga
na Australia testando
uma prétese 3D feita

a partir de materiais
reciclados. Foto de
2019.
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OBJETO DIGITAL

Infografico clicavel:
Impressao 3D

<

Este infografico apresenta mais informagdes sobre
a técnica de impressao 3D, tecnologia que pode ser

%

INTRODUGAO A GEOMETRIA
ESPACIAL

Oriente os estudantes a consultar as paginas 8 e 9 para saber mais sobre estes e os demais Objetivos
de Desenvolvimento Sustentavel.

A busca por préteses que sejam acessiveis e mais baratas é uma necessidade de muitas
pessoas, ja que elas costumam ter alto custo devido aos processos complexos e materiais
caros envolvidos na fabricacdo.

Hoje, gragas as impressoras 3D, é possivel produzir préteses personalizadas de maneira
econdmica e eficiente, democratizando o acesso a essa importante ferramenta. Nesse cenario,
a comunidade on-line e-NABLE reune voluntarios do mundo todo que usam suas impressoras
3D para produzir proteses de membros superiores gratuitas ou de baixo custo para pessoas
necessitadas. Por meio de seu site, eles disponibilizam manuais, modelos e designs criados
pelos préprios voluntarios. Atualmente, essa comunidade conta com cerca de 40 mil volun-
tarios em mais de 100 paises.

No desenvolvimento de tais proteses, é possivel identificar aplicacbes da Geometria
Espacial, tema que sera desenvolvido neste capitulo. Com seus conceitos, é possivel criar
modelos tridimensionais de maneira detalhada e que se ajustam de maneira confortavel e
precisa ao corpo do paciente, melhorando a funcionalidade e a estética das proteses.

Fonte: elaborado com base em WHAT is e-NABLE? ENABLING THE FUTURE.
Disponivel em: https:/enablingthefuture.org/. Acesso em: 27 ago. 2024.

aplicada em diferentes areas, como a da saude.
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A Geometria euclidiana

A sustentabilidade no ar e o formato aerodindmico de um avido sdo frutos do conheci-
mento humano construido durante milhares de anos. O formato da fuselagem e das asas e
a posicao relativa do plano do leme e do plano das pequenas asas traseiras exemplificam o
uso de conceitos e de relagdes geométricas na aerodinamica de um avido. As asas do avido
formam um angulo que, na Geometria, é conhecido por angulo diedro; gracas a ele, quando
0 avido se inclina, a asa na posicao inferior adquire maior sustenta¢ao, o que o leva de volta
a posicdo horizontal em uma manobra de estabilizacdo durante o voo. Neste capitulo, vamos
estudar alguns elementos constitutivos da Geometria no espaco tridimensional.

Euclides de Alexandria, matematico grego que viveu por volta de 300 a.C., teve grande
importancia no desenvolvimento da Geometria. Euclides é reconhecido, sobretudo, por sua
obra Os elementos, composta de 13 livros (ou capitulos), na qual estd organizado todo o
conhecimento geométrico até entdo acumulado. Neste capitulo, estudaremos alguns tépicos
da Geometria euclidiana.

Noc¢odes primitivas

Na Geometria, ponto, reta e plano sdo algumas nocdes aceitas sem defini¢do e, por isso,
sdo chamadas de nogdes primitivas. Como sdo produtos da mente humana, elas funcionam
como modelos para explicar a realidade.

e Um ponto ndo tem dimensdo, nem massa, nem volume.
A

¢ Uma reta ndo tem espessura, nem comeco, nem fim.

T~

r

¢ Um plano nao tem espessura nem fronteiras.

o

Podemos imaginar um ponto como um pequeno furo em um papel, uma reta como uma
linha fina esticada ou um plano comor as aguas tranquilas de um lago.

Essas trés no¢des fazem parte do espago, conjunto dos infinitos pontos existentes.

Nesta obra, represen-
taremos os pontos por
letras latinas maitiscu-
las (A, B, G, ...), as re-
tas por letras latinas
minusculas (r, s, ¢, ...)
e os planos por le-
tras gregas minus-
culas (o, B, v, --.)-
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Embora, em Geo-
metria, o termo
determinar signi-
fique existir e ser
unico, ha situacdes
em que achamos
conveniente enfa-
tizar essas ideias.
Nesses casos, usa-
mos, por exemplo:
determinam uma
Unica reta.
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Qualquer conjunto de pontos considerado no espaco, mesmo que unitério, é chamado de figura.
Convém lembrar que dois ou mais pontos sdo denominados coplanares se existe um plano
que contém todos eles.
¢ Na figura, os pontos A, B, C e D sdo coplanares, pois pertencem ao plano a. Em linguagem
simbdlica, indicamos: A€ o, BEa, CEaeDEa

e O ponto P ndo é coplanar com A, B, C e D, pois P ndo pertence ao plano «. Em linguagem
simbodlica, escrevemos: P & o

Observe, a sequir, alguns exemplos de figura.

o o
e o
figura | figura ll figura lll figura IV

Com excecdo da figura |, que tem apenas quatro pontos coplanares, as demais tém infinitos
pontos. Essas figuras apresentam ainda as seguintes diferencas:

¢ enquanto as figuras|, Il e lll sdo planas, pois existe um Unico plano que as contém, a figura IV
é nao plana, porque, considerando a perspectiva, ndo existe um plano que contenha todos
os pontos da figura;

¢ a figura Il representa uma linha; a Ill, uma superficie; a IV, um sélido. A figura I, que nao
representa nenhum desses tipos de figura, ndo recebe nome especial.

Sistema dedutivo

Em Geometria, além das noc¢des primitivas, sdo estabelecidas verdades iniciais aceitas sem
demonstra¢do: os postulados, proposicdes fundamentais que descrevem relagdes entre os
conceitos primitivos (noc¢des primitivas). Com base nos postulados, demonstramos, por meio
de deducgdes ldgicas, outros fatos ou propriedades denominados teoremas.

O conjunto de nog¢des primitivas, postulados e teoremas constitui o sistema dedutivo.

Postulados: um ponto de partida da Geometria

Iniciamos nossa reflexdo a respeito das bases sobre as quais se assenta o desenvolvimento
da Geometria com as nocdes primitivas de ponto, reta e plano. Dando continuidade, foram
estabelecidos como propriedades fundamentais desses elementos alguns postulados, os quais
sdo apresentados a seguir.

P1. O espaco tem infinitos pontos.

P2. Toda reta e todo plano sdo conjuntos de infinitos pontos.

P3. Fora de uma reta, bem como fora de um plano, hé infinitos pontos.
P4. Dois pontos distintos determinam uma Unica reta.

A B

P5. Por um ponto Pfora de uma reta r passa somente uma reta s paralela a r. (Postulado de Euclides.)

P

P6. Trés pontos ndo colineares determinam um Unico plano.

P
[ ]

plano « ou plano (PQR)

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

P7. Se dois pontos distintos estdo em um plano, a reta que passa por eles esta contida nesse plano.

B

e

P8. Se dois planos distintos, o e B, interceptam-se, a intersec¢ao é uma reta.

Com esses postulados, é possivel demonstrar varios teoremas. No decorrer deste capitulo,

vamos analisar alguns deles.

Teorema 1: Dada uma reta m e um ponto X fora dela, existe um Unico plano que contém

o ponto X e a reta m.

o X

Pelos postulados P2 e P3, a reta m tem dois pontos dis-
tintos, P e Q, que nao sdo colineares com X, pois X & m.

Pelo postulado P6, trés pontos nao colineares determinam
um Unico plano, ou seja, existe um Unico plano que passa
por P, Q e X, sendo « esse plano.

Portanto, o é o Unico plano que contém a reta m e o ponto X.

Atividade resolvida
R1. Quantos planos podem passar por um ponto P dado?

» Resolucao

Em um sistema dedutivo, certas resolugdes, como a que exem-
plificaremos aqui, necessitam de um desenvolvimento e de uma
linguagem estritamente formal.

Além do ponto P, o espaco tem infinitos pontos (postulado

P1). Portanto, existe um ponto Q, distinto de P, e uma reta I(JTQ)
(postulado P4).

Vamos considerar um ponto R, fora da reta ;3?2) (postulado P3),

A reta m tem dois pontos em «; entdo, pelo postulado P7, ela esta contida em «.

Pe

Cmmainn = @ - (SIS
(%)

que determina com ela um plano o (teorema 1). Logo, o plano o passa por P.

Agora, vamos considerar um ponto S, fora de a (postulado P3). Como S & o, S & 1(372) e,
novamente pelo teorema 1, existe um plano 3, com § # o, que passa por P.

Continuando a fazer construgdes analogas, podemos construir infinitos planos que passam

pelo ponto P.

e Quando uma reta
esta contida em
um plano, signi-
fica que todos os
pontos que per-
tencem a reta
também perten-
cem ao plano.

e Uma reta que
passa por dois
pontos distintos,
A e B, pode ser
representada por

«—
rou AB.

Dois ou mais pontos
sdo ditos colineares
quando existe uma
reta que contém to-
dos eles.

r

M

P ° X
Na figura, os pon-
tos A, Pe M sao
colineares, pois
pertencem aretar.
Em linguagem
simbdlica, indi-
camos: A € r,
PeEreMer
e O ponto X nao é
colinear com A, P
e M, pois X ndo
pertence aretar.
Em linguagem
simbdlica, escre-
vemos: X & r
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1. Infinitos; um Unico; infinitos.

Atividades propostas

1.
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Quantos planos podem passar por dois pontos distintos?
E quantos planos podem passar por trés pontos distintos
nao colineares? E se os trés pontos forem colineares?

Quantos sdo os planos que contém quatro pontos distintos?

2. Infinitos planos, um sé plano ou nenhum plano.

Dados quatro pontos, dos quais trés deles nunca sdo coli-
neares, quantas retas sao determinadas por esse conjunto
de pontos? 3. Seis retas.

Indique se a afirmagao a seguir é verdadeira ou falsa, jus-
tificando sua resposta.

Se F é uma figura tal que quatro pontos quaisquer dela
sdo coplanares, entdo F é uma figura plana, isto é, esta

contida em um plano.

4. Verdadeira. Basta fixar trés pontos da figura por onde
passa um Unico plano e variar o outro ponto, que é coplanar.

5.

Registre em seu caderno

ARGUMENTAGAO Uma mesa de quatro pernas as vezes
pode oscilar, enquanto uma mesa de trés pernas esta
firme. Explique esse fato segundo a teoria estudada.

COSTELETA DE PORCO/SHUTTERSTOCK
CAP/SHUTTERSTOCK

5. Trés pontos (trés pés da mesa) determinam
um Unico plano (do chao); quatro pontos
podem determinar mais de um plano.

Posicoes relativas

Paralelismo

O paralelismo esta muito presente em nosso dia a dia.

A seguir, estudaremos como as retas e os planos se relacionam por meio dessa ideia.

Retas paralelas

Duas retas, r e s, sdo paralelas se tém todos os pontos comuns (coincidem) ou se estdo
em um mesmo plano o e ndo tém nenhum ponto comum (interseccdo vazia).

Em linguagem simbdlica, escrevemos: rjfs < r=sourCo,sCaernNs=g

retas
coincidentes

r=s

\S
\

o r

retas paralelas distintas
(ndo coincidentes)

Teorema 2: Duas retas paralelas, ndo coincidentes, determinam um unico plano.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Por definicdo, existe pelo menos um plano o que contém as retas r e s, ja que elas sdo
paralelas e ndo coincidentes. Vamos mostrar que « € Unico.
Pelo postulado P2, consideremos A e B (distintos) em r e o ponto Cems.

A B
r

—_—

C

Pelo postulado P6, os pontos A, B e C determinam um plano . Logo, AE B, BE B e
C € p. Vamos mostrar que f coincide com a.

Como o plano a contém as retas r e s, a contém todos os pontos dessas retas, isto é, A € q,
B € ae CE q, que, por ndo serem colineares, pelo postulado P6, determinam um unico
plano. Logo, os planos a e p coincidem (x = p).
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Planos paralelos

Dois planos, a e B, sdo paralelos se coincidem (tém todos os pontos comuns) ou se ndo
tém nenhum ponto comum (interseccdo vazia).

Em linguagem simbdlica, escrevemos: a//p @ a=pouaNpPp=g

Q
I
=

planos coincidentes

Reta e plano paralelos

planos paralelos distintos
(ndo coincidentes)

Uma reta r e um plano « sdo paralelos se a reta r estd contida no plano o ou se a reta r
e o plano a ndo tém nenhum ponto comum.

Em linguagem simbdlica, escrevemos: rfo < rCoaourNa=9g

I

rco

Propriedades do paralelismo

rono=9g

Observe a seguir algumas propriedades do paralelismo. Todas podem ser demonstradas.

Algumas propriedades do paralelismo

1. Por P ndo pertencente a a passa um
Unico plano p paralelo a a.

2. Serndo estd contidaemaeré
paralela a s, com s contida em «,
entdo r é paralela a a.

r—

/

o

3. Seré paralela a a e f, sendo
aNP=s, entdo r é paralela as.

B

4. Se a € um plano paralelo a duas retas,
r e s, contidas em um plano p, tais que
rns={P}, entdo o é paralelo a p.

(=

5. Se dois planos sdo paralelos e
distintos, entdo qualquer reta contida
em um deles é paralela ao outro.

r—

6. Se a intercepta p e y, com B paralelo
a vy, entdo as intersec¢des r e s de o
com esses planos sao retas paralelas.
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Retas reversas

Duas retas distintas,
res, podem ser co-

planares ou reversas.
Se forem coplana-
res, poderao ser pa-
ralelas distintas (sem
ponto comum) ou
concorrentes (com
um ponto comum).

elas sdo reversas.

ouseja, rNs=y.

Atividade resolvida
R2. Considerando o cubo ABCDEFGH

8 a. Essas linhas sédo formadas pelos rastros dos
pneus na lamina de agua de chuva do chao da rua.

e o prisma CDEFIJ representados,
fazer o que se pede.

a. ldentificar um par de retas pa-
ralelas, um par de retas rever- L
sas e um par de retas que ndo
sejam paralelas nem reversas. | I - JH

b. Indica(r_:;t posicao relativa entre A B
aretaCJ eo plano que contém
a face CDJI.

Atividades propostas

6.
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Classifique cada uma das afirmagdes a seguir em verdadeira

ou falsa.
6 a. Verdadeira.

a. Se duas retas nao sio coplanares, elas sdo reversas.
b. Duas retas reversas podem ser coplanares. 6 b. Falsa.

c. Duas retas paralelas podem néo ser coplanares. 6 c. Falsa.

d. Sedois planos, o e f3, sdo coincidentes, entao sdo paralelos.
6 d. Verdadeira.
Indique quais das afirmagdes a seguir sdo falsas.
7. Afirmacgdes a e c.
a. Duas retas reversas nunca estdo em planos paralelos.

b. Se uma reta r é paralela a reta s e uma reta t é paralela
aretas,entdoté paralelaar.

Perpendicularismo

Além do paralelismo, podemos identificar ao nosso redor inimeras situacdes nas
quais é notavel o perpendicularismo. Acompanhe, a seguir, uma delas.

Em linguagem simbdlica, escrevemos: A atalquer Caes C «
Observe, ainda, que as retas r e s ndo tém nenhum ponto comum,

Duas retas, r e s, s3o reversas quando nao existe um mesmo plano que as contenha.

Na figura, considerando a perspectiva, é possivel visualizar que r
nao existe um mesmo plano que contenha as retas r e s; portanto,

G, H
c /L D

Eo ... . JF
A B s

c. ldentificar dois planos paralelos por meio de trés
pontos nao colineares.
» Resolucao
<> >
a. Exemplo de resposta: Retas paralelas: C| e DJ; retas
© <>
reversas: I] e DF; retas que ndo sdo paralelas nem
< >
reversas: JH e DF.
<>
b. Areta (J é paralela ao plano que contém a face CDJI,
pois esta contida nele.
c. Exemplo de resposta: Os planos (ABG) e (EFD).

8 b. Essas linhas ndo se cruzam, pois os sulcos dos pneus de um lado do carro mantém
sempre a mesma medida de distancia dos sulcos dos pneus do outro lado do carro.

Registre em seu caderno

c. Se uma reta r e um plano a tém ponto comum, entdo
r esta contida em o.

Considere a imagem que o seguinte trecho da letra da
mUsica "Paralelas”, de Belchior, sugere:

“E as paralelas dos pneus n’agua das ruas

Sao duas estradas nuas

Em que foges do que é teu”
a. Como sédo formadas as referidas linhas paralelas?

b. Permanecendo retas, essas linhas podem se cruzar,
podem ter ponto comum?

raios
de Sol

Para tragar a direcdo da linha meridiana de um local, fincamos, perpendi-
cularmente ao solo, uma vareta (denominada gnémon), marcamos suas

sombras no decorrer do dia e tragamos a bissetriz de todos os angu-
los formados por sombras de mesma medida de comprimento.
Adirecdo da linha meridiana local coincide com a das bissetrizes.

Nessa situa¢cdo, como podemos garantir que o gnémon fique

perpendicular ao solo?

sombras
sombras

O estudo do perpendicularismo entre retas, entre planos e en-

tre retas e planos nos ajudara a responder a questdes como essa.

linha meridiana local
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Retas concorrentes

Duas retas, r e s, sao concorrentes quando tém apenas um ponto P comum.

Em linguagem simbélica, escrevemos: r N s = {P}
Considere as figuras | e Il.

A N A N ¢

figura | figura Il

. —d <« .
Na figura |, observamos duas retas concorrentes, AB e MN, que se interceptam no ponto P.
Nelas, identificamos os angulos APM, MPB, BPN e NPA.
Além de determinar esses angulos, duas retas concorrentes também determinam um plano
(figura 11).
Teorema 3: Se duas retas, r e s, sdo concorrentes em um ponto P, entdo elas determinam
um Unico plano a.

Pelo postulado P2, existem os pontos Aemse Cemr,
taisque AZPe C#P.
Assim, os pontos A, P e C ndo sao colineares.

Pelo postulado P6, concluimos que A, P e C determi-
nam um plano «; logo:

a = plano (APC) (1)

Pelo postulado P7, o plano a contém r e s, pois contém
dois pontos de cada reta.

Vamos mostrar que o é Unico.

Suponhamos que exista outro plano p que contenha res.
Pelo postulado P7, os pontos P, A e C pertencem a §; logo: § = plano (APC) (lI)
De (1) e (1), concluimos que o = B e que, portanto, o é Unico.

. =
Retas perpendiculares Observagao
s b Duas retas perpen-
diculares sdo sem-
. . - &% pre concorrentes,
Duas retas, r e 5, séo perpencAilcuIares quando sdo concor- 5 mas nem sempre
rentes e determinam quatro angulos retos. duas retas concor-
r Ls(lemos: “aretaré rgntes Sao perpen-
perpendicular a reta s”) diculares.
]
Retas ortogonais
~ - . P
Duas retas reversas, r e s, sdo ortogonais quando existe '
uma reta t que é paralela (ndo coincidente) a s e perpen- A
dicularar.
Na figura, em que os pontos A, B, C, M e P sdo vértices de um M
— < 3 . <« ﬂ/ 4
cubo, as retas AB e CM sdo ortogonais, pois a reta PM é paralela B c
— . <«
a AB e é perpendicular a CM.
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Quando umaretaré
secante ndo perpen-
dicular ao plano o,
podemos dizer que
ela e o plano a sdo
obliquos.

reta r: secante
nao perpendicular
ao plano a

44

Reta e plano perpendiculares

Quando uma reta r e um plano o tém somente um ponto comum, dizemos que r e o sdo
secantes (ou concorrentes). Uma situacdo particular de reta e plano secantes é o caso em que
a reta é perpendicular ao plano.

Dados uma reta r e um plano «, concorrentes no ponto P, dizemos que r é perpendicular
a o quando r é perpendicular a todas as retas de a que passam por P.

reta r: secante e
perpendicular
ao plano o

Teorema fundamental do perpendicularismo

O teorema enunciado a seguir, conhecido como teorema fundamental do perpendicularis-
mo, é muito importante para a Geometria.

Teorema 4: Se r é uma reta perpendicular a duas retas concorrentes, s e t, entdo r é per-
pendicular ao plano a determinado por essas retas.

Em linguagem simbdlica, escrevemos: s Co, tC o, rls, rlt=rla

A definicao de perpendicularismo entre reta e plano nos remete
a questdo sobre o gndmon: Como ter certeza de que a vareta
fincada no solo é perpendicular a ele? Na verdade, nao é preciso
verificar se ela é perpendicular a todas as retas contidas no pla-
no do solo, pois isso seria impossivel, ja que sdo infinitas retas;
basta verificar se é perpendicular a duas retas ndo coincidentes S
desse plano que passam pelo ponto em que a vareta foi fincada.
O teorema fundamental do perpendicularismo garante isso.

Planos concorrentes

Dois planos distintos, « e B, séo concorrentes (ou secantes) quando tém pelo menos um
ponto comum (interseccdo ndo vazia).

Como, pelo postulado P8, a interseccdao de dois planos distintos ndo paralelos é uma reta,
podemos escrever: a N =r

N

o

Considere o cubo representado a seguir.

A intersecgés)_c)ios planos a e p é a reta que contém o segmento AB, ou seja, a reta ,ﬁ,
istoé:aNp=AB
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Atividade resolvida

R3. Sejam « e P dois planos secantes cuja intersecgdo é aretar.
Se A é um ponto em «, B e C sdo dois pontos distintos
em [ tais que A, B e C ndo pertencem a reta r:

a. mostrar que A, B e C ndo sao pontos colineares;

b. determinar a interseccdo do plano o com o plano ,
dado porA,BeC. /

» Resolugao

a. Suponhamos que A, B e C sejam pontos colineares. Mostremos que isso gera uma con-
tradicdo.

<>
Se o ponto A pertence a reta BC, entdo A pertence ao plano . Como A pertence a o,
temos A € a N P, isto é, A € r, o que gera contradigao, pois, pelo enunciado, sabemos
que A & r. Essa contradigdo veio da suposi¢io da colinearidade dos trés pontos.

Logo, A, B e C ndo sdo colineares.
b. Existem dois casos para analisar. O primeiro, quando as
<« .
retas BC e r sdo concorrentes; o segundo, quando
<>
as retas BC e r sdo paralelas.
<>
e BC erconcorrentes
. <~ <~
Seja P o ponto comum a BC e r. Como P € BC,
sabemos que P pertence ao plano (ABC). Mas

Pea,poisP€rer Ca.ComoospontosA eP per-
tencem ao plano a e ao plano (ABC), concluimos
<>

que a reta AP pertence a interseccdao do plano o
com o plano (ABC).
>
o BC er paralelas
> <~ .
Se BC //r, entdo BC J/a. O plano (ABC) intercepta
o plano @ em uma reta que contém o ponto A e é

paralela a reta BC e, portanto, paralelaar.

Planos perpendiculares

Dois planos, a e B, sdo perpendiculares quando um deles contém uma reta r perpendi-
cular ao outro plano.

Observe o prisma representado. Nele: E
¢ oplano (ABC) é perpendicular ao plano (DCF), pois contém a reta B<_C),

que é perpendicular ao plano (DCF); A
* ndo se pode afirmar que os planos (ABC) e (BFC) sao perpendiculares

entre si, pois ndo ha indicacdo de que algum deles contenha uma

reta perpendicular a duas retas do outro. 1—2

O plano (ADC) é
perpendicular ao
plano (ABE), pois
yd
contém areta AD,
que é perpendicular
ao plano (ABE).
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Propriedades do perpendicularismo

Considere algumas propriedades do perpendicularismo que podem ser demonstradas.

Algumas propriedades do perpendicularismo

somente um plano perpendicular a

1. Por um ponto de uma reta passa 2.

Se uma reta r é perpendicular a um 3.

plano o, entdo toda reta paralelaa r

Duas retas perpendiculares a um
mesmo plano sdo paralelas. Dois

perpendiculares a um plano B, entdo
aretaré paralela a a.

r

=

essa reta. é perpendicular ao plano a e todo planos perpendiculares a uma
plano paralelo a a é perpendicular ar. mesma reta sdo paralelos.
o
o
] B r
— > T r - ———
P | s—enal
(o
r| s o B
4. Se uma reta r e um plano a sdo 5. Se os planos o e p sdo concorrentes | 6. Se uma reta r é perpendicular a um

e y é um plano perpendicularaa e a
B, entdo y é perpendicular a reta de
interseccdo entre o e .

plano o« em um ponto P, uma reta t
estd contida em o e ndo passa por
P, uma reta m esta contida em «,
passa por P e é perpendicular a t no

ponto R, entdo a reta Q4_I)? em que Q
pertence a r, é perpendicular a t.

Atividades resolvidas

n ~ . <> — .
R4. Dados trés pontos nao colineares, A, B e C, se as retas AB e AC sdo perpendiculares a uma

<> .
reta r, demonstrar queasretasre BC sao ortogonais.

» Resolucao

Seja o 0 plano determinado por A, B e C (postulado P6). Assim, pelo postulado P7, as retas AB ,

> ” . , . N «> ”
BC e AC estao contidas em . Como r é perpendicular as retas AB e AC, que sdo concorrentes,

r é perpendicular ao plano que as contém, isto é, r L a (teorema 4). Portanto, r é ortogonal a

~ H ~ . .
qualquer reta de o que ndo passe pelo ponto A. Logo, as retas r e BC sao ortogonais entre si.

R5. Considerando dois planos paralelos distintos, o e , e duas retas, res,comr Caes C f,
indicar todas as possiveis posicoes entre r e s.

» Resolucao

Existem duas possibilidades.

(I) Asretasres estdo contidas em um plano y, sendo ¥ # ace y # . Nesse caso, o plano y
intercepta o e 3, respectivamente, em r e s, que sao paralelas distintas.

(I

Nao ha um plano que contenha as retas r e s. Nesse caso, vamos considerar uma reta t
de 3 que seja paralela ar. A reta t determina com r um plano v, tal como o do item (l).
A reta t determina com s um plano que coincide com f. Assim, temos: r/t,t N's = {P},

rN's = @; logo, r e s sdo retas reversas.

No caso (Il), se as retas t e s forem perpendiculares, entdo r e s serdo retas ortogonais.
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10 a. O fio de prumo serve para verificar a perpendicularidade de superficies ou estruturas em relagéo ao solo, assegurando que estejam corretamente
alinhadas na vertical.
10 b. O nivel de bolha serve para verificar a horizontalidade ou a perpendicularidade de superficies.

R6. Demonstrar que duas retas reversas tém uma unica reta perpendicular comum.

» Resolucao

Sejam r e s duas retas reversas e « e 3 dois planos paralelos que contém r e s, res-

pectivamente.

Por um ponto C de r passa uma perpendicular ao plano p. Seja D o ponto de inter-

seccao dessa reta (C(Tj ) com f.

Por D passa uma Unica paralela (m) a reta r (postulado de Euclides). Essa reta esta

contida em f. Seja B a intersecgao da reta m com aretas.

. \ (_) . .
Por B passa uma Unica paralela a reta CD (postulado de Euclides), que intercepta a

_ <>
reta r no ponto A. Eareta AB.

<> . ., N g <>
A reta AB é perpendicular aos planos « e f, pois é paralela a reta CD; portanto, AB

VLA

é perpendicular a todas as retas de o e de § que passam por suas interseccdes com

esses planos.

<> 7 ’ . . A
Logo, AB é a Unica perpendicular comum as retasr es.

Atividades propostas

9.

10.

CRACKERCLIPS/
ISTOCK/GETTY IMAGES

11.

Quais das afirmagdes a seguir sao falsas? Justifique sua

resposta. 9. Afirmagdes a, b e c. Justificativas no Suplemento
para o professor.
a. Duas retas perpendiculares a uma mesma reta sao

paralelas entre si.

b. Se uma reta r e um plano o sdo paralelos, entdo toda
reta perpendicular ao plano a é perpendicular a retar.

c. Se uma reta r esta contida em um plano «, entdo toda
perpendicular a r é perpendicular a a.

d. Seumaretar é perpendiculara um plano o e esse plano
é paralelo a outro plano 3, entdo r é perpendicular a p.

Na construgao civil, qual é a fungo:

a. do fio de prumo?

b. do nivel de bolha?

Observe os segmentos AB, AD, AE, H G
BC, BF, CD, CG, DH, EH, EF, FGe HG £ F
do cubo representado.
D c
A B

11 a. 24 pares.

12.

13

11 b. 18 pares.

Registre em seu caderno

a. Quantos pares desses segmentos sio perpendiculares?
b. Quantos pares desses segmentos sao paralelos?

EMDUPLA Sejam P,M e S trés pontos ndo colineares, tais que M
> . . — o o
e PS estdo contidas no plano . Sejam KM L PM, QS L PS e

— <> .
KM //QS, como mostra a figura a seguir. 15, Resposta no

Suplemento para o
Q professor.

Nvard <>
Com um colega, mostrem que KM L oxe QS L a.
(Dica: Construam por P uma paralela a W.)

(Espcex-2023) Sobre os conceitos de Geometria Espacial
de Posicao, analise as proposicdes a seguir.

I. Se dois planos sdo secantes, entdo qualquer reta de
um deles é concorrente ao outro.
Se uma reta é paralela a um plano, ela é paralela a
infinitas retas desse plano.

Se dois planos tém uma Unica reta em comum, eles

sao secantes.

Duas retas perpendiculares a uma terceira sido per-
pendiculares entre si.

V. Se dois planos sido perpendiculares, entdo toda reta

de um deles é perpendicular ao outro. 13, Alternativa a.
Sobre essas proposigdes, é correto afirmar que

a. apenasa ll ea lll sdo verdadeiras.

b. apenasall,alll ealV sao verdadeiras.

c. apenasalealV sio falsas.

d. apenasalVeaVsio falsas.

e. todas sdo verdadeiras.
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14 a. Resposta no Suplemento para o professor.

14. Considere que um plano a é perpendicular a um plano B,
r € uma reta contida em o e r é perpendicular a reta de
intersecgdo entre os planos o e .

a. Mostre que r é perpendicular ao plano f.

b. EMDUPLA Compare a demonstragdo que vocé elaborou
com a de um colega. 14 b. Resposta pessoal.

15. Mostre que, no cubo representado a H G
seguir, a diagonal AC da face ABCD é
perpendicular ao plano (HFBD). E F
15. Resposta no Suplemento para o professor.
D/ C
A B

16. Sejam « e P planos paralelos distintos, A, B e C pontos
n3o colineares de a e P um ponto de p, tais que PA L p.
Se R, T e V sdo pontos médios de PB, PA e PC, respecti-
vamente, prove que o plano (RTV) é paralelo a .

, p
-
.
Vv
R
o
A q

B

16. Resposta no Suplemento para o professor.

Projecoes ortogonais e medidas de distancia

Projecoes ortogonais

Projecao ortogonal de um ponto sobre umareta

A projecao ortogonal de um ponto P sobre uma reta r é o
ponto P’, que é a interseccdo de r com a reta perpendicular
a r que passa por P.

Em particular, se P pertencer a r, sua proje¢do ortogonal sobre
rsera o proprio P.

Projecao ortogonal de um ponto sobre um
plano

A projecao ortogonal de um ponto A sobre um plano o é o
ponto A’, que é a interseccdo, com esse plano, da reta que
passa por A e é perpendicular a a.

Em particular, se A pertencer a o, sua projecao ortogonal sobre
o serd o proprio A.

Projecao ortogonal de uma reta sobre um plano

Consideremos uma reta r e um plano a.

rlao

Serla comrnaoa={A}
entdo a proje¢do ortogonal
de r sobre o é o ponto A.

48

Se areta r ndo é perpendicular ao plano «, entédo a pro-
jecdo ortogonal de r sobre o é a reta s determinada pela
projecao ortogonal de dois pontos distintos de r sobre a.
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A projecdo ortogonal de uma figura sobre um plano é a figura formada
pelas projecdes ortogonais dos pontos dessa figura sobre esse plano.

O triangulo é a projecao
ortogonal dessa piramide,
nessa posicao, sobre o plano a.

Considere o cubo representado. Nele, temos que a projecdo
ortogonal do:

e ponto Csobre o plano (ABE) é o ponto A;

e ponto Csobre o plano (ACE) é o proprio ponto C;

* segmento CD sobre o plano (ABE) é o segmento AB;
® segmento AD sobre o plano (ABE) é o segmento AB;
e segmento AC sobre o plano (ABE) é o ponto A.

Medidas de distancia

Medida da distancia entre dois pontos

Se A e B sao dois pontos do espaco, a medida da distancia entre eles € a medida do com-

primento do segmento de reta AB em certa unidade de medida.

Indicamos a medida da distancia de A a B (ou medida da distancia de Ba A) assim: d 3 (oud; ,)

Considere o exemplo.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Na reta numérica, se o ponto A representa o numero real -2 e B, o numero real 1, entdo a
medida da distancia de A a B é 3, que ¢ a medida do comprimento do segmento AB, deter- O médulo, ou va-

minada pelo valor absoluto da diferenca dos nimeros -2 e 1.

3-2-10 1 2 3
A B !

I
|
|
|
>
|

u:

Simbolicamente, temos: d, p=AB=((-2) - (1)|=|-3|=3

dg Aa=BA=|(1)-(-2)|=|1+2=3|=3
Assim:dp y=BA=d, y=AB=3

lor absoluto, de
um numero real x,
indicado por |x|, é
definido como:
IXI—{ x,sex>0
T l-x,sex<0

Nesse caso, a unidade de medida de comprimento utilizada (u) é a medida do comprimento
do segmento cujos extremos representam dois numeros inteiros consecutivos.

Medida da distancia entre um ponto e umareta

A medida da distancia entre um ponto P e uma reta r é a medida
da distancia entre P e sua projecdo ortogonal P’ sobre r.

Indicamos a medida da distancia de P a r assim: dp , = PP’
Considere o exemplo.

No cubo representado, o comprimento da(il;esta mede 3 cm,
entdo a medida da distancia do pon:cg)Cé retaAB é 3 cm. A medida
da distancia HB, do ponto H a reta AB, é 3v2 cm, pois o tridangulo
BHD é retangulo. Portanto, pelo teorema de Pitagoras, temos:

(HB)? = (DH)? + (DB)? = (HB)?> = (3 cm)? + (3 cm)? = HB = 3v2 cm

49



ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Medida da distancia entre um ponto e um plano
A medida da distancia entre um ponto A e um plano o é a medida

da distancia entre o ponto A e sua projecdo ortogonal A’ sobre a.
Indicamos a medida da distancia de A a a assim: d, , = AA’

Medida da distancia entre umaretaeum
plano paralelos
Dados um plano a e uma reta r paralelos, a medida da distancia

entre aretare o plano a é a medida da distancia entre um ponto
A qualquer de r e sua projecédo ortogonal A' sobre a.

Indicamos a medida da distancia de ra a assim: d, , = AA’

Medida da distancia entre dois planos paralelos

Dados dois planos paralelos, o e B, a medida da distancia entre
eles é a medida da distancia entre um ponto A qualquer do plano
o e sua projecao ortogonal A' sobre o plano B, ou vice-versa.

Indicamos a medida da distancia de « a p assim: d, ; = AA’

No cubo representado, temos:
. PN . <> <> , . N
e a medida da distancia entre as retas paralelas EF e CD é igual a
medida da distancia entre um ponto de uma delas e a outra, por
exemplo, entre Ce fE_F) que é 2vV2 cm;
¢ a medida da distancia entre os planos (CDG) e (ABE) é 2 cm.

Medida da distancia entre duas retas reversas

Dadas duas retas reversas, r e s, a medida da distancia entre elas é a
medida da distancia entre qualquer ponto de r e o plano que contém
s e é paralelo a r, ou vice-versa.

A medida da distancia entre duas retas reversas pode ser nula? Por qué?

Questao. Nao, pois elas ndo tém ponto
comum, ou seja, hao se cruzam.

Atividade resolvida

R7. Considerando o cubo representado anteriormente, mostrar que:

50

a. a medida da distancia entre os pontos F e D é 2v3 cm;

b. a medida da distancia entre a reta AD e o plano (EBC) é V2 cm.

» Resolucao

a. O /\ABF éretangulo em B, que é angulo interno do quadrado ABFE. Como AB=BF =2 cm,
pelo teorema de Pitagoras, temos: (AF)2 =2 cm)2 +(2 cm)2 = AF=2V2cm
O /ADAFé retangulo, pois DA L plano (ABE). Logo, DA é perpendicular a todas as retas

desse plano que passam por A e, portanto, DA L AF.

Assim, aplicando o teorema de Pitagoras no /\DAF, temos:
(DF)? =2 cm)*+(2v2 cm)® = DF=2vV3 cm

Logo, a medida da distancia entre os pontos Fe D é 23 cm.

b. A medida da distancia entre AD e o plano (EBC) é DP, que é metade da medida do com-
primento da diagonal de uma face do cubo. Assim:

DP=(2v2 cm):2=+v2 cm
Logo, a medida da distancia entre a reta AD eo plano (EBC) é V2 cm.

Dey---r--ox

A r
3 o
A’.ﬂ
A
[}
1 B
a
G H
pli ¢
A
: 2cm
A r
——
A (3
. 2cm
Gy
pl i €
2R
A B
G H
_P
b C
-
A B
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17. Podemos afirmar que o ponto A pertence ao plano .

Atividades propostas

Registre em seu caderno

17. ARGUMENTAGAO Se a medida da distincia de um ponto A a um plano a é nula, o que podemos
afirmar sobre a posicdo de A em relagdo a o?

18. ARGUMENTAGAO Se uma reta r é paralela a um plano o, a medida da distancia de qualquer
ponto de r ao plano o é sempre a mesma. Nessa situagao, o que podemos dizer sobre a medida
da distancia de qualquer ponto de & em relagdo a reta r?

19. Considerando o paralelepipedo representado a seguir, determine a medida da distancia entre:

<
a. EFeGC;19a.2¢cm H G
>
b. EF e HG; 19b.2 cm [ F
> :
c. EFeDC; 19¢c.V/29 cm ;
d. fFeo plano (HGF); 19 d. Nula. 5cm
hTv1 ,
e. EH e o plano (ABC); 19e.5¢cm D c
f. o plano (EHD) e o plano (FGC); 19. 3 cm 5 em
g. o plano (ABC) e o plano (HGF). 19.g.5cm A 3wm B

Angulos e diedros

Medida da abertura do Angulo formado por duas
retas concorrentes

Duas retas concorrentes determinam quatro angulos, dois a dois opostos pelo vértice A

(0.p.v.) , portanto, congruentes dois a dois. Nesta representacao das retas concorren-
tes ,ﬁ e B?, os pares de angulos congruentes (e 0.p.v.) sdo: AEBe CL?D,' AEC e BED.

A partir de agora, fica estabelecido que, quando nos referimos ao angulo formado B
por duas retas concorrentes ndo perpendiculares, consideramos aquele de menor
medida de abertura (se elas forem perpendiculares, a abertura do angulo formado por elas
mede 90°, por defini¢do de retas perpendiculares). Conhecida a medida da abertura do menor
dos quatro angulos, podemos determinar as medidas de abertura dos demais.

. ~ «—> e
Por exemplo, ao nos referirmos ao angulo formado pelas retas concorrentes AD e B

7

representadas, consideramos o angulo AEB ou o angulo CED.

Observe a figura.

Como os angulos AOB e COD sio 0.p.v., temos m(AaB) = m(CaD),
isto &, m(COD) = 80°.

Os angulos AOC e AOB sdo suplementares; entédo m(AOC) = 100°.
Portanto, m(AOC) = m(BOD) = 100°, pois AOC e BOD séo 0.p.V.

Medida da abertura do Angulo formado por duas
retas paralelas

A medida da abertura do angulo & entre duas retas paralelas é igual a 0°.

r=s

S

rfser=s=m(a)=0° rfserns=g@=m(3d) =0

18. Podemos dizer que a
medida da distancia de

qualquer ponto do plano «

a reta r € maior ou igual

a medida da distancia de
qualquer ponto da reta r ao
plano a.
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Quando nos refe-
rimos ao angulo
formado por dois
planos concorrentes
ndo perpendicula-
res, consideramos
aquele de menor
medida de abertu-
ra, formado pelas
retasset.

52

Medida da abertura do angulo formado v
por duas retas reversas

A medida da abertura do angulo entre duas retas reversas, re s, é igual
a medida da abertura do dngulo & formado pelas retas r e s’, sendo s’
uma reta paralela a s e concorrente com r. s
Podemos escrever: se r e s reversas, s//s’, s' nr ={V}, entdo a medida
da abertura do éngulo formado pelas retas reversas r e s é igual a medida da abertura do
angulo 3 formado pelasretasres'.

Medida da abertura do Angulo formado por uma
reta e um plano

Se uma reta r nao é perpendicular a um plano «, a medida de abertura do angulo formado
por r e o é igual & medida da abertura do angulo & formado por r e r’, sendo r’ a projecio
ortogonal de r sobre a.

No caso em que r é perpendicular ao plano «, a abertura do angulo formado pelaretare
pelo plano « mede 90°.

Reta r ndo concorrente como planoa (rC aourna = @)

/r

rCa=>r=r"em(d)=0° rfaer¢oa=rjrem(a)=0°

\Q
ﬁ\

Reta r concorrente com o plano a (r n « = {P})

o ALa_—.
a
rna={P}=>rnr' ={P} r e a sdo perpendiculares; entéo, r e s sdo
A medida da abertura do angulo formado perpendiculares.
por r e o é igual & medida da abertura do As medidas de abertura dos angulos
angulo a formado porre r'. formados por r e s e por r e a séo iguais a 90°.

Medida da abertura do angulo formado por dois planos

Se dois planos, a e B, sdo concorrentes, r é a reta de interseccao deles, y é um plano per-
pendicular a reta r e as retas s e t sdo, respectivamente, as intersec¢des de o e p com y, entado
a medida da abertura do angulo formado pelos planos a e p é igual a medida da abertura
do angulo 3 formado pelas retas s e t.

Se dois planos, o e B, séo paralelos, entdo o angulo formado por eles é nulo (a abertura
mede 0°).

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Diedro

Antes de falarmos sobre diedro, serd necessario apresentar um novo postulado, conhecido
por postulado da separac¢ao de planos.

P9. Dada uma reta t contida em um plano «, essa reta divide o plano em dois conjuntos

de pontos convexos e disjuntos, o’ e a”, de tal modo que o segmento de reta que liga
Quando ANB=g, um ponto qualquer pertencente a o' a um ponto qualquer de «” tem um Unico ponto
dizemos que A e Bsdo em comum com a reta t.

conjuntos disjuntos.

- 57

Com base nesse postulado, podemos definir semiplano:

Seja um plano o e uma reta t, contida nesse plano, de tal modo que o plano fique dividido
em dois conjuntos de pontos, o’ e a”: cada um dos conjuntos o’ U t e o” U t é chamado de
semiplano, sendo a reta t a sua origem.

Agora, com base no postulado P9 e na definicdo de semiplano, vamos definir diedro.

t Ez
aresta Sejam E, e E, dois semiplanos de mesma origem t, ndo contidos em um mesmo plano.
Chama-se diedro ou angulo diedro a figura formada pela reunido dos semiplanos E, e E,.
faces
E:/ Dado um diedro e um plano « perpendicular a aresta do diedro, chama-se angulo plano
a interseccdo do plano o com o diedro. A medida de abertura & desse angulo é considerada
diedro E. U E a medida do diedro.
1 2
Observagao E
Para medida de die- \.——J
dro, consideraremos ] a 1
0° < m(3) < 180°. o ] 1
E, m(a) é a medida do
diedro E; U E,
Atividades resolvidas
R8. Identificar os die- t d » Resolugéo
dros representa- E, ’ Consideremos os semiplanos E, contido no
dos na figura. plano (ABC), E, contido no plano (ACD),
g Resolucs : E, contido no plano (ADB) e E, contido no
5 > Resolugao Q plano (BCD). Assim, temos:
g E,UE,;E,UE; E;UE;. . PN
s « E,UE, (orlgem BC);
g R9. Nomear os seis A ( . <—>)
3 diedros do tetrae- - B UE,[origem C£ ;
(@]
8 dro representado « E,UE, (origem AC);
8 a seguir. . —
3 B D « E,UE, (orlgem AD );
@ <>
u:‘; C « ELUE, (origem AB );
i «—>
2 « E;UE, (origem BD|.
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Atividades propostas

20. Nomeie todos os diedros da figura. (Dica: Existem mais de
trés diedros.) 20. Ey UE, E,UEG EgUE, Efy UES E; UE,.

22. Justificativas no Suplemento para o professor.

Registre em seu caderno

~ . . Svard
22. ARGUMENTAGAO Seja E; U E, um diedro de aresta KM, tal que
. — — — =
as semirretas AB e PQ estaoem E; e AC e PR estao em E,.

K

21. Na figura a seguir, a projecio ortogonal de AB sobre aé BC A
tal que AB =2+ BC. O segmento PQ é perpendicular ao plano
B. Determine a medida de abertura do angulo ABC.

O planeta Terra
tem o formato
parecido com o
de uma esfera.
Por isso, as proje-
¢des cartograficas
da superficie da
Terra utilizam o
globo terrestre,
que é esférico,
como referéncia.

A projecado plana
aqui exemplifi-
cada é polar, pois
foi realizada em
um plano que
tangenciou a
superficie terres-
tre em um dos
polos.

OBJETO DIGITAL

Infografico clicavel:

Projecdes cartograficas
Este infografico amplia as informagdes sobre as

N

5 E

2 1

21.60°

Q a. Se a medida de abertura dos angulos MAB e KAC é

90°, podemos afirmar que BAC é um angulo plano do
diedro? Justifique sua resposta. 22 a. Sim.

b. Seamedida de abertura do angulo RPQé90°, podemos

As projecoes cartograficas

Atualmente, em grande parte dos livros, atlas e sites predominam mapas elaborados com
base em determinadas proje¢des cartograficas. Isso faz com que a maior parte das pessoas
tenha memorizado uma representacdo da superficie terrestre parecida. No entanto, é impor-
tante destacar que cada mapa apresenta uma representa¢do com alguma distorcdo devido a
impossibilidade de representar uma superficie curva, como é a da Terra, em uma superficie
plana, como um mapa, sem que ocorram extensdes e/ou contracdes.

Projecao cartografica é uma forma de representacao da superficie terrestre em um plano.
Existem diferentes proje¢des cartograficas e, devido a impossibilidade de realizar perfeita-
mente a representacdo de uma superficie esférica em um plano, todas elas apresentam algum
tipo de deformacao.

Considerando a superficie em que serdo projetados os pontos da Terra, podem-se classificar
as projecdes em plana, cdnica e cilindrica.

Projecao plana (ou azimutal): a projecdo é realizada em um plano que tangencia a super-
ficie terrestre. Ela é mais utilizada para a representacdo de regiées menores do globo, como
as polares e até mesmo estados, cidades e bairros.

PROJEGCAO PLANA (OU AZIMUTAL)

)

/ﬂ\\i
%

=
7

ARQUIVO DA EDITORA

<
e

au
X

\

MAPAS: ANDERSON DE ANDRADE PIMENTEL/

Fonte: elaborado com base em IBGE. Atlas geografico escolar.
9. ed. Rio de Janeiro: IBGE, 2024. p. 26.

projegdes cartograficas aqui estudadas.
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afirmar que PQ //AB ? Justifique sua resposta. 22 b. Nzo.
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Projecdo conica: os pontos da superficie terrestre sdo Projecao cilindrica: os pontos da superficie terrestre
projetados na superficie lateral de um cone e, em seguida, sdo projetados na superficie lateral de um cilindro e, em

essa superficie é planificada. seguida, essa superficie é planificada.
PROJECAO CONICA PROJECAO CILINDRICA
E e T | o ] ~———]
\ Y A 4
7 | dod
TN T §V§'
A wj‘m
\ 2 { BN
&{ry jo /\‘\6 }
N e R B S e e
Fonte: elaborado com base em IBGE. Atlas geografico escolar. Fonte: elaborado com base em IBGE. Atlas geografico escolar.
9. ed. Rio de Janeiro: IBGE, 2024. p. 26. 9. ed. Rio de Janeiro: IBGE, 2024. p. 26.

Mercator e Peters

Duas projegdes cilindricas destacam-se na cartografia escolar: a de Mercator e a de Peters.
A projecao de Mercator ndo deforma os angulos; ja a projecao de Peters mantém as medidas
das areas proporcionais a realidade, mas altera o formato dos paises.

A projecao de Mercator difundiu-se pelo mundo porque era muito Util a navegacdo mari-
tima, ja que as medidas de abertura de seus angulos correspondem as medidas reais. Nessa
projecdo, porém, pode fazer com que os territérios que apresentam, no globo terrestre,
pequenas medidas de area parecam ser maiores quando planificados. A Groenlandia, por
exemplo, que é uma ilha da Dinamarca, aparenta ter medida de drea bem maior que a do
Brasil (a medida real da area do Brasil é aproximadamente igual a quatro vezes a medida da
area da Groenlandia).

Um dos criticos dessa projecdo foi Arno Peters. Em seu planisfério, publicado em 1973, es-
tdo em destaque as regides situadas nas latitudes intertropicais, que ocupam a parte central
do mapa. Essa projecdo contraria a de Mercator, na qual as regides de altas latitudes sofrem
grande deformacgéo.

PLANISFERIO DE MERCATOR PLANISFERIO DE PETERS
[ Groenlandia = + = = i
X A . - ’ \\? A ~ Y
' %’}h 3 . W\& |Groenléndia @ Cﬁ

. ° :(‘.':: 2.
et S = AN - _ :}Zg\%

iy

GRS
Ao
]
P ]

V\\\&.J ': ‘ v

SN

f B Brasil |

|BrasH|

=
N
%
3
$
?
]
7\/.,
L
N

J//\ \A// R [ | T |
Fonte: elaborado com base em IBGE. Atlas Fonte: elaborado com base em IBGE. Atlas geografico escolar. 9. ed. Rio
geografico escolar. 9. ed. Rio de Janeiro: de Janeiro: IBGE, 2024. p. 26.

IBGE, 2024. p. 28.
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Projecao de Eckert i

Outra projecdo bastante comum para mapeamentos do mundo é a chamada projecao de
Eckert Ill. Essa projecdo tenta minimizar as distor¢des, mantendo a proporcionalidade, mas
sem conservar as medidas das aberturas dos angulos, das areas e das distancias.

O atlas geografico escolar do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), por
exemplo, apresenta mapas tematicos do mundo centrados no Brasil obtidos pela projecao
de Eckert Il1.

MUNDO: AREAS PROTEGIDAS - 2021

OCEANO GLACIAL ARTICO, ’

.- OCEANO

iNDICO
> & o

Area de Protecdo |
Ambiental

Il Terrestre

I Marinha 12830 km |

Fonte: elaborado com base em IBGE. Atlas geografico escolar. 9. ed. Rio de
Janeiro: IBGE, 2024. p. 68.

Atividades propostas

23. Na projecdo cilindrica, os paralelos e os meridianos séo | 26. (Enem-2016) A ONU faz
representados por segmentos de reta. Dé as posi¢oes re- referéncia a uma projecao
lativas das retas suportes dos:

24

25

56

a. paralelos; 23 a. Paralelas. A figura que ilustra o modelo

b. meridianos; 23 b. Paralelas.
c. paralelos em relacdo aos meridianos. 23 c. Perpendiculares.

Na projecdo conica, os paralelos sdo: 24. Alternativa d.
a. circulos concéntricos.

b. circunferéncias concéntricas.

c. raios de circunferéncias concéntricas.

d. arcos de circunferéncias concéntricas.

Na projecdo azimutal polar, os meridianos: 25. Alternativa c.
a. ndo convergem para um polo.

b. sao circunferéncias concéntricas.

c. convergem para um polo.

d. sdo raios paralelos.

Paralelos: linhas imaginéarias que circulam a
Terra no sentido leste-oeste.

Meridianos: linhas imaginarias que cortam a
Terra no sentido norte-sul, ligando um polo

cartografica em seu logotipo.

dessa projecao é:
26. Alternativa a.

ANDERSON DE ANDRADE PIMENTEL/ARQUIVO DA EDITORA

REPRODUGAQ/ONU

ILUSTRAGOES: CATHERINE A. SCOTTON
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PARA FINALIZAR O CAPITULO 2

CONEXOES ENTRE CONCEITOS

Analise o mapa conceitual a seguir com a relacdo entre alguns contetdos estudados neste
capitulo.

Sistema

dedutivo

estabelece

v

)

1
;'_J

que envolvem

Y

2

——

v v v
(o) (3] (3]

Relacione os numeros do mapa conceitual com os conteudos apresentados a seguir.

RENAN ORACIC/ARQUIVO DA EDITORA

A. Plano B. Postulados C. Nocdes primitivas

Conexoes entre conceitos. A-3;B-1;C-2.

SUGESTOES DE AMPLIACAO

Livro

Medidas desesperadas: comprimento, area e volume
Kjartan Poskitt

Sao Paulo: Melhoramentos, 2005. (Cole¢do Saber horrivel).

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

O autor utiliza uma linguagem bem-humorada para abordar conteddos matematicos,
explorando-os do ponto de vista atual e de outras épocas. Assim, tem-se uma proposta
criativa e instigante que facilita a aprendizagem de assuntos vistos na escola e também fora
dela. Com esse jeito especial de explorar as ideias matematicas, o autor apresenta temas
como unidades de medida antigas e atuais, além das grandezas area, perimetro e volume,
angulos e figuras geométricas.

REPRODUGAO/EDITORA MELHORAMENTOS

Software
GeoGebra

0 GeoGebra é um software que combina Geometria e Algebra e tem uma versdo que pode
ser usada on-line. Entre suas diversas funcionalidades estdo a realiza¢do de atividades de
Geometria dindmica e a constru¢do de sélidos geométricos.

Disponivel em: https://www.geogebra.org/3d?lang=pt. Acesso em: 30 ago. 2024.

Site
The True Size of...

Por meio desse site, é possivel comparar visualmente a medida da area de diversos paises
representados na projecdo de Mercator.

Disponivel em: https://thetruesize.com. Acesso em: 30 ago. 2024.
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AUTOAVALIACAO

Q1. Considere dois pares de retas distintas, (r, s) e (t, m), tais
quer//s etem sio reversas. O que esses dois pares de retas
tém em comum? Q1. Alternativa c.

a. Sédo coplanares.
b. Nao sdo coplanares.
c. Nio tém intersecgéo.

d. Tém apenas um ponto em comum.

Q2. Considere dois pares de retas distintas, (r, s) e (t, m), tais que
r//s e t e m sio reversas. Qual é a alternativa que descreve
uma diferenca entre esses dois pares de retas?

. . . Q2 Alternativa a.
a. r e s sdo coplanares, mas m e t nio sdo.
b. r e s ndo sdo coplanares, mas m e t sdo.
c. r e s ndo tém ponto comum enquanto t e m sao
concorrentes.

d. Nenhuma das alternativas anteriores.

Q3.Uma reta r é perpendicular a uma reta s, contida em um
plano o, e r é ortogonal a uma reta t, contida em o e con-
corrente com s. Portanto, podemos afirmar que:

. . Q3. Alternativa b.
a. r ndo pode ser perpendicular a a.
b. r é necessariamente perpendicular a .
c. r pode ser paralela a a.

d. r ndo pode ser secante a a.

Q4.Um plano a é paralelo a duas retas distintas, r e s. Assim,
pode-se afirmar que r e s: Q4. Alternativa b.
a. sdo paralelas, necessariamente.

b. podem ser perpendiculares.
C. Sa0 reversas, necessariamente.

d. r ndo pode ser secante a .

Q5. Se a projecdo ortogonal de uma reta r sobre um plano o é
um ponto P, entdo: Q5. Alternativa d.

c. rNo#P

drla

a. r//a
b.rNoa=g@

Considere a figura para responder as questdes 6 a 9.

Q6. A medida da distancia entre os pontos A e C é:
a. 2cm ¢ 20cm Q6. Alternativa d.
b. 4cm d. 2V5cm

Q7. A medida da distancia entre o ponto A e o plano (BCF) é:
a.2cm c. 20 cm Q7. Alternativa b.
b. 4cm d. 5v2 cm

<«

Q8. A medida da distancia entre o ponto A e areta GH é:
a. 2vV2 cm c. 20 cm Q8. Alternativa a.
b. 4cm d. 5v2 cm

Q9. A medida da distancia entre o ponto A e o plano (DHE) é:

c. 20 cm Q9. Alternativa d.
d. 0cm

a. 2cm

b. 4cm
Q10. O angulo entre a reta r e o plano a é nulo. Entdo, podemos

afirmar que:  Q10. Alternativa d.

a. existe um ponto P tal que r N o = {P}.

b. existe umaretas C o tal quer L.

c. aretar é perpendicular ao plano a.

drNoa=rourNoa=4qg. Q11. Alternativa c.

Q11. A figura apresentada, formada tp E,
pela unido dos semiplanos de
mesma origem e ndo coincidentes
E, eE,, é denominada: >
a. projecio. c. diedro. faces
b. sélido. d. plano. &
Q12. O que podemos afirmar sobre a projecdo de Mercator?
Q12. Alternativa c.

aresta

a. E uma projecio conica.
b. Mantém as medidas de area proporcionais a realidade.
c. Nio deforma angulos.

d. E utilizada para representar regiées menores do globo
terrestre.

Se vocé ndo acertou uma ou mais questdes, consulte o quadro a seguir para verificar a
quais conceitos cada questdo estéd relacionada. Depois, releia a teoria e refaga as atividades

correspondentes. Se necessario, peca ajuda ao seu professor.

Relacao entre as questoes e os objetivos do capitulo

Objetivos do capitulo

Q1/Q2|Q3 Q4|Q5/Q6|Q7|Q8|Q9 Q10/Q11/Q12

aplica-las na resolucdo de problemas.

Identificar a posicdo relativa entre retas; planos; retas e planos; e

X | X | X | X|X X

Identificar e calcular medidas de distancia entre pontos; ponto e
reta; ponto e plano; retas; reta e plano; planos.

Identificar um diedro e determinar sua medida.

Reconhecer diferentes proje¢des cartograficas e investigar
deformacdes provocadas por algumas delas.
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Além de desenvolver a criatividade, a Matematica pode ser recreativa.

Nos celulares e em outras plataformas de informética, jogos eletronicos aplicam conceitos
matematicos ndo sé na estrutura légica de seus programas, ao gerenciar a animagédo do
enredo e da trama, mas também como objeto principal do entretenimento que oferecem.

Por exemplo, imagine um jogo no qual a construcdo em perspectiva de cenarios e de aderecos
é feita por meio da composicdo e da justaposi¢do de elementos que tém formato parecido
com o de sélidos geométricos. Essa construcdo estd inserida em um contexto animado com
perigos, armadilhas e disputa entre personagens, também compostos de elementos que tém
formato parecido com o de sélidos geométricos.
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Um jogo como esse, que tem tratamento grafico inspirado nos sélidos geométricos, além
de ampliar a visdo espacial do usuario, desenvolve habilidades relativas aos processos de
investigacdo, de construcdo de modelos e de resolucdo de problemas. Neste capitulo, vamos
estudar um pouco mais os sélidos geométricos.

Solidos geométricos

O estudo dos mais variados formatos geométricos sempre instigou a mente humana. Um
destaque nesse campo de interesse sdo as figuras que hoje denominamos sélidos geomé-
tricos. Um dos motivos para a importancia desse estudo é a constante aplicabilidade das
propriedades dos solidos geométricos a situa¢des do mundo fisico tratadas em diversas areas
do conhecimento, como a Arquitetura, a Engenharia e as Artes.

Solidos geométricos e figuras planas

Ao nosso redor, ha diversos objetos que se parecem com figuras geométricas planas e ndao
planas. As superficies podem ser planas ou ndo planas, ao passo que os solidos geométricos
sdo sempre ndo planos.

Embora os solidos geométricos exibam formatos bastante diversos, é possivel classifica-los
em dois grandes grupos: os poliedros e os corpos redondos.

Observe nos quadros algumas figuras planas que podem ser obtidas de alguns sélidos

Seccao dos solidos geométricos por planos

Poliedros Corpos redondos

Solidos
geométricos

A 5 S

P

Regiao de corte
(figuras planas)

¢ ] e ©

geométricos.

Apoiando os sélidos geométricos em um plano

Poliedros Corpos redondos

Sélidos
geométricos

Regiao de apoio
(figuras planas)

[ >
A _—

)

retdngulo triangulo ponto segmento de reta circulo
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Neste capitulo, vamos estudar um dos tipos de sélidos geométricos: os poliedros.
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Poliedros

Superficie poliédrica fechada e poliedros

Todo poliedro apresenta uma superficie chamada superficie poliédrica fechada.

Uma superficie poliédrica fechada é composta de um numero finito (maior ou igual a
quatro) de superficies poligonais planas, de modo que cada lado de uma dessas superfi-
cies coincida com apenas um lado da outra.

Observe as figuras a seguir.

Entre essas duas figuras, apenas a da esquerda representa uma superficie poliédrica fechada.

Considerando que uma superficie poliédrica fechada delimita uma porcdo do espaco em
seu interior, vamos definir poliedro.

Poliedro (do grego poli, “muitas, vérias”, e edro, “"face”) é o s6lido geométrico formado
pela reunido de uma superficie poliédrica fechada com todos os pontos do espaco deli-
mitados por ela.

face

Elementos de um poliedro

Em um poliedro, podemos destacar os elementos a seguir. \

\ / aresta
b, s

vértice

e Face - cada uma das superficies poligonais que compdem a
superficie do poliedro.

e Aresta — lado comum a duas faces.
e Vértice - ponto comum a trés ou mais arestas.
Um poliedro costuma ser nomeado de acordo com o nimero de faces que possui. Para isso, jus-

tapdem-se dois elementos: um de origem grega, indicativo do nimero de faces, e o elemento de
composicdo edro. Por exemplo, um poliedro de 4 faces chama-se tetraedro: tetra (4) + edro (face).

Considere os exemplos.

OBJETO DIGITAL IE]oE]

clicavel: Formato de
alguns poliedros na
arquitetura brasileira
Este mapa clicavel apresenta
construgdes e monumentos
em diferentes cidades
brasileiras cujo formato se
parece com o de alguns
poliedros.

a. b. C.
e ————— // “ Observagiao
As arestas do polie-
@ \I dro s&o os lados dos
poligonos que deter-
minam as faces.
Os vértices do polie-
6 faces 14 faces 12 fajce.s dro sio os véftices
hexaedro { 8 vértices tetradecaedro{ 16 vértices dodecaedroq 20 vértices desses poligonos.
12 arestas 28 arestas 30 arestas
Observe no quadro a seguir alguns dos nomes de poliedros.
Nomes de alguns poliedros
Numero de faces 4 5 6 7 8 12 20
Nome do poliedro tetraedro | pentaedro hexaedro heptaedro octaedro | dodecaedro | icosaedro
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Atividades propostas

Registre em seu caderno

1. Escreva o nome do poliedro representado a seguir. 3. Analise o solido a seguir para responder a questao.

1. Pentaedro.

2. Um galpdo tem o formato representado pela figura. Qual
€ o nome do poliedro correspondente? 2. Heptaedro.

Quantas faces, arestas e vértices esse sélido tem?

3. 14 faces, 36 arestas e 24 vértices.

Poliedro convexo e poliedro niao convexo

Os poliedros que ndo apresentam “reentrancias” em sua superficie sdo denominados convexos;
os que tém “reentrancias” sdo denominados ndao convexos (ou concavos). De maneira mais precisa:

Se cada plano que contém uma face de um poliedro posiciona as demais faces em um mesmo
semiespago, entdo o poliedro em questdo é convexo; caso contrario, é nao convexo (ou céncavo).

Um plano o divide o espago em dois semiespacos de mesma origem a.

o .
semiespago
(1

-— =

semiespaco
0

Em cada figura a seguir, foi destacado um plano que contém uma das faces do poliedro. Observe.

Exemplos de poliedros convexos e nao convexos

Poliedros convexos Poliedros nao convexos

W

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Relagao de Euler

Os elementos dos poliedros mantém entre si muitas relacdes
geométricas, numéricas e métricas. Entre as relacdes numé-
ricas, uma das mais importantes é denominada relacao de
Euler, que relaciona o numero de vértices (V), de arestas (A) e
de faces (F) de qualquer poliedro convexo. Essa relagdo pode
ser escrita assim:

V+F-A=2

62

Esse selo comemorativo,

de 1983, mostra a importancia
da descoberta da relagdo de
Euler, que recebe o nome do
matematica sui¢o Leonhard
Euler (1707-1783).
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Vamos verificar a validade da rela¢do de Euler para os poliedros convexos representados

no quadro a seguir.

Verificacao da validade da relacdo de Euler para alguns poliedros convexos

Poliedro Vértice (V) Face (F) Aresta (A) V+F-A
72

A | - : : :
,/

<==|I 6 6 10 2
\

Embora todo poliedro convexo satisfaca a relacdo de Euler, nem sem-
pre um poliedro que satisfaz essa relagdo é convexo. Observe, como

exemplo, o poliedro representado.

Ele tem 24 vértices, 14 faces e 36 arestas. Assim:
24 +14-36=2

V+F-A=2

Logo, esse poliedro satisfaz a relacdo de Euler, mas ndo é convexo.

Atividades resolvidas

R1. Obter o nimero de arestas de um poliedro convexo que
tem 6 faces e 8 vértices.

» Resolucao

Como a relagdo de Euler é valida para todos os poliedros
convexos, temos:
V+F-A=2=2>A=84+6-2=>A=12

Portanto, esse poliedro possui 12 arestas.

R2. Quantos vértices tem um poliedro convexo com 4 faces
triangulares e 5 faces quadrangulares?

4a.V=16,F=10e A =24,
ndo convexo.

4b.V=9,F=9e¢
A = 16; convexo.

Atividades propostas

4. Determine o numero de vértices, de faces e de arestas de cada
poliedro e, depois, classifique-os em convexo ou nao convexo.

b- '
5. Verifique a validade da relagao de Euler para cada poliedro.

<

poliedro |
5. A relacdo de Euler é vélida para os dois poliedros.

poliedro I

» Resolucao

O numero de faces do poliedro é 4 + 5, ou seja, 9.

As 4 faces triangulares tém 12 lados (4 - 3), e as 5 faces
quadrangulares tém 20 lados (5 - 4). Entdo, o numero de
arestas é dado por (12 + 20) : 2 = 16, pois cada aresta é
lado comum de exatamente duas faces (portanto, cada
aresta foi contada duas vezes). Assim, o poliedro tem
16 arestas e 9 faces. Logo:

V4+9-16=2=>V=9

Portanto, esse poliedro tem 9 vértices.

Registre em seu caderno

6. Alberto é torneiro mecénico e deve construir uma peca
macica de acordo com o modelo a seguir.

Verifique se o poliedro que se parece com essa pega satisfaz
arelagdo de Euler. 6. A relagdo de Euler é satisfeita.

7. Calcule o nimero de vértices de um poliedro convexo que

tem apenas 2 faces pentagonais e 5 faces quadrangulares.
7. 10 vértices.

63



8. Observe os poliedros e, em seguida, responda as questdes. | 9. Em um poliedro convexo, o niimero de arestas excede o
3 / \ ndmero de vértices em 6 unidades. Calcule o nimero de
C L ; o faces desse poliedro. 9. 8 faces.
D) 7 B - 10. 11 faces.
’ f | ; 10. Um poliedro convexo com 11 vértices tem o nimero de
 AE—— )\\ == R By faces triangulares igual ao nimero de faces quadrangulares e
27 ) 1 face pentagonal. Calcule o nimero de faces desse poliedro.
poliedro | poliedro Il 11. Calcule o numero de faces triangulares e quadrangulares
Qual desses poliedros: de um poliedro convexo (que s6 tem esses dois tipos de
a. ¢ um poliedro concavo? 8 a. Poliedro . face) com 20 arestas e 10 vértices. 11f£ef:°qisag'rzﬁgﬂ';:e
b. tém mais faces? 8 b. Ambos tém 12 faces. 12. Um poliedro convexo de 9 vértices é formado apenas por faces
€. tém menos vértices? 8 c. Ambos tém 10 vértices. triangulares e quadrangulares. O nimero de faces triangulares
d. tém mais arestas? 8 d. Ambos tém 20 arestas. e o numero de faces quadrangulares sio niimeros inteiros
e. satisfaz a relagao de Euler? consecutivos. Determine o nimero de faces e de arestas.
8 e. Ambos satisfazem a relagao de Euler. 12. 9 faces e 16 arestas.

OBJETO DIGITAL

Carrossel de
imagens: Poliedros
regulares

Este carrossel de imagens
apresenta diferentes objetos
cujo formato se parece com
o de poliedros regulares e
pode ser explorado antes
de definir o conceito de
poliedros regulares com a
turma.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

(=2
SN

Poliedros regulares

Um poliedro convexo é regular quando satisfaz as seguintes condicdes:
e apresenta todas as faces poligonais regulares e congruentes entre si;
e de todos os vértices parte o mesmo numero de arestas.
Existem exatamente cinco classes de poliedros regulares. Observe a seguir um exemplo de

' AN
- K

tetraedro dodecaedro hexaedro icosaedro octaedro
regular regular regular (ou cubo) regular regular

¢ Uma superficie poligonal plana é regular se o poligono que a deter-
mina é regular.
e Um poligono é regular se tem todos os lados com a mesma medida

de comprimento e todos os angulos internos congruentes entre si. -
superficie pentagonal

regular

Planificacao da superficie de um poliedro

Os poliedros podem ser representados de diferentes maneiras; por exemplo, em perspectiva
ou pela planificacdo de sua superficie. Até agora, vocé tem observado a representacdo de
alguns poliedros em perspectiva, como o cubo representado a seqguir.

Entretanto, a superficie de um poliedro, que é formada de superficies poligonais planas,
pode ser colocada sobre um plano de tal modo que cada uma das faces do poliedro tenha pelo
menos um lado em comum com outra face. Obtemos, assim, uma figura plana, que costuma
ser chamada de molde do poliedro ou planificacdo da superficie do poliedro.
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De modo geral, as superficies poligonais que formam a superficie de um poliedro podem
ser arranjadas de varios modos, desde que cada superficie poligonal esteja ligada a outra
por pelo menos um de seus lados.

Considere os exemplos.

a.
ou

g

o

E

2

3

b. g
(e}

£

Q

3

&

z

g

ou 2

p

Q

(&3

g

@

2

Atividades resolvidas
R3. Existem 11 diferentes planificagbes de superficie para o » Resolugao
cubo. Duas delas estdo representadas a seguir. Representar
as outras 9 planificagoes da superficie de um cubo. A

L L R5. Qual é o niimero de vértices (V) do sdlido cuja planificagio

i da superficie esta representada a seguir?
» Resolucao

A resolugao desta atividade fica facilitada se usarmos uma
malha quadriculada. Estas sao as outras possibilidades:

» Resolucao

R4. Na planificacdo da superficie de um cubo foi assinalado
um ponto A. Marcar nessa planificagdao o ponto que
coincidira com A depois de montado o cubo.

O solido é um heptaedro; logo, o nimero de faces é 7.
Como ha 5 faces quadrangulares e 2 faces pentagonais,
o nimero de arestas (A) é:

_5°4+2:5_
A=22T20

Uma vez que o solido é convexo, a relacio de Euler é
valida. Desse modo, temos:

V+F-A=2=V+7-15=2=V=10

A 15
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13 a. Exemplo de resposta no Suplemento para o professor.

Atividades propostas

13. EMDUPLA Com uma colega, retomem os exemplos apre-
sentados na pagina anterior e facam o que se pede.

a. Obtenham pelo menos outras duas planificagdes da
superficie do poliedro apresentado no exemplo a.

b. ARGUMENTAGAO Respondam: E possivel obter outra
planificagdo da superficie do tetraedro apresentado no
exemplo b? Justifiquem sua resposta.

14. Da superficie de um poliedro regular de faces pentagonais
foram retiradas as trés faces adjacentes a um vértice co-
mum. Calcule o nimero de arestas, de faces e de vértices

da superficie poliédrica que restou. 14. 27 arestas, 9 faces
e 19 vértices.

15. Faga o que se pede, 15 a. Exemplo de resposta no
$L{plerrlento para o prgfgssor. .
a. Represente a planificacdo da superficie de um poliedro

que tem 3 faces quadradas e 4 faces triangulares.
b. EMDUPLA Compare a planificagao que vocé elaborou
com ade um colega. 15 b. Resposta pessoal.

16. Determine o numero de arestas e de vértices do poliedro
cuja planificagdo da superficie esta representada a seguir.

16. 18 arestas e 12 vértices.

13 b. N&o é possivel, pois
qualquer outro posicionamento
das quatro faces triangulares
resulta em um tridngulo equilatero
ou em um paralelogramo.

Prismas

tacamos os prismas.

Registre em seu caderno

17. Em cada um dos moldes a seguir, anote o nimero da face
que tera um dos lados coincidindo com o lado destacado
em azul depois que o molde for montado.

a.

17 a. A face 6.
17 b. A face 1.

18. Considere que a figura a seguir seja a planificacdo da super-
ficie de um poliedro convexo. Qual é a soma do niumero
de arestas e do nimero de vértices do poliedro? 18. 30

19. Represente a planificagdo da superficie de um octaedro
regular. 19. Exemplo de resposta no Suplemento para o professor.

Varios objetos do espaco em que vivemos tém o formato de poliedros, entre os quais des-

Observe os prismas representados a seguir.

& .

Note que todos eles tém pelo menos um par de faces paralelas congruentes pelo menos
trés faces com lados paralelos dois a dois. Esse fato, embora ndo seja exclusivo dos prismas,

ocorre em todos eles.

Detalhe de vista de
cima do funciona-

O formato de alguns prismas esta presente em diversos elementos do nosso cotidiano,
desde as embalagens mais simples até as edificagdes mais elaboradas.

Um exemplo sdo os painéis publicitarios, conhecidos como outdoors, que exibem trés

mento do outdoor.

I
@%%
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propagandas em um mesmo espaco. Eles sdo compostos por estruturas que tém o formato
de prismas que giram 120° de maneira sincronizada, alternando as imagens e permitindo a
exibicdo de diferentes anuncios em um Unico painel.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Definicao de prisma

Consideremos dois planos paralelos distintos, « e f, uma regido poligonal convexa P contida
em o e uma reta r que intercepta os planos a e p.

Chama-se prisma o poliedro formado por todos os segmentos de reta paralelos a r tais
que uma de suas extremidades é um ponto da regido P e a outra extremidade é um
ponto no plano .

Se a reta r é perpendicular aos planos a e p, dizemos que o prisma é reto; caso contrario,
ele é obliquo. Observe que o prisma representado anteriormente é obliquo.

(]
Elementos de um prisma
Considerando o prisma representado anteriormente, podemos destacar os elementos a seguir.

e Bases — as regides poligonais P e P’, que sdo congruentes e estdo situadas em planos para-
lelos (« e B, respectivamente).

¢ Faces laterais — as regides poligonais AA'B’B, BB’C’C etc.

e Arestas das bases — os segmentos de reta AB, BC, ..., A‘B”, B'C” etc.

e Arestas laterais — os segmentos de reta AA’, BB, CC’ etc.

e Altura do prisma - a distancia entre os planos das bases (a e p). Indicaremos a medida da
altura do prisma por h.

Classificacido dos prismas

Os prismas podem ser classificados de acordo com alguns critérios. Um deles é a inclinag¢do da
reta r em relaco aos planos o e p que contém as bases. E essa reta que define a inclinacdo
das arestas laterais dos prismas em relacdo as bases. Nos prismas retos, as arestas laterais séo
perpendiculares as bases; nos obliquos, ndo.

Outro critério para classificar os prismas é o que considera o poligono que determina as
bases. Se esse poligono é um triangulo, o prisma é triangular; se é um quadrilatero, o prisma
é quadrangular; se é um pentagono, o prisma é pentagonal; e assim por diante.

Considere os exemplos.

ANV

prisma triangular prisma quadrangular prisma pentagonal

Um prisma reto cujas bases sdo superficies poligonais regulares é denominado prisma regular.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Nos prismas obli-
quos, as faces laterais
sdo paralelogramos
e, nos prismas retos,
as faces laterais séo
retangulos.
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Esse prisma é regular, pois as Esse prisma nao é regular, pois as bases
bases sdo quadradas e ele é reto. ndo sdo poligonos regulares.

Entre os prismas quadrangulares, aqueles cujas bases tém lados paralelos dois a dois sdo
chamados de paralelepipedos; estes, por sua vez, podem ser retos ou obliquos.

Se um paralelepipedo reto tem bases retangulares, é chamado de paralelepipedo reto-
-retangulo ou bloco retangular; se tem todas as faces quadradas, denomina-se cubo.

Considere os exemplos.

paralelepipedo obliquo paralelepipedo reto-retangulo cubo

Medida do comprimento da
diagonal de um paralelepipedo
reto-retangulo

Rafael faz carretos com seu caminhdo-bau. Para fechar o
contrato de uma encomenda para o transporte de um mastro
de bandeira com 5,9 m de medida de comprimento, ele pre-
cisa saber antecipadamente se esse mastro cabera dentro da
carroceria, cujas dimensdes internas medem 2 m, 3me 5 m.
Rafael podera aceitar a encomenda?

Observe que o formato da carroceria se parece com o de um
paralelepipedo reto-retangulo. A maior medida linear interna
dela é a do comprimento da diagonal desse paralelepipedo.

O segmento DB nao
é diagonal do para-
lelepipedo, pois as
extremidades D e B
pertencem a mesma
face.

68

Diagonal de um paralelepipedo é todo segmento cujas extremidades sdo vértices desse
paralelepipedo que ndo pertencem a uma mesma face.

Para saber se pode aceitar a encomenda, Rafael deve calcular a medida do comprimento
da diagonal e comparar com a medida do comprimento do mastro.

Considere um paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensdes medem a, b e c. O segmen-
to BD’ é uma diagonal desse paralelepipedo.

D c

SUPERTROOPER/SHUTTERSTOCK
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Para obter a medida do comprimento d da diagonal desse paralelepipedo, podem ser con-
siderados os triangulos retangulos ABD, retangulo em A, e DBD’, retangulo em D.

Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo retangulo ADB, temos:

fP=a’+b> ()

Aplicando o teorema de Pitadgoras ao triangulo DBD’, temos:

d*=f+c> ()
Substituindo (I) em (ll), obtemos:
d*=(a*+b?) +c?

Portanto, a medida do comprimento d da diagonal de um paralelepipedo reto-retangulo

cujas dimensdes medem a, b e c é:

= a4 F 4 &

Atividade resolvida

R6. Calcular a medida do comprimento da aresta de um cubo
cuja medida do comprimento da diagonal excede em
V2 cm a medida do comprimento da diagonal da base.

G F
H :
. \d E la
| C
i a
. f
A a B

» Resolucao

Sendo d a medida do comprimento da diagonal do cubo
e famedida do comprimento da diagonal da base, temos,

Retome o cubo da atividade resolvida R6 e responda: Qual é o maior segmento cujas extre-

midades sado vértices de um cubo? E qual é o menor?

Atividades propostas

20. ARGUMENTAGAO Que tipo de poligono compée as faces
laterais de um prisma reto? Justifique sua resposta.

21. Responda o que se pede a seguir.

a. Todo prisma regular é um poliedro regular? Todo po-
liedro regular € um prisma regular? 21 a. Nzo; nzo.

b. Apresente exemplos para justificar suas respostas do

item anterior. 21 b. Contraexemplos no Suplemento
para o professor.
22. Quantas diagonais tem um paralelepipedo reto-retangulo?
22. Quatro diagonais.
23. Se o paralelepipedo reto-retangulo é um cubo, todas as

suas arestas sao congruentes.
23. Resposta no

i Suplemento para o
A\ d a  professor.

a

Mostre que a medida de comprimento d das diagonais do
cubo éigual a a+/3.

20. O retangulo, pois o fato de a reta r ser perpendicular aos planos
garante os quatro angulos internos retos para as faces laterais.

Questodes. Para responder a essas perguntas, podemos observar no cubo:

e o tridngulo ABD, is6sceles, retangulo, de catetos medindo a de comprimento
e hipotenusa medindo f de comprimento; entédo, a < f;

e o tridngulo BDG, retangulo, de catetos medindo a e f de comprimento e
hipotenusa medindo d de comprimento; entdo, a < f < d.

Portanto, o maior segmento é uma diagonal do cubo; o menor é uma aresta.

pelos dados do problema:d =f+ V2 = d — f=v2 (l)
Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo ABD,
temos:f =a’+a’=f=av2 (Il

Por se tratar de um cubo, sabemos que: d = a+/3 (lll)
Assim, substituindo (Il) e (1) em (1), obtemos:
d—f=V2=a3-aV2=V2=a-(V3-V2)=V2=>

BB ) G+2
OB B+a) T 3-2

Portanto, a aresta do cubo mede (2 + V6) cm de com-
primento.

=>a=V6+2

Registre em seu caderno

24. Calcule a medida do comprimento das diagonais dos
paralelepipedos reto-retangulos representados a seguir.

a. ; 1 b. ~——a7%
1 2cm
] 5\/§cm o] o e
i P 3
/'L 77777 | ‘ . e 5 am
P ' cnm !
% / 53 cm
= 24 a.15cm 24 b. Vel

| —-—Ccm

5V3 cm 2

25. O sélido representado é um cubo cujas arestas medem
4 cm de comprimento. Calcule a medida da area do trian-
gu]o ABH. 25.8V2 cm?
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27. Aproximadamente 6,16 m; Rafael pode aceitar a
encomenda.

26. Um paralelepipedo reto-retdngulo cujas dimensdes medem
acm, 4 cm e 7 cm tem diagonal medindo 3vV10 cm de
comprimento. Calcule o valor de a. 26.5

27. Calcule a medida do comprimento da diagonal interna
da carroceria do caminhdo de Rafael, citado na pagina 68,
cujas dimensdes internas medem 2 m, 3 me 5 m, e conclua
se Rafael pode aceitar a encomenda do carreto do mastro
de bandeira que media 5,9 m de comprimento.

SUPERTROOPER/SHUTTERSTOCK

28. As medidas do comprimento das arestas de um parale-
lepipedo reto-retangulo sdo proporcionaisa 3,4 e 12.Se a
diagonal mede 130 cm de comprimento, entdo quais sao

as medidas de comprimento das arestas?
28.30cm, 40 cme 120 cm.

29. Em cada item, calcule a medida do comprimento do
caminho de A a B destacado sobre a superficie do cubo
de aresta medindo 3 cm de comprimento. O ponto M é o
ponto médio de uma aresta.

29 a.3v5 cm

Joooood Sooo

S N 29 b. 3(v2 + 1) cm

30. A aresta do cubo representado a seguir mede 20 cm de
comprimento. Se J é a interseccio dos segmentos AC e BD,
entio qual é a medida do comprimento do segmento EJ ?

D C 30.10V6 cm

E

31. Represente um cubo e trace duas de suas diagonais. Mostre
que duas diagonais de um cubo ndo sao perpendiculares

entre si. 31. Resposta no Suplemento para o professor.

Planificacao da superficie de um prisma

Observe a planificacdo da superficie de um prisma.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Pela planificacdo da superficie, é possivel identificar muitas caracteristicas desse prisma:

e tem 7 faces, ja que a planificacdo de sua superficie apresenta 7 regides poligonais;

e tem bases pentagonais, pois faces desse tipo ndo podem ser faces laterais de um prisma,
as quais necessariamente sdo quadrilateros;

e tem 5 faces laterais retangulares, ja que as pentagonais sdo bases;

e tem 10 vértices, uma vez que cada base contém metade dos vértices do prisma;

e éreto, ja que suas faces laterais sdo retangulares;

¢ tem medida da altura igual a medida de comprimento de uma aresta lateral, ja que é reto.

Observacao

As faces laterais de um prisma reto sdo sempre retangulares. Mesmo que o prisma seja um
cubo, podemos dizer que sua face lateral é retangular, porque todo quadrado é um retangulo.

70
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Atividades propostas

Registre em seu caderno

32. Qual alternativa apresenta o cubo cuja superficie esta pla- | 33. Qual alternativa apresenta a planificagcdo da superficie do
nificada a seguir? 32. Alternativa d. cubo representado a seguir? 33. Alternativa b.
a. c
a. .\ c.
b. d.
b' @ d'
(] - - [] ] -~
Medida da area da superficie de um prisma Observacao
Dado um prisma qualquer, definimos algumas medidas de area a seguir. Para simplificar a

¢ Medida da area da base (A,...) —- medida da drea de uma das faces que é base.

notacao, sempre
que possivel, vamos

* Medida da area lateral (A,,...) — soma das medidas das areas das faces laterais. usar “medida da

area do poligono”

¢ Medida da area total (A,.,) — soma da medida da area lateral com as medidas das areas em vez de “medida

das duas bases.

Asotal = Alateral T 2 * Apase

Atividades resolvidas

R7. Calcular a medida da area total da superficie do prisma
hexagonal regular representado, em u’.

>

planificagdo
da superficie

da érea da superficie
poligonal”.

» Resolucao

Um prisma regular € um prisma reto e, portanto, suas
faces laterais sdo retangulares e congruentes cujas di-
mensdes medem a e h.

Assim, a medida da area lateral é dada por:

medida da area da face

retangular lateral

Alateral =6a- h

A base do prisma é uma regido hexagonal regular de
lado de medida de comprimento a.
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A medida da area da base é dada por:

3a°-V3
Abase = #
Logo, a medida da area total da superficie desse prisma
hexagonal é:
32’3

Atotal = Alateral +2- Abase = 60”7 +2- T =

=6ah+3a’-\3

A = 3a(2h + av3)

Portanto, a medida da area total da superficie desse
prisma é 3a(2h + a3) u’.

Um hexagono regular pode ser decomposto em seis
triangulos equilateros.

A medida da area de um triangulo equilatero de
lado medindo { de comprimento é dada por:

_1*-\3
A—T

Assim, a medida da area de um hexagono regular
de lado medindo ¢ de comprimento é dada por:
2 2

A—g. L 2‘/§ _30V3

2

R8. Calcular a medida da area total da superficie de um

paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensdes medem
a,bec todasem u.

» Resolugao
Nesse caso, quaisquer pares de faces paralelas podem
ser as bases do prisma. Assim, a medida da area total
é a soma das medidas das areas de seis retangulos
congruentes dois a dois:
Ao = 2ab + 2ac + 2bc = A,y = 2(ab + ac + bc)

Portanto, a medida da area total da superficie desse
paralelepipedo é 2(ab + ac + bc) u’.

R9. Calcular a medida da area total da superficie de um pris-
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ma triangular reto, de altura medindo 12 cm, sabendo
que as arestas da base formam um triangulo retangulo
de catetos que medem 6 cm e 8 cm de comprimento.

12 cm

» Resolucao

Como a base do prisma é um triangulo retangulo, temos:

A== A =24

base

Para calcular a medida da area lateral, vamos obter a
medida de comprimento da hipotenusa do triangulo
retangulo da base. Temos, entéo:

x'=6"+8=>x=10

A medida da area lateral é dada pela soma das medi-
das das areas das faces retangulares que compdem a
superficie lateral. Assim:

Alateral=6.12+8'12+10'12=288

Logo, a medida da area total é dada por:
A 1= Alateral +2- Abase =288+2:24=336

total

Portanto, a medida da area total da superficie do
prisma é 336 cm”.

R10. Calcular a medida da area total da superficie do prisma

obliquo de base quadrada representado a seguir.

10 cm

» Resolucao

O prisma tem base quadrada. Assim: A, ., = 10° =
= Apue = 100

Para calcular a medida da area lateral, vamos obter a
medida da altura h.

h _V3_h

sen 60° = 30

A area lateral é formada por dois retdngulos, cujas
dimensdes medem 10 cm e 30 cm, e dois paralelogra-
mos cujo comprimento da base mede 10 cm e a altura
mede 15v3 cm. Assim, temos:

Alateral =2- (10 ° 30) +2- (10 * 15\/?) =
=>Alateral =600 + 300\/§

Logo, a medida da area total é dada por:

Atotal = Alateral + 2. Abase
A o = 600 + 3003 + 2+ 100 = 100 (8 + 3+3)

Portanto, a medida da area total da superficie do prisma
€100(8 +3v3) cm”.

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



39 b. Uma deméo Carlos consegue, pois a medida da area total das paredes internas é
aproximadamente 142 m?; adicionando o teto, fica 185 m? Duas dem&os ndo sdo possiveis, pois
370 m? é maior que o rendimento maximo.

39 a. Consegue, pois a medida da area total do teto &
aproximadamente 43 m?, e duas demaos equivalem a
aproximadamente 86 m?2.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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38 b. Fica multiplicada por 4; fica multiplicada por 9.

Atividades propostas

34. PENSAMENTO COMPUTACIONAL Represente na lingua materna
o algoritmo para calcular a medida da area total da super-
ficie do prisma de base hexagonal regular representado na

atividade resolvida R7. 34. Exemplo de resposta no
Suplemento para o professor.

35. Uma indUstria de embalagens produz caixas de papeldo em
formato de paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensoes
medem 20 cm, 10 cm e 15 cm. Calcule quantos centimetros
quadrados de papeldo sdo necessarios para fazer o molde
de uma dessas caixas (despreze as abas). 35. 1.300 cm’

36. Calcule a medida da area total da superficie dos sélidos.

36a.21V/3 m?

¥ v

=
\V3m

prisma hexagonal regular

36 b. 104 cm?

"4cm !

. li
prisma obliquo de base quadrada 37. Cubo B.

37. Considere trés cubos: cubo A com 12 cm de medida de
comprimento de aresta, cubo B com 12 cm de medida
de comprimento de diagonal e cubo C com 12 cm de
medida de comprimento da diagonal da face quadrada.
Qual deles tem a superficie de menor medida de area?

38. Sabendo que quatro cubos tém arestas de medida de
comprimento 1u,2 u, 3 u e 4 u, respectivamente, faga o
que se pede.

a. Determine a medida da area total da superficie de cada
cubo. 38a.6% 24 u?, 54 U7, 96 U°.

b. O queacontece com a medida da area total se a medida
do comprimento da aresta dobra? E se triplica?

¢. Quantos cubos de aresta unitaria cabem dentro dos
cubos com medida de comprimento das arestas iguais

a2u,3ue4u, respectivamente?
38 c. 8, 27 e 64, respectivamente.

Registre em seu caderno

39. ARGUMENTAGAO Carlos comprou uma lata de 18 litros
de tinta para pintar a parede, cujo rendimento previsto
pelo fabricante é de 225 m” a 325 m’. Observe a seguir a
planta baixa da casa dele cuja distancia entre o piso e o
teto mede 2,70 m. Considerando o contetdo dessa lata,
responda as questdes.

= 3,70 3,70
~
Quarto Quarto
/' P 3,70 T
o
o Circ. !
o

Cozinha

r\

a. Carlos consegue dar duas demdos no teto interno da
casa? Justifique sua resposta.

b. Sabendo que deve descontar 14 m’ das medidas das
areas referentes as portas, as janelas e aos vitrds, Carlos

consegue dar uma demao no teto e nas paredes inter-
nas? E duas demdos em tudo? Justifique suas respostas.

Sala

c. Carlos consegue dar duas demaos no teto e uma demao
nas paredes internas da casa? Justifique sua resposta.

40. EMDUPLA ELABORAGAO DE PROBLEMAS Desenhe uma
planta baixa de um apartamento ou de uma casa; para isso,
obtenha modelos em sites de construtoras ou em propaganda
de vendas de apartamento. Depois, elabore um problema,
para que um colega da turma resolva, sobre o calculo da
quantidade de tinta necessaria para pintar todo o imovel.
Nessa situacdo-problema, além da quantidade de tinta,
podem ser solicitadas a pesquisa de valor real a ser gasto e a
quantidade de outros materiais a serem usados, como pincéis,
rolos, lixas etc. Mencione que o rendimento de tinta pode
ser obtido na embalagem do produto. Se necessario, use no
enunciado a dica de medida de altura da parede interna do
imovel a ser considerado (pé-direito) entre 2,5 m e 2,8 m,
que é a medida de altura padrao para apartamentos simples.

Depois de elaborar o problema, vocé deve resolver o de
um colega, 40. Resposta pessoal.

39 c. Talvez consiga, pois a medida da area total pintada

seria aproximadamente 228 m?, maior que o rendimento
minimo e menor que o rendimento maximo.

Medida do volume de um prisma

Como todo sélido, um prisma ocupa uma porcdo do espaco. Adotando uma unidade de

medida de volume, podemos medir a por¢do do espago ocupada por um prisma.

A medida do volume de um prisma corresponde a um Unico numero real V positivo obtido
pela comparacédo da porcdo do espaco ocupado pelo prisma com a porcdo do espago

ocupado por uma unidade de medida de volume.
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N
i

1cm

A unidade de medida de volume que usualmente consideramos é a medida do volume
de um cubo unitério, isto é, de um cubo cujo comprimento da aresta mede 1 u, sendo u certa
unidade de medida de comprimento. Assim, dizemos que a medida do volume desse cubo
unitario é 1 U°,

Se a aresta do cubo unitario mede 1 m de comprimento, sua medida de volume é 1 m? se
a aresta do cubo unitario mede 1 mm de comprimento, a medida do volume desse cubo é
1 mm?; e assim por diante.

Considere o exemplo.

Vamos calcular quantas vezes o cubo unitario, cujo comprimento da aresta mede 1 cm, cabe
em um paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensdées medem 4 cm, 2 cm e 3 cm.

[ 7 7 7 At

/|
/|
y.,

2cm

3cm

4 cm

Analisando a figura, observamos que o paralelepipedo é formado por 8 cubos unitarios na
base e tem 3 camadas iguais a camada da base.

Logo, ha 24 cubos unitarios no total; portanto, o paralelepipedo é formado por 24 cubos

(4+2-3) de 1 cm?® de medida de volume. Dizemos, entdo, que a medida do volume do para-
lelepipedo dado é 24 cm?.

Medida do volume de um paralelepipedo reto-retangulo

No exemplo anterior, verificamos que um paralelepipedo reto-retangulo cujas medidas das
dimensdes sdo dadas por numeros inteiros tem medida do volume igual ao produto desses
trés numeros. Esse fato pode ser demonstrado, concluindo-se que ele é valido para qualquer
paralelepipedo reto-retangulo cujas medidas das dimensdes sdo dadas por numeros reais.

Desse modo, temos:

Vv,

paralelepipedo = a- b - C

Como o cubo é um caso particular de paralelepipedo
reto-retdngulo com todas as arestas de mesma medida de
comprimento, sua medida de volume é: a

3
chbo =a

a

Note que a medida do volume do paralelepipedo também pode ser expressa como o pro-
duto entre a medida da area da base (A,...) € a medida da altura (h):

V=Apse h

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Atividade resolvida

R11. Deseja-se cimentar o piso de um quintal quadrado, com lados medindo 8 m de compri-
mento, com 4 cm de medida da espessura de massa de cimento. Calcular a medida do
volume necessario de massa para revestir o piso desse quintal.

» Resolucao

A camada de cimento tera o formato de um paralelepipedo reto-retangulo de base qua-
drada, cujos comprimento e largura medem 8 m e a altura mede 4 cm.

Como a medida da espessura do revestimento é de 4 cm ou 0,04 m, a medida do volume
necessario de massa é:

V=8:8:004=>V=064°004=>V=256
Logo, s3o necessarios 2,56 m’ de massa para fazer o revestimento.

Principio de Cavalieri

Sobre uma mesa, formamos duas pilhas com a mesma quantidade de cartdes retangulares
idénticos. Vamos modificar o formato de uma das pilhas sem retirar nem pér nenhum cartéo.
Observe a possivel situacdo das pilhas formadas na ilustracdo a sequir.

medida
da altura

Observando as pilhas, é possivel notar que:

¢ amedida da altura das duas pilhas é a mesma, pois elas tém a mesma quantidade de cartdes
de mesma medida de espessura;

e 0s cartoes das duas pilhas que ficam a mesma medida de distancia da mesa tém a mesma
medida da area, pois eles sdo idénticos;

¢ a segunda pilha tem a mesma medida do volume que a primeira, ja que é formada por
cartoes idénticos e, portanto, ocupa a mesma porg¢ao do espago.
Essa situacdo ilustra o principio de Cavalieri, ou postulado de Cavalieri, que afirma que:

Dois sélidos, S, e S,, apoiados em um plano a e contidos em um mesmo semiespaco,
terdo a mesma medida do volume V se todo plano B, paralelo a «, secciona os dois s6li-
dos segundo regides planas de mesma medida de area (A).

sélido S, sélido S,

O principio de Cavalieri pode ser demonstrado, porém vamos considera-lo verdadeiro sem
fazer sua demonstragdo nesta cole¢do.
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Seccao transversal de um prisma

Um plano intercepta um sélido segundo uma superficie chamada de sec¢do plana. No caso
em que a sec¢do plana é paralela a base do prisma, ela é denominada sec¢do transversal.

Considere o exemplo.

Observe uma seccdo transversal de cada prisma representado a sequir.

Qualquer seccdo transversal de um prisma é congruente a base desse prisma e, portanto,
tem a mesma medida da area que essa base.

Medida do volume de um prisma qualquer

Considere um prisma S, e um paralelepipedo reto-
-retangulo S, de mesma medida de altura h e de bases
equivalentes (mesma medida da area), apoiados em um
plano a e situados em um mesmo semiespaco. B

Como qualquer seccdo transversal de cada prisma possui
a mesma medida da 4rea que a base desse prisma e as
medidas das areas das bases de S, e S, sdo iguais, qualquer
plano f paralelo a a que intercepte os dois prismas determi-
na sec¢des transversais de mesma medida de area: A, = A,

Assim, pelo principio de Cavalieri, os dois prismas tém medidas de volume iguais, isto &,
V,=V,, emque V, é a medida do volume do prisma S, e V, é a medida do volume do prisma S,.

Como S, é um paralelepipedo reto-retangulo, sua medida de volume pode ser calculada por:
VZ = Abase de s, . h

Como as medidas das areas das bases de S, e de §, sdo iguais e V, = V,, temos:
V1 = Abase de S +h

Assim, a medida do volume de um prisma qualquer pode ser obtida por:

%

pl

risma — Abase +h

Atividades resolvidas

R12. Calcular a medida do volume de ar contido em um Formato de paralelepipedo  Formato de prisma reto
galpio que tem o formato do prisma representado a reto-retangulo de base triangular
seguir.

V2 = Abase h

» Resolucao V,= 4°1, 5
Vamos decompor a figura do galpdo em duas partes 2
com formatos de prisma. V,=10
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Logo, a medida do volume total de ar contido no
galpio é dada por V, + V,, ou seja, 70 m’.

Outra maneira de resolver essa atividade seria, inicial-
mente, identificar que o formato do galpéo corresponde
a um prisma pentagonal.

Para calcular a medida do volume de ar contido no
galpdo sem decompé-lo, podemos determinar a me-
dida da area da base pentagonal (que é dada por um
triangulo isbsceles e por um retangulo) e, em seguida,
calcular a medida do volume (V,,):

Ape =2M’ +12m’ =14m’
V,=14m’-5m=70m’

al

R13. O reservatério cheio de agua de um condominio
residencial tem o formato de um prisma hexagonal
regular, como representado a seguir. Por causa de um
vazamento, foram desperdicados 3.000v3 L. Quanto
baixou, em metro, o nivel de agua desse reservatorio?

» Resolucao
Vamos indicar por x, em metro, quanto baixou o nivel
da agua no reservatorio.
0s3.000v3 L perdidos ocupam a medida do volume
interno do prisma hexagonal regular de mesma base
do prisma da figura e a medida da altura de x metro.

Lembre que 1L corres-
ponde a 1 dm’ e que

dxm

_1 .
1dm= 70 m. Entéo:

Portanto, 1 L corresponde

3

1
387000 ™"

Atividades propostas

41. Uma barra de prata é fundida no formato de um prisma
reto de medida da altura 32 cm e base trapezoidal, cuja
medida de comprimento da altura é 5 cm e as medidas
de comprimento das bases sao 7,5 cm e 10 cm. Se a prata

tem 10,5 g por cm’, qual serd a medida da massa da barra?
41.14.700 g

42. Sabe-se que a superficie de um cubo tem 216 m” de medida

da area total. Calcule a medida do volume desse cubo.
42,216 m®

A base do prisma é uma regido hexagonal regular de
lado medindo 2 m de comprimento, cuja medida da
area, em m’, é dada por:

2 2

Abase = 6 E ‘\/g = Abase 62 \/§ =
4 4

Abase = 6\/§

A medida do volume interno (V) do prisma corres-
pondente aos 3.000V3 L é:

V=A,. X=6V3"x
Como 3.000V3 L corresponde a 3v'3 m? temos:
6V3-x=3V3=>x=0,5
Portanto, o nivel de agua baixou 0,5 m.

R14. Uma caixa de isopor tem o formato de um parale-
lepipedo reto-retangulo, com arestas de medidas de
comprimento proporcionais a 2, 3 e 4 e com 192 cm’
de medida do volume. Ela sera revestida por uma pelicula
protetora de plastico. Quantos centimetros quadrados

de plastico serdo necessarios para revestir essa caixa?

» Resolucao

Vamos considerar que as medidas de comprimento das
arestas da caixa, dadas em centimetro, sejam a, b e c.

Se elas sdo proporcionais a 2, 3 e 4, temos:

a_b_c a =2k
27374 k=b=3k
¢ = 4k

| 4k |

Se a medida do volume da caixa é 192 cm’, entio:
2k-3k-4k=192=>k’=8=> k=2
Logo,a=4,b=6ec=8.

Como a medida da area total da caixa é dada por
A =2°(@*b+b+c+a-c) temos:

A =2 (4+6+6+8+4-8) =208

Portanto, serio necessarios 208 cm’ de plastico para
revestir a caixa.

Registre em seu caderno

43. Quando uma amostra de metal é mergulhada em um tanque
de 4gua com formato de bloco retangular, cujas dimensoes
da base medem 15 cm por 20 cm, o nivel de agua se eleva
0,35 cm. Calcule a medida do volume dessa peca. 43. 105 cm®

44. Calcule a medida da area total da superficie de um paralelepi-
pedo reto-retangulo, cujo volume mede 240 cm’, sabendo

que as medidas das 4reas de duas faces sao 30 cm’ e 48 cm’.
44,236 cm’
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45. (UEA-2024) Em uma caneca, no formato de um cubo com

46

47

78

arestas internas medindo 7 cm, foram colocados 245 mL
de café, que ndo preencheram totalmente a caneca, res-
tando ainda um espaco entre a superficie do café e a borda
superior da caneca, conforme figura. 45. Alternativa c.

d 5

. 7 cm

7 cm Fora de escala

A distancia entre a altura do café, no interior da caneca, e
a borda superior da caneca, indicada na figura pela letra d,
éigual a

C. 2cm. e. Tcm.

d. 5cm.

a. 3cm.
b. 4cm.

Uma cunha utilizada para prender uma porta tem o formato
de um prisma, conforme mostra a figura. 46. 40 cm®

8cm

Calcule a medida do volume dessa cunha.
47.3.150 m°®

Um reservatorio para armazenar soja tem o formato de um
paralelepipedo reto-retangulo com 35 m de medida de altura
e base quadrada com 60 m de medida de perimetro. Se o
reservatorio esta com 60% de sua medida da capacidade
ocupada, quantos metros cubicos faltam para enché-lo?

Piramides

48.

49

50.

51

52

53.

A medida da area total da superficie de um paralelepipedo
reto-retangulo é igual a medida da area total da superficie
de um cubo. Se as medidas de comprimento de trés arestas
que concorrem em um mesmo vértice do paralelepipedo
sdo 3 u, 5 u e 7 u, respectivamente, quanto mede o com-
primento da diagonal do cubo? 48.V71 u

Calcule a medida do volume de um prisma regular hexagonal
de 8 cm de medida de altura, sabendo que a medida de area

total de sua superficie é o triplo da medida da area lateral,
49.4.096V3 cm®

Determine a medida da capacidade, em litro, de um re-
servatorio cubico, sabendo que a maior vara de pesca que
nele cabe inteiramente, sem envergar, tem 2 m de medida

) 8.
50, 8:0003 |
de comprimento. 9 51. 832 cm? e 1.536 o,

As medidas de comprimento das arestas de um parale-
lepipedo estdo narazdo 2 : 3 : 4, e o comprimento de sua
diagonal mede 4v29 cm. Qual é a medida da érea total
da superficie e a medida do volume desse paralelepipedo?

Um cubo cujo comprimento da aresta mede 4 cm é
formado de cubinhos cujo comprimento da aresta
mede 1 cm. Deseja-se construir com esses cubinhos um
paralelepipedo.

Quanto medem as dimensdes dos paralelepipedos que
se podem formar com a menor e a maior medida de area

total da superficie? 52. Menor: 4 cm, 4 cm e 4 cm; maior: 1 cm,
1cme 64 cm.

Considerando um cubo cuja aresta mede 2 cm de compri-
mento, responda as questdes a seguir. 53 a. 8 cm’
a. Qual é a medida do volume desse cubo? 53 b. 24 cm?
b. Qual é a medida da area da superficie desse cubo?
c. O que ocorre com a medida do volume se a medida do
. P 5 53 c. Fica multiplicado
comprimento da aresta é dobrada? s

d. E com a medida da area da superficie?
53 d. Fica multiplicada por 4.

Além dos prismas, as piramides constituem outro importante tipo de poliedro. Exercendo
fascinio sobre o ser humano desde a Antiguidade, o formato piramidal tem ressurgido na ar-
quitetura moderna em edificios de grande imponéncia. As piramides do Egito e a piramide de
vidro do Museu do Louvre sdo belos exemplos de monumentos que tém o formato desse solido.

DVLCOM - WWW.DVLCOM.CO.UK/SHUTTERSTOCK

Monumento que se parece com uma piramide, construido em vidro
e metal, e serve de entrada principal para o Museu do Louvre em

Paris, Franca. Foto de 2022.
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Definicao de piramide
Consideremos um plano «, uma regido poligonal convexa S contida em o e um ponto V
fora de a.

o<

Chama-se piramide o poliedro convexo formado por todos os segmentos de reta cujas
extremidades sdo o ponto V e um ponto da regido S.

Observando a definicdo de piramide, vocé acredita que a relacdo de Euler também é valida
para as piramides? Questao. Sim, pois as piramides também séo poliedros convexos.

Elementos de uma piramide

Considerando a piramide representada anteriormente, podemos destacar os elementos a seguir.

e Base — a regido poligonal S.

Vértice da piramide - o ponto V.
¢ Faces laterais — as superficies triangulares AVB, BVC, ..., NVA.

e Arestas da base — os segmentos de reta AB, BC, ..., NA.

Arestas laterais — os segmentos de reta VA, VB, VC, ..., VN.

Altura da piramide - a distancia entre o vértice V e o plano a. Indicaremos a medida da
altura da piramide por h.

A denominacdo vértice da piramide é dada ao Unico vértice que ndo
pertence a base.

Classificacio das piramides

As piramides podem ser classificadas de acordo com o poligono que determina a base.
Se esse poligono é um triangulo, a piramide é triangular; se é um quadrilatero, a piramide é
quadrangular; se é um pentdgono, a piramide é pentagonal; e assim por diante.

Considere os exemplos.

piramide triangular piramide quadrangular piramide pentagonal
(tetraedro)

piramide hexagonal
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O centro de um
poligono regular
é o centro da cir-
cunferéncia circuns-
crita ao poligono e
da circunferéncia
inscrita nele.
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Planificacio da superficie de uma piramide

Até aqui, temos representado pirdmides em perspectiva, como esta a seguir. Assim como
os demais poliedros, uma piramide também pode ser representada por planificacdes de sua
superficie: é possivel, em um plano, justapor as faces de uma piramide de modos diferentes,
desde que cada uma delas tenha pelo menos um lado em comum com outra.

Como exemplo, observe a seguir duas planifica¢des da superficie de uma piramide hexagonal.

A B%(@

Piramides regulares

Uma piramide cuja base é uma superficie poligonal regular e a proje¢do ortogonal P do
vértice V sobre o plano da base coincide com o centro O do poligono da base é chamada
de piramide regular.

As faces laterais de uma piramide regular sdo determinadas por tridngulos isésceles congruentes.

Assim, uma piramide triangular regular tem quatro faces: uma é a base (determinada por
um tridangulo equilatero) e as outras trés sdo as faces laterais (determinadas por tridangulos
isésceles congruentes).

Um importante exemplo desse tipo de piramide regular é o tetraedro regular, que tem
as quatro faces constituidas por tridangulos equiladteros congruentes. No tetraedro regular,
qualquer uma das faces pode ser considerada base da piramide.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Elementos das piramides regulares

Em uma piramide regular, podemos destacar os elementos a seguir.

e Apotema da piramide — altura relativa a base de qualquer face lateral (sua medida de com-
primento serd identificada por g).

e Apoétema da base - segmento de reta que corresponde ao raio da circunferéncia inscrita
no poligono da base (sua medida de comprimento sera identificada por m).

¢ Raio da base - raio da circunferéncia circunscrita ao poligono da base (sua medida de
comprimento sera identificada por r).

g (medida de comprimento do
apotema da piramide)

r (medida de
comprimento do
ralo da base)

N /-~ m (medida de comprimento do
. - apotema da base)

Algumas relagcoes métricas

Podemos destacar algumas rela¢des métricas nas piramides regulares. Observe a piramide
regular com altura de medida h, aresta da base de medida de comprimento ¢, apétema da
piramide de medida de comprimento g, apétema da base de medida de comprimento m,
raio da base de medida de comprimento r e arestas laterais de medida de comprimento a.

Aplicando o teorema de Pitadgoras no triangulo
retangulo:

e VOA, temos: a’=h>+r?

2
e MOA, temos: r’ =m? + (%)

e VMO, temos: g° = h> + m*

o VMA, temos: a’ = g% + (%)2
Essas relagdes métricas sdo validas para qualquer
piramide regular, independentemente do poligono
que determina a base. Além disso, ha a relacdo entre
as medidas de comprimento da aresta da base e do
apotema da base de algumas piramides regulares.

¢ O poligono que determina a base é * O poligono que determina a base é | ¢ O poligono que determina a base
um tridngulo equilatero. um quadrado. é um hexagono regular.
A A
r
[/ [/
r r
D 0 B
m m
-
B M C M
C
_r _3 _r2 _t _n3 _ 3
m_ioum_ 6 m Toum j m Toum_
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Atividades resolvidas

R15. O comprimento das arestas D

de uma piramide triangular
mede 10 cm. Calcular a medi-
da de comprimento do apdte-
ma da piramide (g), a medida
de comprimento do apotema
da base (m) e a medida da
altura da piramide (h).

10 cm

5cm
M
5cmp

» Resolucao
No ZADMA, temos:
10°=g"+5=>g=75=>g=5/3
Como o poligono que determina a base é um triangulo
equilatero, obtemos:
=3 _10V3 _5V3

-6 6 3

No ZAADMO, temos:

25

g=h+m’=75=h"+2=
=>hz=%:>h=—m3‘/g

Portanto, o comprimento do ap6tema da piramide mede
53 cm, o comprimento do ap6tema da base mede

53 10V6

3 cmea altura da piramide mede 3

am.

Atividades propostas

54.

55.

56.

57.

82

Determine o nimero de faces de uma piramide cuja base
tem 8 vértices. 54. 9 faces.

Determine o numero de vértices, de faces e de arestas de
uma piramide que tem n faces laterais, sendo n um nimero
natural maior que 2.55. 2n arestas, (n + 1) faces e (n + 1) vértices.

Registre quais das planificacdes a seguir sio de superficies
de piramides. 56. 1 e .

() E%% av) ;I>

O apétema de uma piramide regular mede 12 cm de
comprimento e a aresta lateral mede 13 cm de compri-
mento. Determine a medida de comprimento da aresta
da base. 57. 10 cm

(In

R16. Uma piramide regular v

58.

59.

60.

61.

hexagonal tem arestas da
base medindo 10vV3 cm
de comprimento e arestas
laterais medindo 10vV7 cm
de comprimento. Calcular M

a medida de comprimento 10V3 cm F

do apétema da base (m), a

medida de comprimento do ap6tema da piramide (g)
e a medida da altura da piramide (h).

10V7 cm

» Resolucao
Como a base é hexagonal, temos:

No triangulo VMF, temos:

g +(5v3)=(10V7) = g* + 75 =700 =
=>g’=625=>g=125

No triangulo VMO, temos:
m+h=g¢g=15+h"=25=>h’=400=>h=20
Portanto, o comprimento do apotema da base mede

15 cm, o comprimento do apétema da piramide
mede 25 cm e a altura da piramide mede 20 cm.

Registre em seu caderno

A altura de uma piramide hexagonal regular mede 4 dm, e o
comprimento das arestas da base mede 6 dm. Determine a
medida de comprimento do apdtema da piramide. 58. V43 dm
Qual é a medida de comprimento da aresta lateral de uma
piramide regular de base pentagonal se o ap6tema da
piramide mede 12 m de comprimento e a aresta da base
mede 10 m de comprimento? 59. 13 m

Calcule a medida de comprimento do raio da base, a medida
da altura e a medida de comprimento do apotema de uma
piramide quadrangular regular cuja aresta da base mede
8 cm de comprimento e a aresta lateral mede V41 cm de
comprimento. 60. Respectivamente, 4V2 cm, 3 cm e 5 cm.

Demonstre a relagao entre as medidas de comprimento da
aresta da base e do ap6tema da piramide regular com base
determinada POr: 61. Respostas no Suplemento para o professor.

a. umtriangulo equilatero. c. um hexagono regular.

b. um quadrado.

Medida da area da superficie de uma piramide

Dada uma piramide qualquer, definimos algumas medidas de area a seguir.
¢ Medida da area da base (A,,.) — medida da area da superficie poligonal que constitui a base.

¢ Medida da area lateral (A,,..) —soma das medidas das areas das faces laterais (superficies triangulares).

¢ Medida da area total (A.,.) — soma da medida da area lateral com a medida da area da base.

Atotal = Alateral + Abase

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Atividade resolvida

R17. Determinar a medida da area total da superficie de uma
piramide regular hexagonal sabendo que o comprimen-
to da aresta da base mede { e que o comprimento do
ap6tema da piramide mede g.

» Resolucao
A base da piramide é uma superficie hexagonal regu-
lar cujo comprimento dos lados mede {. Portanto, a
medida da area da base é dada por:

62. 108(40 + 3V3) mm?
Atividades propostas

62. Calcule a medida da area total da superficie de uma piramide
triangular regular cujo comprimento da aresta lateral mede
82 mm e a aresta da base mede 36 mm de comprimento.

63. Calcule a medida da area da base, a medida da area lateral
e a medida da area total da superficie de uma piramide
quadrangular regular que tem 3 cm de medida de altura e

a aresta da base mede 8 cm de comprimento.
63. Respectivamente, 64 cm?, 80 cm? e 144 cm?.

-3
Abase =6 4

2
Abase = 3E2\/§

Como a piramide é regular, as faces laterais sdo determi-
nadas por triangulos isdsceles e congruentes, que, nesse
caso, tém base de medida de comprimento £ e altura de
medida de comprimento g.

Assim, a medida da area lateral é dada por:

Alateral =6 Atriéngulo isosceles

)
Alateral =6" <7g>

Alateral = 3€g
Logo, a medida da area total é dada por:
Atotal = Alateral + Abase

30°3
2

Atotal = 32 : (g + %)

Atotal = SP’g +

Registre em seu caderno

64. Sabendo que a medida da area total da superficie de um
tetraedro regular é 16v/3 cm’, calcule a medida de com-
primento da aresta desse tetraedro. 64.4 cm

65. A base de uma piramide quadrangular regular esta inscrita em
uma circunferéncia de 6v2 cm de medida de comprimento
de raio. Sabendo que a piramide tem 8 cm de medida de

altura, calcule a medida da area total da sua superficie.
65. 384 cm®

Medida do volume de uma piramide

Antes de estudar a medida do volume de uma piramide qualquer, vamos conhecer duas

propriedades das piramides e demonstra-las.

Propriedade 1: A razdo entre a medida da area S’ de uma sec¢do transversal de uma pira-
mide, feita a uma medida da altura h’ em relacdo ao vértice, e a medida da area S da base

’ "2
dessa piramide de medida da altura h é S (h—) .

S h

Vamos considerar uma piramide de medida da altura
VO (igual a h) cuja base tem medida da area S. Seja uma
seccao transversal dessa piramide, de medida da area
§', a uma medida de distancia VO’ do vértice (igual a h").

Vamos decompor a base da piramide e a sec¢do trans-
versal nos triangulos OAB, OBC etc. e O'A'B’, O'B'C’ etc.,
respectivamente.

Ve _h
VC~ h

AE IIAC 1 vCc _ voO'
0'C//0C = AVO'C ~Avoc:»W_ Vo =

DR T ald B’C’_VC’_E
B'C'//IBC = AVB'C AVBC=>—BC =VEe=h

V. .
hl
A D h
o/l _ _ .
B €
A D
orl-Wsy_____ _
F
B M C
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Em uma propor-
¢do, a soma dos
antecedentes esta
para a soma dos
consequentes assim
como qualquer an-
tecedente esta para
seu consequente,
ou seja:

c_. a+

Td7b+d

[a]

[ i)
o

[eplf]
Qln

84

oM _h'

Com o mesmo raciocinio, chegamos a:

OM ~ h
Medida da &rea do /AAOBC: Spsc = w
Medida da area do AO'B'C: Sgpc = (BC)#

(B:C:) . (O:M:)
OBC _ 2 _BC . OM _h' h
Sosc (BC) - (OM) BC OM h h
2
Sosc _ h' 2
Sosc < >

Analogamente, mostra-se que:

h

Soco _ Sopa _ Sows _ <h' )2

Soco  Sooa  Soas
Temos: S = Sops + Sosc + Soco + Sopa € S" = Sowe + Sowc + Socn + Sopa

Soas + Soec + Socp + Sopa _ Sosc
Soas + Sosc + Soco + Sopa Sosc

LS
A55|m.s_

-3/

Propriedade 2: Se duas piramides tém mesma medida da altura e mesma medida da area

de base, entdo elas tém a mesma medida do volume.

Vamos considerar as piramides de vértices V, e V..

Indicaremos por:
e S, e S, as medidas das areas das bases dessas piramides, tais que S; = S,;
e S e S; as medidas das areas das sec¢des transversais;

¢ h a medida da altura das duas piramides e h’ a medida da distancia das sec¢des trans-
versais aos vértices V, e V,.

Pela propriedade 1, obtemos:

= (5] osi=s- 5

Como S, =S,, temos S; = S, e, portanto, pelo principio de Cavalieri, as duas piramides
tém mesma medida do volume.

1l
—
>
~—

N
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Medida do volume de uma piramide de base triangular

Considere um prisma triangular de medida do volume V,

orisma- Vamos decompé-lo em trés
piramides triangulares.

A (o 0)

Ne” "

(1)

A piramide | tem por base a superficie limitada pelo tridangulo AA’C’ e por altura a distancia
de B’ ao plano que contém a face AA’'C'C do prisma.

A piramide Il tem por base a superficie limitada pelo triangulo AC'C e por altura a distancia
de B’ ao plano que contém a face AA’'C'C do prisma.

AA’C'C é um paralelogramo; logo, os triangulos AA'C' e AC'C tém mesma medida da area.
Assim, as piramides | e Il tém bases de mesma medida da area; como tém também mesma
medida da altura, concluimos que elas tém medidas dos volumes iguais.

Entretanto, a piramide | é também aquela que tem por base a superficie limitada pelo
triangulo A’B'C’ e por altura a distancia de A ao plano que contém a base A’B'C’' do prisma
(altura do prisma).

A piramide Il tem por base a superficie limitada pelo triangulo ABC e por altura a distancia
de B’ ao plano que contém a base ABC do prisma (altura do prisma).

Os triangulos A'B'C' e ABC tém mesma medida da area (determinam as bases do prisma).
Assim, as piramides | e Il tém bases de mesma medida da area (A,,.); como também tém
mesma medida da altura (medida da altura h do prisma), concluimos que elas tém medidas
dos volumes iguais.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Se V,, V, e V; sdo, respectivamente, as medidas dos volumes dessas trés piramides triangu-

Vprisma

lares, temos: V, =V, = V; = 3

Como V,isma = Apase = h, vem:

Abase -h

Vv,

piramide triangular — 3

Medida do volume de uma piramide qualquer

Para uma piramide qualquer, podemos dividir a superficie poligonal de sua base em su-
perficies triangulares por meio de diagonais. Assim, a piramide fica dividida em piramides
triangulares de medida da altura h.

Se a base foi dividida em n superficies triangulares cujas medidas das areas sdo A,, A,, ...,
A,, entdo a medida da area da base é dada por: A, =A; + A, + ... + A,

Como a medida do volume da piramide é a soma das medidas dos volumes das piramides
triangulares, temos:

Viamige = 5" Arh+ 5 A ht .+ 3-A - h
Viieamige =3 (A1 + Az + .. + A,) - h
Apase Piramide pentagonal
1 dividida em trés
Viiramide = Bl Apse * h piramides triangulares:

VABC, VACD e VADE.
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Atividades resolvidas

R18. Calcular a medida do volume do tetraedro regular de

R19.

aresta de medida de comprimento a.

» Resolucao
A medida da area da base
¢ a medida da area de uma
superficie triangular (?qwla- c
tera de lado de medida de
comprimento a. Logo: A

2\/— M B

4

A medida da alturah é tal que: h> =g* —m?

3a’

Abase

Pelo AADM: g’ =a® — (%)2 >g’=

Como o AABCé equilétero, temos:

a3 2

m——=>m 3a’ =4

=367 m =4

iop2=3a’ _a’ ., _aV'é
Assim: h”° = 4 12=>h 3
Portanto:

Vte[raed ro —

Vtetraed ro —

Vtetraed ro — 12

Determinar a medida do
volume de uma pirami-
de regular hexagonal de
12 cm de medida de com-
primento da aresta da base
€20 cm de medida de com-
primento da aresta lateral.

20 cm

12 cm

66. 48 cm®

Atividades propostas

66.

67.

68.

69.

70.

71.

86

Uma piramide regular de base quadrada tem medida da
altura de 4 cm e medida de comprimento da aresta da base
de 6 cm. Calcule a medida do volume dessa piramide.

Determine a medida do volume de um tetraedro regular
cuja aresta mede 2 cm de comprimento. 67. ¥ cm®

Calcule a medida da area total da superficie e a medida do
volume de um octaedro regular de aresta medindo 3 cm

de comprimento. gg, Respectivamente,18V3 cm?; e 9v2 cm?®.
Determine a medida do volume de uma piramide triangular

regular de 8 cm de medida de altura e aresta da base medindo
6 cm de comprimento. 69.24v3 cm®

Uma piramide regular hexagonal tem medida de compri-
mento da aresta lateral de 4v2 dm. Se o perimetro da base

mede 24 dm, qual é a medida do volume dessa piramide?
70. 323 dm®

Em uma piramide regular, a base € uma superficie quadrada
de lado de medida de comprimento 6v2 cm e as arestas

72.

73.

74.

» Resolucao
Inicialmente, vamos calcular a medida de comprimento g
do apdtema da piramide.
2
V364 = g =291

Agora, vamos determinar a medida de comprimento m

az=g2+(2) =20°=g +(12> =

=>400=g"+36=>g=

do apdtema da base. Como a base é determinada por
um hexagono regular, temos:

=%:> 12 \/_=>m 63

Calculo da medida da altura h da piramide:
g =h>+m’=(2Vv91)’ =h*+(6V3)" >
=>h*=256=>h=16

Calculo da medida da area da base:

A= 12613

Ape = 6°36V3 =216V3
Calculo da medida do volume da piramide:

1% Abase h

piramide —

1,
3
Vv % 216v3 - 16

piramide —

Vpirémide =11 52 \/§

Portanto, a medida do volume da piramide é
1.152v3 cm’.

Registre em seu caderno

laterais medem 10 cm de comprimento. Determine a

medida do volume dessa pirdmide. 71. 192 cm’
72. 24 cm®

O comprimento da aresta lateral de uma pirdmide regular
quadrangular mede 5 cm e o perimetro da base mede
1242 cm. Determine a medida do volume dessa pirdmide.

O comprimento do apdtema de uma piramide regular qua-
drangular mede 9 cm. Sabendo que a aresta da base mede
4 cm de comprimento, calcule a medida:

a. da area da base;73a. 16 cm> d. da altura; 73 d. V77 cm

b. da area lateral; 73 b. 72 cm®

c. daareatotal dasuperficie;
73c.88cm’ , -
A base de um prisma é uma superficie quadrada de lado de

medida de comprimento 2 m, e a base de uma piramide é
uma superficie quadrada de lado de medida 1 m de com-
primento. Se o prisma e a piramide tém mesma medida do
volume, qual é a razdo entre as medidas de suas alturas?

74. 1 para 12.

e. dovolume.73e. 16@ cm
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75. Um prisma e uma piramide tém bases com mesma medida A
da area, e a medida do volume do prisma é o séxtuplo da
medida do volume da piramide. Qual é a relagao entre as

medidas de suas alturas? 75. A medida da altura do prisma é o
dobro da medida da altura da piramide.

76. Sabendo que P e Q sio os pontos médios das arestas DC E
e CB, respectivamente, de medida 10 cm de comprimento,
do cubo ABCDEFGH, determine a medida do volume da H
piramide PQCG da figura a seguir. 76. % cm®
A B
Q

H G

77. No paralelepipedo reto-retdngulo representado a seguir,
tem-se AC = V13 cm, AD =2 cm e CG = 3 cm. Determine
a medida do volume da piramide ACDG. 77. 3 cm®

Tronco de piramide de bases paralelas

Existem constru¢des que, embora popularmente sejam chamadas de pirdmides, tém na verdade
o formato de troncos de piramides, pois falta-lhes a parte superior para ter formato de piramide. A
foto a seguir € de um monumento que tem o formato parecido com o de um tronco de piramide.

Considere uma piramide de vértice V, medida da altura H e base contida em um plano .

Piramide de Kukulcan
(987 d.C.) na cidade

maia de Chichén Itza,
Meéxico. Foto de 2023.

Seccionando-a com um plano B, paralelo a o, separamos essa figura em dois sélidos:

® 0 que contém o vértice V, que é uma nova piramide de medida da altura h e base contida
no plano f;

® 0 que contém a base da piramide maior, que é um tronco de piramide de bases paralelas.

Elementos de um tronco de piramide

Em um tronco de piramide, como o representado na figura,
temos os elementos a seguir. _
e Base maior — a superficie poligonal ABCDEF.

e Base menor — a superficie poligonal A'B'C'D'E'F'. h,
¢ Faces laterais — as superficies trapezoidais AA'B'B, BB'C'C etc.
e Altura do tronco - a distancia entre as bases. Indicaremosa -

medida da altura do tronco por h(h,= H — h).

G

78. A figura a seguir representa um prisma de base triangular
decomposto em duas piramides. Determine a razao entre
as medidas dos volumes de ABCDE e de DEFC. 78.2 para 1.

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Para calcular a me-
dida do volume de
um tronco de pira-
mide, basta subtrair,
da medida do volu-
me da piramide ori-
ginal, a medida do
volume da piramide
de mesmo vértice,
medida da altura h
e base congruente
a base menor do
tronco.
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Atividade resolvida

R20. Um tronco de piramide regular tem a aresta lateral

medindo V34 dm de comprimento e bases quadradas
cujos lados medem 4 dm e 10 dm de comprimento.
Calcular a medida do volume do tronco.

» Resolucao
Inicialmente, vamos imaginar a pirdmide ABCDV que

deu origem a esse tronco de piramide pela seccao com
o plano que contém a base menor do tronco.

Para calcular a medida do volume do tronco, é neces-
sario obter a medida do volume da piramide ABCDV,
de medida da altura H, e a medida do volume da
piramide AB’C’'D’V, de medida da altura h.

g 2 174 c
\EZy" PR
B3 om 5 €

Atividades propostas

79. PENSAMENTO COMPUTACIONAL Escreva um algoritmo, em

linguagem materna e em um fluxograma, para calcular a
medida do volume do tronco de uma piramide regular,

conforme a resolugao da atividade resolvida R20.
79. Exemplo de resposta no Suplemento para o professor.

80. Considerando o tronco de piramide regular representado

a seguir, calcule a medida da altura do tronco. 80.8cm

81. Um tronco de piramide regular tem bases quadradas com

88

arestas de medidas de comprimento 6 cm e 16 cm. Sabendo
que o comprimento da altura de uma face lateral do tronco

82.

83

84

Vamos calcular a medida de comprimento do segmento
M’M, altura da face lateral do tronco.

Pela figura, temos:

p’+3°=(V34)

p=5

Agora, vamos calcular a medida da altura h, do tronco;
para isso, consideremos o trapézio OO ’M 'M.

Pela figura, temos:

hi+3'=5

h,=4

Observando o triangulo VMO, podemos destacar os

triangulos M’MP e VM'O". Note que esses triangulos
sao semelhantes; logo:

ﬂ:OIMI

h,  PM
h_2

4 3

8

h_3
Assim:
_4.8_20
H—~’++3—3

Entédo, a medida do volume do tronco de piramide é
dada por:

=1.902.20 _1.4p.8_
V=310 55— 5+ 475 =208

Portanto, a medida do volume do tronco de piramide
6208 dm’.

Registre em seu caderno

mede 13 cm, calcule a medida da altura do tronco e sua
medida do volume. 81. Respectivamente, 12 cm e 1.552 cm®.

Um tronco de piramide regular tem bases hexagonais com
arestas de medidas de comprimento 4 m e 6 m. Sabendo
que a medida do volume é 3423 m’, calcule a medida da
altura do tronco. 82.9m

83.78v3 m° ) .
Determine a medida do volume de um tronco de piramide

regular hexagonal de aresta lateral com 5 m de medida de
comprimento e areas das bases medindo 54v3 m” e 6v/3 m”.

Uma piramide tem 12 cm de medida da altura e base com
medida da 4rea de 81 cm’. Seccionando-se a piramide por
um plano paralelo ao plano da base, exatamente a medida
de distancia de 8 cm da base, obtemos um tronco de pira-

mide. Calcule a medida do volume desse tronco.
84.312cm®
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O engenheiro civil gerencia e supervisiona todas as fases de uma obra, garantindo que tudo seja executado conforme
o planejado.

. . . Podcast: Equipamentos
Engenheiro civil  deproteso individual (EPIs)

A Engenharia Civil é o ramo da Engenharia voltado para o planejamento e a execucdo de projetos de infraestrutura,
bem como para a manutencéo de obras ja existentes.

O engenheiro civil é o profissional que projeta, executa e gerencia diferentes obras, realizando cdlculos, dese-
nhos, medicdes, andlises de materiais, entre outras atividades. Trabalha em parceria com diversos profissionais,
como arquitetos, empreiteiros, pedreiros, eletricistas, encanadores e muitos outros.

Para ser engenheiro civil, é preciso fazer um curso superior em Engenharia Civil, em instituicdo reconhecida pelo
Ministério da Educacao (MEC), graduacgdo que garante o titulo de bacharel. Além da formacdo académica, o profissional
precisa ter registro no Conselho Regional de Engenharia e Agronomia (Crea) para poder trabalhar como engenheiro.

2. Exemplo de resposta: Proteger os trabalhadores contra riscos a saude e a integridade fisica.

Atividades

1. Em sua opinido, que competéncias um engenheiro civil coloca em

prética no dia adia? 1.Exemplo de resposta: Capacidade de resolver problemas,
boa comunicacéo, lideranca, proatividade etc.
2. Capacete, 6culos de seguranga, luvas e protetor auditivo estdo entre é ‘a
os principais Equipamentos de Protecgio Individual (EPIs) usados na “
construgao civil. Qual é a importancia desses equipamentos para .
trabalhadores da construgao civil?
3. Um engenheiro civil esta projetando uma coluna de concreto que vai
sustentar uma ponte. A coluna apresenta o formato de um prisma
hexagonal cujas arestas da base medem 1,5 m de comprimento e cuja f

medida de altura é igual a9 m.
a. Qual é a medida da area lateral da estrutura da coluna? 3a.81m? g%/

b. Calcule a medida do volume de concreto necessario para preen-
cher totalmente a coluna. 3b.30,375v3 m*

FOTOS: DASHADIMA/ISTOCK/GETTY IMAGES

O podcast enriquece o contexto da atividade 2 da segéo, abordando a importancia do uso de Equipamentos de Protecéo Individual (EPIs) em diversas
profissdes. Ele destaca como esses equipamentos sdo essenciais para prevenir e reduzir acidentes de trabalho, seguindo as regulamentagdes do 89
Ministério do Trabalho e Emprego.



PARA FINALIZARO CAPITULO 3

CONEXOES ENTRE CONCEITOS

Analise o mapa conceitual a seguir com a rela¢do entre alguns contetidos estudados neste
capitulo.

dois

exemplos

podemos
‘ 1 calcular

RENAN ORACIC/ARQUIVO DA EDITORA

podem podem
ser ser
Prismas l l
regulares [ Medida do vqume] [ 3 J [ 4 ]

Relacione os nimeros do mapa conceitual com os conteddos apresentados a seguir.
A. Medida da 4rea da superficie Conexdes entre conceitos. A-3;B-2;C-4;D-1.
B. Piramides

C. Piramides regulares

D. Prismas

SUGESTOES DE AMPLIACAO
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Livro

O universo e a xicara de cha: a Matematica da verdade e da beleza
K. C. Cole
Rio de Janeiro: Record, 2006.

Nesse livro, a autora, jornalista especializada em Ciéncias, percorre uma vasta gama de areas
do conhecimento e de situag¢des (cientificas ou cotidianas) para mostrar como a ideia geral de
que a Matematica é incompreensivel a maioria dos mortais pode ser desmistificada quando
nos propomos examinar criticamente o significado dos nimeros com que convivemos no dia
a dia. Com uma linguagem objetiva e simples e uma abordagem perspicaz e bem-humorada,
ela consegue esclarecer fatos numéricos aparentemente obscuros ou muito complexos.

REPRODUGAO/EDITORA RECORD

Museu
Museu da Matematica da UFMG

O Museu da Matemaética da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG) oferece aos
visitantes a oportunidade de interagir com sélidos geométricos, jogos, magicas, enigmas
aritméticos, quebra-cabecas geométricos, dobradura de papel, desafios, exposi¢do de Arte
e diversas oficinas.

Mais informagdes podem ser obtidas em: http:/Avww.mat.ufmg.br/museu/. Acesso em: 11 out. 2024.
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AUTOAVALIACAO

Q1.Indique qual (is) das figuras a seguir representa(m) um
poliedro. Q1. Alternativas a e d.

e

Q2. Alternativa b.
Q2. O nimero de vértices de um poliedro convexo formado por

80 faces triangulares e 12 faces pentagonais é:

a. 80 b. 60 c. 50 d. 48

Q3. Um poliedro com 4 faces triangulares e 5 faces quadrangu-
lares que nao satisfaz a relagdo de Euler tem o numero de
vértices diferente de: Q3. Alternativa d.

a. 15 b. 13 c. 11 d. o

Q4. Marilu quer construir uma caixa com o formato de um polie-
dro convexo usando um molde como o da figura a seguir.

O numero de vértices dessa caixa é: Q4. Alternativa d.

Q5. Alternativa c.
Q5. As arestas de um paralelepipedo retdngulo medem 3 cm,
4 cm e 5 cm de comprimento. As medidas do comprimento

da sua diagonal e de seu volume sdo, respectivamente:

a. 5vV5cme 60 cm’. c. 5vV2cme 60 cm’.
b. 5v2cm e 47 cm’. d. V2cme 47 cm’.

Q6. Um prisma obliquo de base quadrada tem todas as arestas
medindo 10 cm de comprimento. As arestas laterais formam
um angulo com medida de abertura de 60° com o plano
da base. A medida do volume do prisma é, em centimetro
cubico, igual a: Q6. Alternativa c.

a. 1503
b. 2403

c. 5003
d. 900

Q7. Uma caixa de isopor, com formato de um paralelepipedo
reto-retangulo, tem paredes e tampa medindo 5 cm de
espessura e medidas das dimensdes externas iguais a 0,85 m,
1,70 m e 0,80 m. Lembrando que 1 L equivale a 1dm’, a medida
da capacidade, em litro, dessa caixa € de: Q7. Alternativa c.

a. 748 c. 525
b. 330,75 d. 1.206

Q8. As medidas da area total da superficie e do volume de um
prisma triangular regular de aresta da base medindo 2 cm de
comprimento e de altura medindo V3 ¢m sio, respectivamente:
a. 73 cm’eV3 cm’. c. 8¥3cm’elcm’.

b. 43 cm’e3cm’. d. 8V3cm’e3cm’.
Q8. Alternativa d.

Q9. Para fazer uma vela com o formato de uma piramide regu-
lar quadrangular em que as laterais sdo determinadas por
triangulos equilateros cujo comprimento dos lados mede 4
cm, Fabio usa I cm’ de parafina. Qg. Alternativa b.

a. 15 c. 9
16V2 322
b. 13 d 11 a. —3— b.T c 16V2 d. 92
Se vocé ndo acertou uma ou mais questdes, consulte o quadro a seguir para verificar a
quais conceitos cada questdo esta relacionada. Depois, releia a teoria e refaca as atividades
correspondentes. Se necessario, peca ajuda ao seu professor.
Relacao entre as questoes e os objetivos do capitulo
Objetivos do capitulo Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9
Identificar poliedros (incluindo prismas, piramides,
A X X X X
troncos de piramides) e seus elementos.
Recorjhecer propriedades dos poliedros e aplicar X X X X X X X X
relagdes entre seus elementos.
CaIcuI:flr medidas de areas, de vqu_mes ede X X X X X
comprimento de elementos de poliedros.
Resolver situacdes-problema que envolvam X X X
poliedros (do ponto de vista métrico e geométrico).
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Capitulo

GUALTIERO BOFFI/SHUTTERSTOCK

No boliche, o jogador

lanca uma bola deslizando
sobre a pista para derrubar
0s pinos dispostos em um

92

formato triangular.

Y

CORPOS REDONDOS

O boliche é um esporte muito simples e democratico. Ainda que a bola de boliche seja
pesada (com medida de massa minima de aproximadamente 2 kg), o jogo pode ser pratica-
do por pessoas de todas as idades e tipos fisicos. Por isso, o boliche é um dos esportes mais
praticados no mundo.

No boliche, o objetivo é derrubar a maior quantidade de pinos ao lancar a bola. Cada joga-
dor pode realizar dois arremessos por jogada e dez jogadas por partida. Cada pino derrubado
vale 1 ponto. Ha bénus para quem derruba todos os dez pinos, o que pode acontecer de dois
modos: no primeiro arremesso (a jogada é chamada strike) ou usando os dois arremessos de
uma mesma jogada, que recebe o nome de spare.

Observe o formato arredondado da bola e dos pinos de boliche. Agora, vamos estudar
alguns solidos geométricos que também tém formato arredondado.

Corpos redondos

No capitulo anterior, verificamos que diversos objetos que nos cercam tém o formato pa-
recido com o de sélidos geométricos. Além disso, classificamos esses sélidos em dois grandes
grupos, os poliedros e os corpos redondos e demos destaque aos poliedros.

Corpos redondos sdo os sélidos geométricos que tém pelo menos uma parte de sua super-
ficie arredondada, ou seja, ndo plana.

Neste capitulo, estudaremos as propriedades geométricas e métricas dos corpos redondos:
cilindro, cone, esfera e os que sado obtidos a partir deles.

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Cilindro

Algumas construcoes e artefatos, como fibras 6pticas, seringas de injecdo e diversos tipos de
tubos, tém formato cilindrico. Cilindros hidraulicos, por exemplo, séo componentes respon-
saveis pela geracdo de forca mecanica em maquinas e equipamentos de distintos ramos da
industria: metalurgico, automobilistico, siderurgico, plastico, celulose etc. Para projetar pecas
como essas, é preciso realizar o calculo exato de suas medidas lineares, de area e de volume.

CREDITO

ASHARKYU/SHUTTERSTOCK

Prédio com formato cilindrico no centro histérico de Recife
(PE). Foto de 2024.

Oriente os estudantes a
consultar as paginas 8 e 9
para saber mais sobre este

e os demais Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel.

0DsS 9

£

Fibra éptica é um filamento flexivel e transparente fabricado
a partir de vidro ou de pléstico moldado cujo comprimento do

diametro mede alguns micrometros. E um excelente condutor
de luz, de imagens ou de impulsos codificados.

No capitulo anterior, definimos prisma indicando um procedimento de construcdo. Neste
capitulo, vamos apresentar o cilindro por meio de uma definicdo analoga a do prisma.

Consideremos dois planos paralelos distintos, y e 5, um circulo C cujo comprimento do raio
mede r contido em y e uma reta s secante aos planos y e c.

Chama-se cilindro circular, ou apenas cilindro, a figura geométrica formada por todos
os segmentos de reta paralelos a reta s, com uma extremidade no circulo C e a outra no
plano o.

Observe que as extremidades que pertencem ao plano ¢ formam um circulo C’, congruente a C.

Elementos de um cilindro

Considerando o cilindro representado, podemos des-
tacar os elementos a seguir.

e Bases — os circulos C e C’, de raio com medida de
comprimento r e centros O e O, respectivamente.
H ’
e Eixo —areta OO’.
e Geratrizes — os segmentos de reta paralelos ao eixo

do cilindro cujas extremidades sdo os pontos corres-
pondentes das circunferéncias das bases do cilindro.

medida da

geratriz (g) medida da

altura (h)

e Altura do cilindro — a distancia h entre os planos que
contém as bases.

Indicaremos a me-
dida do compri-
mento da geratriz
por g e a medida da
altura do cilindro
por h.
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Classificacao dos cilindros

Podemos classificar um cilindro de acordo com a inclina¢do da reta s em relacdo aos planos y

e 6 que contém as bases.

Se a reta s é perpendicular aos planos y e ¢, entdo o

cilindro é reto. Nesse caso, tanto o eixo (O?) quanto as
geratrizes do cilindro sdo perpendiculares aos planos
das bases. Dessa maneira, a medida do comprimento da
geratriz é igual a medida da altura do cilindro (g = h).

Se a reta s ndo é perpendicular aos planos y e ¢, entdo o

cilindro é obliquo. Nesse caso, nem o eixo (O?) nem as
geratrizes sdo perpendiculares aos planos das bases. Assim,
a medida do comprimento da geratriz € maior que a
medida da altura do cilindro (g > h).

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Um cilindro circular reto também é denominado cilindro de revolucao, pois pode ser obtido
pela rotacdo de uma superficie retangular em torno da reta que contém um dos lados dessa
superficie. A medida de comprimento desse lado é igual a medida da altura h do cilindro,
e a medida de comprimento do lado perpendicular a esse é igual a medida do comprimento

do raio r da base do cilindro.

Se um cilindro reto tem medida de altura igual ao dobro da medida de comprimento do
raio da base (h = 2r), ele é chamado de cilindro equilatero.

Em um cilindro equilatero, qual é a razdo entre as medidas de comprimento da geratriz e do raio?

Seccoes de um cilindro

Questao 1. Como g = h em um cilindro reto e

h = 2r em um cilindro equilatero, temos -Crl =2.

Seccio meridiana de um cilindro

Uma seccao meridiana de um cilindro é determinada pela interseccdo do cilindro com um

plano que contém seu eixo.

N
N

seccao
meridiana

seccao
meridiana

Que quadrilatero limita a seccdo meridiana de um cilindro qualquer?

Questao 2. Um paralelogramo. Em particular, se o cilindro for reto, o quadrilatero sera um retéangulo. Se o cilindro for
equilatero, o quadrilatero serd um quadrado.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Secciao transversal de um cilindro

seccao

Uma seccao transversal de um cilindro é determinada pela
interseccao do cilindro com um plano paralelo ao plano da base.

Propriedade: As seccdes transversais de um cilindro séo = .
circulos congruentes a base.

Considere uma secc¢do transversal qualquer de um cilindro.

Como o eixo do cilindro é paralelo a qualquer geratriz, concluimos que PO é paralelo
a QR. A seccdo transversal é paralela ao plano da base; entdo, o plano (PQRO) corta

«—> >
essa seccdo e a base, determinando as retas paralelas PQ e OR. Logo, o segmento de
reta PQ é paralelo ao segmento de reta OR.

Como o quadrilatero PQRO é um paralelogramo, seus lados opostos tém medidas de com-
primento iguais. Entdo, temos PQ = OR. Entdo, a seccdo transversal e a base sdo circulos
com raios de mesma medida de comprimento e, portanto, sdo congruentes.

Imagine um cilindro cortado por um plano « ndo paralelo as suas bases e sem um ponto
comum com elas. A interseccdo do plano a com o cilindro seria um circulo? Questao. Nzo.

Medida da area da superficie de um cilindro reto

Imagine que a superficie de um modelo de cilindro reto seja revestida de papel. Recortando
o papel nas circunferéncias das bases e ao longo de uma geratriz, obtemos um molde do
modelo de cilindro.

A planificacao da superficie de um cilindro reto é composta de dois circulos e de uma su-
perficie retangular, em que a medida de comprimento de um dos lados é igual a medida do
comprimento da circunferéncia que determina a base (2rr), e a medida de comprimento
do outro lado é igual a medida da altura do cilindro (h).

Dado um cilindro reto de medida da altura h e medida de comprimento r do raio da base,
definimos:

e Medida da area da base (A,,..) ¢ a medida da area de um circulo de centro O cujo compri-
mento do raio mede r.

2
Abase =nr

e Medida da area lateral (A ,....) € @ medida da drea da superficie retangular cujos lados tém
medidas de comprimento 2=r e h.

Alateral = ZT[fh

¢ Medida da area total (A,,,) da superficie do cilindro é a soma das medidas das areas das
bases com a medida da area lateral.

Atotal =2 Abase + Alateral = Atotal = ZTCI’Z + 2nrh = Atotal = ZJT,I'(I' + h)

transversal

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Atividades resolvidas

R1. Dada uma superficie retangular com medidas das di-

mensoes 3 cm e 5 cm, comparar a medida da area lateral
e a medida da area total da superficie dos cilindros de
revolugdo obtidos desse retangulo.

» Resolucao

Fazendo a rotagéo da superficie retangular em torno do
lado cujo comprimento mede 3 cm, obtemos um cilindro
reto cujo comprimento do raio mede 5 cm e a altura mede

3 cm. Entao:
i’ I3 cm

Apea =2°T+5+3=301

Apw =215+ (54 3) =80n

Logo, esse cilindro tem medida da area lateral igual a
30m cm’ e medida da érea total igual a 80r cm’.
Agora, fazendo a rotacdo da superficie retangular em
torno do lado cujo comprimento mede 5 cm, obtemos
um cilindro reto cujo comprimento do raio mede 3 cm
e a altura mede 5 cm. Entdo:

5cm

A =2°T*3+5=301

Ao =2°T*3°(3+5)=48n

Logo, esse cilindro tem medida da area lateral igual a
30n cm’ e medida da 4rea total igual a 48w cm’.

Atividades propostas

1.

96

Uma indUstria farmacéutica quer produzir
comprimidos efervescentes de vitamina C
em formato cilindrico com altura medindo
0,5 cm e comprimento do raio da base me-
dindo 1 cm. Determine a medida da area

FABIO YOSHIHITO MATSUURA

total da superficie desse comprimido. 1. 3z cm®

Qual é a razio entre a medida da area lateral
e a medida da area da seccao meridiana de um cilindro
circular reto? 2.z

O comprimento do raio da base de um cilindro de revolugao
mede 5 cm. A medida da altura desse cilindro é igual a medida
do comprimento da circunferéncia que determina a base.

Calcule a medida da area total da superficie do cilindro.
4. 287 cm? 3. (1007* + 50x) cm?

Sabendo que o comprimento do raio da base de um cilindro
reto mede 2 cm e que a medida da area da seccdo meridiana é
20 cm’, calcule a medida da area total da superficie do cilindro.

Se a medida da altura de um cilindro reto é igual a % da

medida do comprimento do raio da base, calcule a medida
5. Medida da altura: 9 cm; medida do comprimento do raio: 6 cm.

R2.

Portanto, as medidas das areas laterais dos cilindros ob-
tidos sdo iguais. No entanto, quando fazemos a rotacao
da superficie retangular em torno do lado de menor
medida de comprimento, a medida da area total da
superficie do cilindro é maior.

Calcular a razio entre a medida da area da base e a medida
da area da sec¢ao meridiana de um cilindro equilatero.

» Resolucao

Vamos considerar um cilindro equilatero cuja medida
da altura é h e a base é um circulo cujo comprimento
do raio mederr.

A medida da 4rea da base é: A, .= 1" r’

Como um cilindro equilatero tem medida da altura igual
ao dobro da medida do comprimento do raio (h = 2r),
a seccdo meridiana é uma superficie quadrada cujo
comprimento do lado mede 2r.

A medida da area da seccdo meridiana é:
A =2r-2r=4r’

secgao meridiana
o 2

Assim, temos: T =T
4.1 4

Portanto, a razio entre a medida da drea da base e a

medida da area da secgao meridiana é %

Registre em seu caderno

da altura e a medida do comprimento do raio, sabendo que
a area lateral do cilindro mede 108w cm’.

EM DUPLA ELABORAGAO DE PROBLEMAS Elabore um pro-
blema que envolva a medida da area total da superficie de
um cilindro equilatero. Em seguida, peca a um colega que
resolva o problema elaborado por vocé. Feita a resolucao,
discutam os resultados obtidos. 6. Resposta pessoal.

Um empresario recebeu um pedido para fabricar a pega
representada a seguir, que tem o formato de um cilindro
circular reto com um furo cilindrico no sentido longitudinal.
Para cobrar pelo servico, o dono da indUstria precisa calcular
a quantidade de matéria-prima necessaria para a fabricagdo
de cada unidade. Calcule a medida da area total da superficie
da peca, de acordo com as medidas das dimensdes indicadas.

| 30 cm |

7. 1.050n cm?
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Medida do volume de um cilindro

Em um mesmo semiespaco, considere um cilindro e
um prisma, de mesma medida da altura h e cujas bases
estejam contidas no mesmo plano o, sendo a medida da
area da base do cilindro e a medida da area da base do
prisma iguais a A.

Observe que cada plano B, paralelo a o, secciona o
cilindro e também o prisma, determinando as sec¢des
do cilindro e do prisma, ambas de mesma medida de
area, jaque A,=AeA,=A.

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Assim, pelo principio de Cavalieri, a medida do volume do cilindro é igual a medida do

VOlume dO prisma: Vcilindro = Vprisma = Abase ° h

Portanto, a medida do volume de um cilindro cuja medida do comprimento do raio é r e

medida de altura h é dado por:

2
Vcilindro =nr h

Atividade resolvida

R3. Considerar trés cilindros retos: C, de altura medindo h e
comprimento do raio da base medindo r; C’, de altura
medindo h e comprimento do raio da base medindo
2r; e C”, de altura medindo 2h e comprimento do raio

da base medindor.

a. Comparar a medida do volume de C’com a de C.
b. Comparar a medida do volume de C" com a de C.
c. Comparar a medida do volume de C’com ade C”.

» Resolucao

Primeiro, calculamos a medida do volume de C: V = nir*h

a. Calculo da medida do volume de C"

V'=m-(2r)" - h=4(nr’h), ouseja: V'= 4V
Portanto, a medida do volume de C’¢é o quadruplo

da medida do volume de C.

b. Calculo da medida do volume de C”:

V’=m-r>+(2h) = 2(nr’h), ou seja: V" =2V

Portanto, a medida do volume de C”
medida do volume de C.

c. Dos itens anteriores, temos:

,

eo

V' =4nr*h =2(2nr’h), ou seja: V' =2V”

,

dobro da

Portanto, a medida do volume de C’ ¢ o dobro da

medida do volume de C”.

E amplamente aceita a percepcao de que a Matematica estd presente em diferentes
contextos culturais. Fala-se na “matematica do pedreiro’; na “matematica do marceneiro’;, na
“matematica dos camponeses’ e assim por diante. Decorre, portanto, que ha saberes e fazeres
matematicos (sim, no plural!) para além daqueles que circulam na academia e na escola.

Este entendimento levou pesquisadores em Educagao Matematica a constituirem um
programa de pesquisa, iniciado em meados dos anos 70 e 80, chamado de Etnomatema-
tica, do qual o brasileiro Ubiratan D’Ambrésio foi um dos mais destacados pioneiros. [...]

Um possivel exemplo é discutir [...] como um marceneiro realiza a cubagem da ma-
deira. [...] marceneiros no sul do pais usam o seguinte procedimento: passam uma linha
de cordel contornando o tronco na metade da altura estimada; dobram a linha em quatro

partes iguais, elevando ao quadrado a medida do % dalinha do contorno; e finalmente,

multiplicam pela medida da altura do tronco.

Fonte: BARBOSA, Jonei Cerqueira. Etnomatematica na sala de aula. Portal lede. 3 maio 2019.
Disponivel em: https:/www.portaliede.com.br/3551-2/. Acesso em: 12 out. 2024.

A cubagem da madeira é o calculo da medida do volume de uma tora de madeira.

Considerando que as toras tenham formato cilindrico, com a altura da tora medindo he o
comprimento do raio da base medindo r, segundo o método apresentado no texto, temos:

2 2,2
‘/tora=<M> 'h:Vtora=nrh$\/tora

4 4

(i
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8.(2 +2v3)cm

16 a. Sim. A Unica diferenga entre os métodos sao os fatores

Atividades propostas

8.

10

11

12

13

SAKARIN SAWASDINAKA/SHUTTERSTOCK

Se aumentarmos a medida do comprimento do raio da
base ou a medida da altura de um cilindro reto em 4 cm,
as medidas dos volumes dos novos cilindros coincidirao.
Calcule a medida do comprimento do raio da base do ci-
lindro inicial sabendo que sua medida de altura é 2 cm.

Determine a medida do volume de um cilindro equilatero
cuja medida de area total é igual a 24w dm”. 9. 16z dm®

Quantos mililitros (mL) de tinta cabem no reservatério
cilindrico de uma caneta cujo comprimento do diametro

mede 2 mm e a altura mede 10 cm? (Adote: T = 3,14)
10.0,314 mL

Um cilindro de revolucdo, cujo comprimento do raio da
base mede 10 cm, foi cortado por um plano paralelo a seu
eixo e distante 6 cm dele. Sabendo que a medida da area da
seccio determinada pelo plano é 80 cm’, calcule a medida
do volume do cilindro. 11. 500% cm®

A parte interna de um botijao de gas de cozinha tem for-
mato cilindrico com 40 cm de medida de comprimento
do didametro e 60 cm de medida de altura. Quantos dias
o gas de um botijao cheio durara se forem consumidos
diariamente 3,1 L? (Considere: © = 3,1) 12. 24 dias

O liquido que ocupa completamente um cilindro com
20 cm de medida de comprimento do diametro e 40 cm
de medida de altura sera transferido para outro cilindro
com 12 cm de medida de comprimento do diametro e
125 cm de medida de altura. Que fragdo da medida da altura
do novo cilindro sera ocupada pelo liquido transferido?

8
13.3

Cone

14.

15.

16.

2
n

4 & ™ aue valem cerca de 2,47 e 3,14, respectivamente, com

uma diferenga de apenas 0,67 entre eles, o que pode ser considerado insignificante se comparar a facilidade com que os
marceneiros podem realizar o processo da cubagem da madeira.

Registre em seu caderno

Para atender consumidores ndo profissionais em vendas
a varejo, uma industria de tintas encomendou estudos
para a produgdo de novas embalagens. O objetivo é que
um produto que ocupa completamente um recipiente ci-
lindrico seja dividido em recipientes menores, também
cilindricos. Na nova embalagem, a medida do compri-

mento do diametro se reduz a % e a medida da altura se

reduz a % da medida da embalagem original. Qual é a

quantidade de recipientes menores necessarios?
14. 48 recipientes menores.

Uma cisterna cilindrica para armazenar agua tem 1 m de
medida de comprimento do diametro. Se forem consumi-
dos 310 L, quantos centimetros o nivel de agua baixara?
(Considere: T =3,1) 15.40cm

EM GRUPO Relinam-se em grupos de quatro ou cinco
estudantes:

a. ARGUMENTAGAO Considerando que toras de madeira
tém formato cilindrico, o método usado pelos marce-
neiros no Sul do pais para realizar a cubagem da madeira
€ uma aproximagao razoavel para o calculo da medida
do volume das toras? Justifiquem sua resposta.

L

Pesquisem mais informacdes sobre a Etnomatemati-
ca e realizem entrevistas com profissionais em geral:
construcdo civil, campo, industria, administragao etc.
Questionem que saberes matematicos eles empregam
na sua pratica profissional.

Registrem tudo em texto, dudio ou video, editem e

apresentem ao professor e aos colegas.
16 b. Resposta pessoal.

O formato cénico aparece em muitos objetos do dia a dia, como a casquinha de sorvete ou

o cone de sinalizacdo de transito.

Consideremos um circulo C, de centro O e cujo comprimento do raio mede r, em um plano
o, € um ponto V ndo pertencente ao plano «.

e <

Cones de sinalizacdo de
transito tem formato
parecido com o de um cone.
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Chama-se cone circular, ou apenas cone, a figura geométrica formada por todos os seg-
mentos de reta com uma extremidade no ponto V e outra extremidade no circulo C.

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Elementos de um cone

Considerando o cone representado, podemos destacar os elementos a seguir.
¢ Base — o circulo C de raio com medida de comprimento r e centro O.

e Vértice - o ponto V.

. >
e Eixo—areta VO.

¢ Geratrizes — os segmentos com extremidades em V e na circunferéncia da base

do cone.

Classificacao dos cones

«—>
Podemos classificar um cone de acordo com a inclina¢do do eixo VO em relacdo ao plano

que contém a base.

Altura do cone - a distancia do vértice V ao plano que contém a base.

vértice

medida da
altura (h)

Observacio

Indicaremos a me-
dida do comprimen-
to da geratriz por g
e a medida da al-

>
Se o eixo VO é perpendicular ao plano que
contém a base, entdo o cone é reto. Nesse
caso, a medida da altura é igual a VO.

Se o eixo VO ndo é perpendicular ao plano
que contém a base, entdo o cone é obliquo.
Nesse caso, a medida da altura é menor
que VO.

tura do cone por h.

Como podemos provar que, em um cone obliquo, a medida da altura é menor que a medida Questao. Exemplo de

da distancia do vértice ao centro da base?

resposta: Considerando o
triangulo VOP, retangulo

Um cone circular reto também é denominado cone de revolucéo, pois pode ser obtido pela €™ 7 tal que P pertence ao

plano que contém a base e

rotacdo de uma superficie triangular, determinada por um tridngulo retangulo, em torno de vp =n.

uma reta que contém um de seus catetos. A medida do comprimento do outro cateto é igual

a medida do comprimento do raio da base do cone.

Como VO é a hipotenusa,

OP e VP s3o catetos; entao,
VP < VO.

Se um cone reto tem a medida de comprimento da geratriz igual ao dobro da medida do
comprimento do raio da base (g = 2r), ele é chamado de cone equilatero.
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Seccoes de um cone
Seccio meridiana de um cone

Uma seccao meridiana de um cone é determinada pela intersec¢do do cone com um plano
que contém seu eixo.

seccao
meridiana

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

seccao
meridiana
o
Seccao transversal de um cone
Observacao Uma seccao transversal de um cone é a intersec¢do do cone com um plano paralelo ao

. B plano da base.
A interseccdo de

um cone com um

plano o ndo parale- seccdo
lo a sua base e sem transversal
ponto comum com

essa base ndo é um

circulo.

Planificacao da superficie de um cone reto

Assim como fizemos com o cilindro, vamos supor que a superficie de um modelo de cone
reto seja revestida de papel. Para obter um molde deste modelo, vamos imaginar um recor-
te do papel na circunferéncia da base e, em seguida, um recorte ao longo de uma de suas
geratrizes.

A planificacao da superficie de um cone reto é composta de: um circulo de centro O cujo
comprimento do raio mede r; e um setor circular cujo comprimento do raio mede g, medida
de abertura a do angulo central e arco de medida de comprimento 2xr.
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Atividade resolvida

R4. Se a planificacdo da superficie lateral de um cone reto
for um semicirculo, como classificamos esse cone?
» Resolucao
Vamos considerar um cone reto com medida do com-
primento do raio da base r, medida do comprimento
da geratriz g e medida da altura h.

O semicirculo com comprimento do raio de medida g
e o setor circular da planificagao da superficie lateral
desse cone reto.

Logo, a medida do compri- g o g

mento do arco do setor deve N
ser igual a medida do com-
primento da circunferéncia
do circulo da base do cone.
Assim:meg=2mr=>g=2r
Portanto, o cone em questao € um cone equilatero.

A seccdo meridiana desse cone é um triangulo equilatero
cujo comprimento dos lados mede g.

Relacdes métricas entre os elementos de um cone reto

Considere um cone reto com medida de comprimento do raio da base r, medida do com-

primento da geratriz g e medida da altura h.

O triangulo VOP é retdangulo em O.
Entdo, temos: VO? + OP? = VP?
Portanto:

2

h*+rt=g

O setor circular a seguir representa a planificacdo da superficie lateral de um cone.

2nr

Entdo, podemos estabelecer a seguinte relagdo:

medida do comprimento
do arco
2ng
2nr

Logo: 2ng + a = 27nr - 360°
Portanto, o, em grau, é dado por:

_360°-r
g

(04

medida da abertura do angulo
central (em grau)

Como podemos escrever h em funcdo de rquando o= 180°?
Questao. Quando a = 180°, temos g = 2r; portanto, o cone é equilatero. Entédo, nesse caso, h = V3.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Atividades resolvidas

R5.

Calcular a medida do comprimento da circunferéncia
da base e a medida da altura de um cone reto cujas
medidas de comprimento da geratriz e do raio da base
sdo, respectivamente, 13 cm e 5 cm.

13 cm

» Resolucao

A medida do comprimento da circunferéncia da base é
dada por C = 2mr. Sabemos que o cone tem a medida
do comprimento do raio r =5 cm. Assim:

C=2'n1-5>C=10t=>C~314

Portanto, a medida do comprimento da circunferéncia
da base é aproximadamente 31,4 cm.

Sabendo que o cone é reto, podemos obter a medida
da altura por meio de um triangulo retangulo, no qual
a hipotenusa é a geratriz, e as medidas de comprimento
dos catetos sdo a medida da altura do cone e a medida
do comprimento do raio da base do cone. Assim:

Atividades propostas

17.

18.

102

Determine a medida de abertura do angulo central de um
setor circular obtido pela planificagio da superficie lateral
de um cone reto cuja geratriz mede 60 cm de comprimento
e o raio da base mede 10 cm de comprimento. 17. 60°

A planificagao da superficie lateral de um cone reto é um setor
circular com abertura do dngulo central medindo 60°. Calcule
arazdo k entre a medida do comprimento da circunferéncia
da base e a medida do comprimento da geratriz do cone.

I
18. 3

gi=h"+r'=>13"=h"+5=>h"=144=>h=12

Portanto, o cone mede 12 cm de altura.

R6. Um cone reto que mede 10 cm de altura tem por pla-

nificagdo da superficie lateral um setor circular cuja
abertura do angulo mede 150°. Determinar a medida
do comprimento do raio da base e a medida do com-
primento da geratriz.

» Resolugao

Comor’+ h*=g’ temos:

r’+10°=g’=>g>-r’=100 ()

Comoa = %, temos:
0o—360°"r  _12r
150° = g :>g—5 ()

De (1) e (Il), concluimos que:

2 2
(1) -r'=100= 142" = 100 =

= 144r° — 25r° =2.500 =

#rzz%:r:éss

Portanto, a medida do comprimento do raio da base do

cone é aproximadamente 4,58 cm.
12r

S ’
aproximadamente 11 cm.

Comog= a medida do comprimento da geratriz é

Registre em seu caderno

19. Determine a medida da altura de um cone reto, sabendo

que a planificagdo da superficie lateral é um setor circular
com abertura do angulo central medindo 120° e o raio da
base medindo 10 cm de comprimento. 19.20V2 cm

20. Considere que um semicirculo cujo raio mede 20 cm de

comprimento ¢ a planificagdo da superficie lateral de um
cone reto. Ao construir o cone, qual sera a medida da
distancia do vértice a base? 20.10v3 cm

Medida da area da superficie de um cone reto

Pela planificacdo da superficie de um cone, podemos obter a medida da area total dessa
- superficie. Para isso, vamos considerar um cone reto de medida de comprimento do raio da
base r e medida do comprimento da geratriz g.

g A medida da area da base (A,...) € a medida da area de um circulo de centro O cujo com-

primento do raio mede r.

2
Apase = T8

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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A medida da area lateral (A ,....) € @ medida da drea de um setor circular tal que a medida do
comprimento do raio é a medida do comprimento g da geratriz e a medida do comprimento
do arco é 2xr (a medida do comprimento da circunferéncia da base do cone).

2nr

Como a medida da area desse setor é diretamente proporcional a medida do comprimento
2nr do arco e considerando que a circunferéncia e o circulo tém raio com medida de com-
primento g, temos:

medida do comprimento do arco do setor — medida da area do setor
medida do comprimento da circunferéncia = medida da area do circulo

_(2nn) - (ng?)

2nr _’4Iateral=> | \
ateral — an

E - ngz Alateral = nrg

A medida da area total (A,.,,) da superficie do cone reto é a soma da medida da area da
base com a medida da area lateral.

2
Atotal = Abase + Alateral = Atotal =nr-+ nrg = Atotal = TCI"(f + 9)

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Atividade resolvida

R7. Determinar a medida da area lateral de um cone reto » Resolugao
com altura medindo 16 cm e raio da base medindo Temos:

12 cm de comprimento. E=h+r’=>g’=16+ 12" = g =400 = g =20

Portanto, a medida do comprimento da geratriz do
cone €20 cm.

A medida da area lateral do cone é:

Apteral = T8 = Apera =T ° 12220 = Ao = 240 =>
= Apyeras = 753,6

Logo, a medida da 4rea lateral do cone é 240m cm’ ou,
aproximadamente, 753,6 cm’.

Atividades propostas Registre em seu caderno
21. Determine as medidas da area lateral e da area total da de comprimento do raio da base, calcule a quantidade
superficie de um cone reto conforme os dados a seguir. total de papel necessario para fazer todos os chapéus.

] ] ] 22.1.0887V13 cm?
a. Amedidadaalturaé12 cm,eamedidado comprimento | 23. Calcule a medida da area total da superficie de um cone

do raio da base é 9 cm. 21 a. 135z cm? 2167 cm? reto inscrito em um cilindro reto cuja altura mede 5 cm e

b. A medida do comprimento da geratriz é 26 cm, e a o raio da base mede 2 cm de comprimento. 23. 2x(2 + v29) cm?

medida da altura é 24 cm. 21 b. 260z cm?: 360x o’ 24. Calcule a medida da area total da superficie de um cone
circular reto cuja seccdo meridiana é um triangulo equilatero
22. Uma escola infantil realizara a Festa do Circo. Uma pro- com lados medindo 10 cm de comprimento. 24. 75z cm?
fessora ficou de confeccionar 34 chapéus de palhaco com 25. A medida da area lateral da superficie de um cone reto é
formato parecido com um cone reto. Sabendo que cada 600m cm’. Sabendo que o comprimento da geratriz mede
chapéu tera 12 cm de medida de altura e 8 cm de medida 30 cm, calcule a medida da area total da superficie.

25. 1.000% cm?
103



26.

27.

28.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Determine a medida da area lateral do cone representado
aseguir. 2, 7202\/§n cm?

EMDUPLA ELABORAGAO DE PROBLEMAS Elabore um problema
que envolva a medida da area total de um cone equilatero.
Em seguida, peca a um colega que resolva o problema
elaborado por vocé. Apds a resolugdo, conversem sobre
os resultados obtidos. 27. Resposta pessoal.

Considere que o setor circular representado a seguir é a
planificacdo da superficie lateral de um cone reto e que o
comprimento do raio do setor circular mede 6 cm.

60°

dades dos cones.

29

30

31.

Determine a medida do comprimento do raio da base
do cone. 28.5cm

Uma lampada pontual é colocada em um lustre com formato
de cone reto com medida da altura e medida de comprimento
do raio da base iguais a 0,3 m. A que medida de altura H do
chio esse lustre deve ser pendurado para obter um formato

circular iluminado com a medida da area de 6,258 m*?
29.25m

0,3m

" 30. (& )x ame
Um triangulo retangulo tem catetos medindo 3 dm e 4 dm
de comprimento. Determine a medida da area da superfi-
cie do sélido de revolugao gerado pela rotagdo da regiao

limitada por esse triangulo em torno de sua hipotenusa.

ARGUMENTAGAO Em uma cartolina, recorte pedacos cir-
culares de raio medindo 12 cm de comprimento. Neles,
recorte setores circulares com angulos centrais de medida
de abertura de 60°, 120°, 180°, 240°, 300°, 320° e 340°. Usando
fita adesiva, obtenha a superficie lateral dos respectivos mo-
delos de cones. Como seria uma dessas superficies quando
a medida da abertura do angulo tendesse a 360°? Para qual
valor tenderia a medida da area dessa superficie lateral?

31. A superficie lateral tenderia a coincidir com a base do modelo
de cone; a medida da area dessa superficie tenderia a ser igual a
medida da area da base do modelo de cone.

Medida do volume de um cone

Antes de tratar da medida do volume de um cone qualquer, vamos estudar duas proprie-

Para isso, considere um plano o que secciona um cone a uma medida de distancia h’ do
vértice, paralelamente a base, determinando uma sec¢do de medida de area A’.

Sejam h a medida da altura do cone, r a medida do comprimento do raio da base e A a

medida da area da base do cone.

Propriedade 1: A razdo entre a medida da distancia h’ de uma seccdo transversal ao vértice
do cone e a medida da altura h do cone é igual a razdo entre a medida do comprimento do
raio r’ da seccdo transversal e a medida do comprimento do raio r da base, isto é:

h

h _r
r

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Os triangulos VMO’ e VNO sdo semelhantes (tém angulos correspondentes congruentes).

i VM _r
Assim, temos: UN =T n

Os triangulos VPM e VQN sao semelhantes (tém angulos correspondentes congruentes).

i . VP _ VM
Assim, temos: VO = VN ()
; VP
De (I) e (), podemos concluir que: Vo=
Como VP = h'e VQ = h, temos: % = rT

Propriedade 2: A razdo entre a medida da area A’ de uma sec¢do transversal de um cone,
feita a uma medida de altura h” em relacdo ao vértice V, e a medida da area A da base desse
cone de medida de altura h é igual ao quadrado da razdo entre h' e h, isto é:

- (5

A medida da area da seccdo transversal do cone é A’ = n(r')?, e a medida da area da base
do cone é A = r?. Assim, temos:

A _mr)? A ()
A arr A

Pela propriedade 1, % = r—rl; portanto:
A _(rY LA _(h)
a=(F)=%-= (F)

Determinaciao da medida do volume de um cone

Considere um cone e uma piramide em um mes- B Sl e -
mo semiespaco, de mesma medida de altura h e /\ Th’
cujas bases estejam contidas no mesmo plano o,
sendo a medida da area da base do cone igual a
medida da area da base da piramide.

Observe que cada plano B, paralelo a «, secciona
o cone e também a piramide, determinando as
seccdes do cone e da piramide, de medidas de area
A, e A, respectivamente.

Pelas propriedades ja estudadas, temos:

G e=(3)
A A

Portanto: ﬁ = x> A=A,

Assim, pelo principio de Cavalieri, a medida do volume do cone é igual a medida do volume

da plrémlde Vcone = Vpiramide = %A base * h

Portanto, a medida do volume do cone é dada por:

Vione = %nr ’h

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Considerando um
cone e um cilindro
em que as medidas
de comprimento
dos raios da base e
as medidas das al-
turas sejam iguais,
temos que a medida
do volume do cone
é um terco da me-
dida do volume do
cilindro.
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Atividade resolvida

R8. Calcular a quantidade maxima de liquido, em litro, que

a taca representada na figura pode comportar.

5cm

[ha—l

20cm

Atividades propostas

32.

33.

34.

Tronco de cone de bases paralelas

Calcule a medida do volume do lapis representado na
figura. 32.237om?’

|I1cm

15 cm

Um cone reto cujo raio da base mede 3 cm de comprimento
tem medida de volume igual a 18V271 cm®. Calcule a medida
da area total da superficie desse cone. 33. 36z cm?

Em um cone de revolugdo cuja altura mede 10 cm, a medida
da 4rea da base excede em 2161 cm’ a medida da 4rea de
uma secgdo paralela a base, feita a 2 cm do vértice. Calcule
a medida do volume do cone. 34. 7507 cm®

35

» Resolucao

Vamos calcular a medida do volume interno da taca:

5001
3

V=gnrth=>V=1-7-5"20= V=
Assim: V ~ 523,3 cm’

Sabemos que 1L =1dm’e 1dm’ = 1.000 cm’.
Logo: 1L = 1.000 cm’

Entao:

~ 3= R
V ~523,3cm”=5233 1000

Portanto, a taga pode conter até aproximadamente
0,5233 L.

L=0,52331L

Registre em seu caderno

Dois cones, 1 e 2, sdo gerados pela rotagao da superficie
determinada por um triangulo retangulo de catetos medin-
do 5 cm e 12 cm de comprimento. Para obter o cone 1, o
giro se da em torno do cateto menor; para obter o cone 2,
em torno do cateto maior.

a. Determine a razdo percentual entre as medidas dos
volumes dos cones 1e 2. 35a.240%

b. Se as medidas de comprimento dos catetos desse
triangulo fossem x e y, em torno dos quais se fizessem
rotagOes para gerar, respectivamente, os cones 1 e 2,
qual seria a razdo entre as medidas dos volumes dos
cones 1e2? 35b.%

Varios objetos do nosso cotidiano tém o formato parecido com o de um tronco de cone,
como copas de abajur, canecas e vasos, entre outros.

Considere um cone reto de vértice V, medida de altura h e medida de comprimento do
raio da base r, seccionado por um plano «, paralelo ao plano da base, a uma medida de
distancia h, dela (h, < h). Esse plano a determina uma sec¢do transversal de centro O’ e
raio de medida de comprimento r'.
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Alguns vasos tém formato
parecido com o de um
tronco de cone.
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Ao seccionar o cone original, o plano a determina dois sélidos:
e um cone menor, de mesmo vértice V e medida de altura h’=h — h;
e um so6lido denominado tronco de cone de bases paralelas.

Que figura geométrica é determinada pela seccdo meridiana de um tronco de cone de bases
paralelas?  Questao. Um trapézio.

Elementos de um tronco de cone

"4
2
S base
menor
geratriz ;
\ medida
da altura
(h)
base
maior

Considerando o tronco de cone representado anteriormente, podemos destacar os seguin-

tes elementos:

¢ Base maior — o circulo de centro O e raio de medida de comprimento r.

e Base menor — a sec¢do transversal obtida por meio do plano o, ou seja, o circulo de centro
O’ e raio de medida de comprimento r'.

¢ Geratrizes — os segmentos cujas extremidades sdo pontos correspondentes das circunferén-
cias das bases e que estdo contidos em retas que passam pelo vértice V do cone original.

e Altura do tronco - a distancia entre os planos que contém as bases do tronco de cone.
Indicaremos a medida da altura do tronco por h,.

Atividades resolvidas

R9. Calcular a quantidade maxima de terra que o vaso
representado na figura pode comportar.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Para calcular a me-
dida do volume de
um tronco de cone,
basta subtrair, da
medida do volume
do cone original, a
medida do volume
do cone de mesmo
vértice, com medida
de altura h' e base
congruente a base
menor do tronco.

» Resolucao

A atividade consiste em obter a medida do volume
interno do vaso que tem formato parecido com o de
um cone reto. Para isso, vamos considerar o cone que -
deu origem a esse tronco:
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Destacando o triangulo AVO, temos:

! 6cm
i2am |
| A
,,,,, 0 C. oA
a [T "5~
hy
8cm
, |4cm
Oj é\
h
—————— -4
%

Usando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC, vamos
calcular a medida da altura do tronco de cone:

8 =2"+h! = h, =60 = h,= 215
Note que os tridngulos AVO e ABC sdo semelhantes (tém

angulos correspondentes congruentes); entao:

S_h 3= h_p_6yis

27 h 2415
Assim: h' = 615 — 2415 = 415

Logo, a medida do volume interno do tronco de cone é:

V, ;6. 6F——-n 4+ 4415

tronco — §
=17 (216V75 - 64V75) = 152F

Portanto, o vaso comporta, no maximo,

15215
3

V,

tronco

n cm’, aproximadamente 616 cm’, de terra.

R10. Dado um tronco de cone reto de bases paralelas, cal-

cular a razio entre as medidas dos volumes V., ., do
cone menor, e V., do cone maior, que determinam
esse tronco, em funcdo da razdo entre as respectivas

medidas de altura, h’ e h.

Atividades propostas

36.

37

38

N
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Os comprimentos dos raios das bases paralelas de um
tronco de cone reto medem 5 cm e 3 cm. Sabendo que a
medida da altura do tronco é 6 cm, calcule sua medida de
volume. 36. 98z cm®

As areas das bases de um tronco de cone reto de bases pa-
ralelas medem 361 cm’ e 16m cm”. Sabendo que sua geratriz
mede 2v5 cm de comprimento, determine a medida do
volume desse tronco. 37. % cm?®

Uma taga tem formato de cone reto cuja medida da altura é
o dobro da medida do comprimento do didmetro da base.
A taga estava cheia de agua, mas alguém bebeu até que
o restante da agua ficasse exatamente com a metade da
medida da altura da taca. Que fragao da agua foi bebida?

7
38. 8

39.

» Resolucao

A medida do volume do tronco de cone é obtida da
medida do volume V’_,,. do cone menor (de medida de
altura h” e de medida de comprimento do raio da
base r’) e da medida do volume V do cone maior (de
medida de altura h e de medida de comprimento do

raio da base r), conforme a figura.

Os triangulos VO'A e VOB sio semelhantes (tém dngulos
correspondentes congruentes); portanto:

r_hn

r=n O
Como as medidas dos volumes dos cones sao dados por
V’cone:%.n.("') hlevcone %.n°r2'h;ar3250

entre as medidas dos volumes é:

V‘ %.n_(r.)z.h.

cone __

Vcone %‘Jt'}’2°h
Ve _ (1) =h"_ ()
Vcone_ l’z'h B rz h
V'

Vene _ (£)- 10

cone

Substituindo (1) em (ll), obtemos a razéo solicitada:

V' one _ ( h )3
Vcone - h

Registre em seu caderno

Observe a representagdo de uma pega com o formato
de um tronco de cone reto. Note que, no centro, ha uma
cavidade em formato cilindrico. A medida da altura do
cilindro coincide com a medida da altura do tronco de
cone. Sabendo que os comprimentos dos raios das bases
paralelas do tronco de cone medem 7 cm e 12 cm e que o
comprimento da geratriz do tronco mede 13 cm, calcule
a medida do volume da pega. 39.520r cm’

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Esfera

Alguns monumentos e objetos do dia a dia tém formato
esférico (como a bolinha de gude) ou aproximadamente es-
férico (como uma laranja). Para estudar esse tipo de formato,
vamos analisar o sélido denominado esfera.

Monumento na Praga da Paz em
Blumenau (SC). Foto de 2022.

Consideremos um ponto C do espago e um numero real e positivo r.

‘

Chama-se esfera de centro C e medida de comprimento do raio r o sélido geométrico formado
por todos os pontos P do espaco que estdo a uma medida de distancia de C menor ou igual ar.

Chamamos de superficie esférica a “casca” da esfera, ou seja, o conjunto de pontos P do
espaco que estdo a uma medida de distancia de Cigual ar.

Assim como o cilindro e o cone, a esfera também pode ser considerada um sélido de revo-
lucdo, pois pode ser obtida pela rotacdo de um semicirculo em torno de um eixo que passa
por seu diametro.

Fazendo a rota¢do completa de uma semicircunferéncia em torno do eixo que passa por seu
diametro, que figura geométrica obtemos? Questao. Uma superficie esférica.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Secc¢ao de uma esfera
Seccao plana de uma esfera

A sec¢do plana de
uma esfera é um
ponto quando o
plano é tangente
a esfera. Assim, a
interseccdo da es-
fera com o plano é
apenas o ponto de
tangéncia.

circulo maximo

Toda seccao plana de uma esfera, ou interseccdo de uma esfera com um plano, é um ponto
ou um circulo. Se o plano de interseccdo contiver o centro da esfera, entdo a sec¢do obtida
serd chamada de circulo maximo.

circulo

B

A afirmac¢do de que a intersec¢do de um plano com uma esfera pode ser um cir-
culo é explicada de maneira simples. Observe, na figura, a seccdo determinada pelo
plano y. Considere o ponto Q de y tal que CQ Ly, e um ponto P qualquer de y e da
superficie esférica. Sendo o triangulo CQP um triangulo retadngulo, podemos aplicar
o teorema de Pitagoras: (QP)* + (QC)? = (PC)?

Assim, temos: (QP)* = (PC)? — (QC)?

Como QC (medida da distancia de C a Q) e PC (medida de comprimento do raio da
esfera) sdo constantes para todos os pontos P da intersec¢do da sec¢do com a superficie

esférica, QP = \/QPC)2 —(QC)? também é constante, e a linha formada pelos pontos P dessa
intersec¢do é uma circunferéncia de centro Q e raio QP, ou seja, a seccdo é um circulo.

Atividades resolvidas

R11. Asesferas S, e S, representadas a seguir, de raio medindo
3 cm e 4 cm de comprimento, respectivamente, tém
somente um ponto em comum. Calcular a medida da
distancia entre seus centros.

S

2

(,

» Resolucao

Como as esferas sdo tangentes, ou seja, tém somente
um ponto em comum, o segmento de reta que une
seus centros tem medida de comprimento r, + r;
nesse caso,3+4=7.

Entdo, a medida da distidncia entre os centros das
esferas é 7 cm.

R12. Calcular a medida do comprimento do raio R de uma
seccao plana de uma esfera sabendo que a medida do
comprimento do raio dessa esfera é iguala 13 cm e
que a medida da distancia dessa seccdo ao centro da

esferaé 5 cm.

» Resolucao
Observe a figura.

110

Aplicando o teorema de Pitagoras no ACOP, obtemos:
13°=5"+R*=> R =144 >R =12

Portanto, a medida do comprimento do raio R é igual
al2cm.

R13. Calcular a medida do volume do cilindro inscrito na

semiesfera representada.

» Resolucao
Vcilindro=nR2h=n.(r2—h2).h =ﬂ:'(42—22)-2=24ﬂ:

Portanto, a medida do volume do cilindro é 24w cm”.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

40. A medida da area do circulo méaximo. Para uma esfera de raio de medida de

comprimento r, essa medida de &rea maxima é igual a nr?.

Atividades propostas

40. Qual é a medida da area maxima que uma secgao plana
de uma esfera pode atingir?

41. Imagine que a figura representada a seguir vai girar em
torno do eixo e.

Escreva que figura é descrita com esse giro:
a. pelo ponto P; 41 a. Circunferéncia.

== 41 b. Supefficie lateral d
b. pelo segmento de reta OP; ., Coni?er cie Jaterarde

c. pela semicircunferéncia de centro O e raio OP.
L. L. 41 c. Superficie esférica.
Uma superficie esférica, de centro O, e raio com medida de

comprimento r,, tem somente um ponto em comum com
outra superficie esférica, de centro O, e raio com medida de
comprimento r,. Qual é a medida da distancia entre O, e O,?

42.r,+r,our,—r,our, —r.

42

Registre em seu caderno

43. Calcule a medida do comprimento do raio R do circulo
determinado pela intersecgdo do plano o com a esfera,
conforme a figura a seguir. 43.2v2 cm

44. Considere uma esfera, cujo raio mede 2 cm de comprimento,
interceptada por um plano f§ de maneira que determine
uma seccdo plana de raio de medida de comprimento
V3 cm. Calcule a medida da distancia entre o plano ff e o
centro da esfera. 44.1 cm

Medida da area da superficie esférica e medida do

volume da esfera

Consideremos uma esfera de centro C e raio de medida de comprimento r.

A medida da area da superficie esférica e a medida do volume da esfera sdo dadas, res-

pectivamente, por:

_ 2
Asuperficie esférica — 4nr

Atividades resolvidas

R14. Uma seccio plana de uma esfera, distante 3v/5cm
do centro da esfera, mede 361 cm” de area. Calcular
a medida do volume da esfera e a medida da area
de sua superficie.

As formulas da me-
dida da area da su-
perficie esférica e da
medida do volume
da esfera podem ser
demonstradas, mas
isso nao sera feito

_4 3
stera = 37 nesta coleg¢do.

» Resolucao

Como essa seccao plana da esfera é um circulo, a
medida da 4rea é dada por TR’. Assim:

36 =R’ = R = 6 (medida de comprimento do raio
da seccédo plana)

Aplicando o teorema de Pitagoras no ACOP, calculamos
a medida do comprimento do raio da esfera:
r’=6"+03BV5)=>r’'=36+45=>r’=81>r=9
Entdo, podemos calcular a medida do volume V da

esfera e a medida da area A de sua superficie:

V=%nr3=>V=§-n°93=>v=9727c:>V:3.052

A=4mr’=>A=4-11-9"=>A=3241=>A~1017

11
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Portanto, a medida do volume da esfera é, aproximada-
mente, 3.052 cm’, e a medida da 4rea da sua superficie
é, aproximadamente, 1.017 cm’.

Uma esfera foi inscrita em um cubo, conforme mostra
a figura. Calcular a medida do volume dessa esfera
e determinar a razdo entre as medidas das areas da
superficie cbica e da superficie esférica.

[T
n \
__-_l---\\\ a=2cm

Pela figura, temos a = 2r. Como a aresta do cubo mede
2 cm de comprimento, temos r = 1.cm.

Cunha esférica e fuso esférico s

Chama-se cunha esférica o sélido gerado pela rotagao, por
um angulo de medida de abertura o, de um semicirculo de /
raio de medida de comprimento r em torno de um eixo que

contém seu diametro.

A medida do volume de uma cunha esférica é proporcional a
medida da abertura a (em grau) do angulo de rotacdo e pode \
ser calculada usando uma regra de trés simples.

medida do volume

4 3
3nr
V.,

cunha esférica

Medida do volume da esfera:

Vesfera = % e ’ = Vesfera = %

Medida da area da superficie cubica:

I

2
Asuperﬁcie ctbica — 6:2"=> Asuperficie clibica — 24
Medida da area da superficie esférica:

A =4+1-1"=> A 41

superficie esférica superficie esférica —

Considerando & = 3,14, temos:

A =4:314=>A = 12,56

superficie esférica superficie esférica

A razdo entre as medidas das areas é: ~ 191

_24
12,56

Logo, a medida do volume da esfera é %n cm’ ea

medida da area da superficie cibica é quase o dobro
da medida da area da superficie esférica.

medida da abertura do angulo
(em grau)

360°

o

Resolvendo essa regra de trés, obtemos a medida do volume da cunha esférica:

n-r’a

chnha esférica = 270°

Pela rotacdo, por um angulo de medida de abertura o, de uma semicircunferéncia de
medida do comprimento do raio r em torno de um eixo que contém seu diametro, obtemos

um fuso esférico.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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A medida da area de um fuso esférico é proporcional a medida da abertura o (em grau) do

angulo de rotacdo e pode ser calculada usando uma regra de trés simples.

medida da abertura do

medida da area
4nr?°  — 360°

Afuso esférico a

angulo (em grau)

Resolvendo essa regra de trés, obtemos a medida da drea do fuso esférico:

norica
90°

Afuso esférico

Atividade resolvida

R16. Calcular a medida do volume da cunha esférica e a
medida da area do fuso esférico da figura.

» Resolucao
A medida do volume da cunha esférica é dada por:

Atividades propostas

45. Determine a medida da area da superficie esférica e a

medida do volume da esfera cujo: , s
45 a. 36z cm*; 36n cm

a. comprimento do raio da esfera mede 3 cm;

b. comprimento do didmetro da esfera mede 18 cm.
45 b. 324x cm?; 972x cm®
46. Um queijo moldado com formato esférico tem 10 cm de
medida de comprimento do raio. Derretido, ele cabe exa-
tamente em uma panela cilindrica cujo raio mede 10 cm

de comprimento. Qual é a medida da altura dessa panela?

40
46. 3 cm

47. Calcule a medida do volume do paralelepipedo represen-
tado a seguir sabendo que cada esfera tangencia quatro

faces do paralelepipedo e outras duas esferas. Além disso,

a medida do volume de cada esfera é %n cm?’. 47.32 cm?

51. Resposta no Suplemento para o professor.

48

49

50

51

52

m-4>20° 128
chnha esférica — W = chnha esférica — T
Considerando T = 3,14, temos:

128 3,14
chnha esférica — T = 1419

A medida da area do fuso esférico é dada por:

T 4°-20° 32n
Afuso esférico — T = Afuso esférico — T
Considerando & = 3,14, temos:

32-3,14
Afuso esférico — T ~11,2

Portanto, a medida do volume da cunha esférica é,
aproximadamente, 14,9 cm’, e a medida da area do
fuso esférico ¢, aproximadamente, 11,2 cm’.

4\ 2
49. <§>nr
Registre em seu caderno

. Calcule a medida da area do fuso esférico e a medida do
volume da cunha esférica obtidos pela rotacdo de um
angulo de medida de abertura de 45° e contidos em uma

esfera cujo raio mede 6 cm de comprimento. 48. 18z cm? 36z cm®

. Considerando uma laranja como uma esfera de raio de
medida de comprimento r com 12 gomos congruentes, qual
sera a medida da area da superficie total de cada gomo?

. Uma cunha esférica cujo raio mede 1 m de comprimento
tem medida de volume de 1 m®. Qual é a medida da gber—
tura o, em radiano, do ngulo que a determina? 50- 5 radiano

Uma casquinha de sorvete tem 10 cm de medida de altura
(profundidade) e “boca” com 4 cm de medida de compri-
mento de didmetro. Mostre que, se forem colocadas na
casquinha duas conchas semiesféricas de sorvete, também
de 4 cm de medida de comprimento de diametro, o sorvete
nao transbordara, mesmo que derreta.

PENSAMENTO COMPUTACIONAL SOFTWARE Como vocé
poderia implementar no Scratch um algoritmo para calcular
a medida da area da superficie ou a medida do volume de
um dos corpos redondos estudados neste capitulo. (Dica:
Use 3.14 como aproximagao de m.)

52. Exemplos de resposta no Suplemento para o professor.
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‘ PARA FINALIZAR O CAPITULO 4

CONEXOES ENTRE CONCEITOS

Analise o mapa conceitual a seguir com a relagdo entre alguns contetidos estudados neste

capitulo.
L]

por exemplo

RENAN ORACIC/ARQUIVO DA EDITORA

<
<%

Cone

tem pelo podemos calcular
menos uma

Conexoes entre conceitos. Exemplo de resposta: A-5;B-3;C-1;D-4;E-2; F-6.
Relacione os nimeros do mapa conceitual com os conteddos apresentados a seguir.

A. Medida do volume D. Base
B. Esfera E. Cilindro
C. Corpos redondos F. Medida da area da superficie

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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AUTOAVALIACAO

Q1. Alternativa b.
Q1. A medida da area, em centimetro quadrado, da superficie

lateral de um cilindro reto com medida da alturade 6cme
medida do comprimento do raio da base de 10 cm é:
c. 100w cm™

d. 1251 cm™

a. 251 cm’.
b. 120 cm’.

Q2. A medida da area total da superficie de um cilindro equila-
tero é I, sendo r a medida do comprimento do raio da
base desse cilindro. Q2. Alternativa d.

nr’
2
b. 2nr? +2r?

c 2mr’ +r’

a.
d. 27r’ + 47’

Q3. Considere um cilindro cuja medida do comprimento do
raio r da base é o triplo da medida da altura h. A medida do
volume desse cilindro é: Q3. Alternativa a.

a. 9onh’ c. 9nh’
3
b. 37h° d. “3”

Q4. A medida da area da superficie lateral de um cone reto com
medida da altura de 12 cm e medida do comprimento do
raio da base de 9 cm ¢ HEEE cm’. Q4. Alternativa a.

a. 135n
b. 200%

c. 180m
d. 250%

Q5. A medida da area total da superficie de um cone reto, cuja
medida do comprimento g da geratriz é igual a duas vezes

a medida do comprimento r do raio da base, é:
Q5. Alternativa b.

2
g g
a. —- €& =
37ng 2
b. 7 d. ng

Q6. Uma industria de processamento de suco de uva usa dois
tipos de embalagem, ambos com formato conico e de mesma

Q6. Alternativa d.
A medida do comprimento do raio da base da embalagem
A é metade da medida de comprimento do raio da emba-
lagem B, na qual cabe I do contetdo da embalagem A.

a. a metade
b. o dobro

c. otriplo
d. o quadruplo
Q7. Se o comprimento do raio de uma esfera mede 1cm, entdo

amedida da area da superficie dessa esfera mede Hmmm cm’.
472 41 Q7. Alternativa b.

a. 43 ¢ 3 Z
b. 41 d. 4m
Q8. Uma esfera cujo raio tem medida de comprimento © mede
mmm_ 98 Alternativa a.
47’ 41
a. 3 C. T
b. 4r’ d. 4
Q9. Um plano o tangencia uma esfera de centro O e raio de

medida de comprimento r, isto é, a tem s um ponto
em comum com a esfera. Outro plano f, paralelo a a,
contém o centro O. A medida da distancia entre os
planos a e  é: Q9. Alternativa c.

a. b. wtr c.r d. 2r

Q10. As bolas de borracha representadas na figura a seguir so
esféricas e ndo macigas. Q10. Alternativa c.

Com a quantidade de borracha usada para fazer 12 bolas
maiores podem-se fazer Il bolas menores.

medida de altura. a. 4 b. 8 c. 48 d. 96
Se vocé ndo acertou uma ou mais questdes, consulte o quadro a seguir para verificar a
quais conceitos cada questdo esta relacionada. Depois, releia a teoria e refaca as atividades
correspondentes. Se necessario, peca ajuda ao seu professor.
Relacao entre as questoes e os objetivos do capitulo
Objetivos do capitulo Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 Q10
Identificar cilindros, cones, troncos de cone, X X X X X X X X X X
esferas e seus respectivos elementos.
Calcular a medida da area da superficie de X X X X X X
corpos redondos.
Determinar a medida do volume de corpos
X X X
redondos.
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EDUCACAO MIDIATICA

AUNT SPRAY/SHUTTERSTOCK

A lenda do terraplanismo

A ciéncia ja comprovou por meio de experimentos, fotos de satélite e viagens espaciais
que a Terra tem o formato aproximado de uma esfera. No entanto, a partir de 2014, ganhou
destaque a pseudoteoria de que a superficie da Terra seria plana: o movimento terraplanista.
Essa pseudoteoria é uma fake news e ganhou adeptos em varios lugares do mundo, incluindo
o Brasil.

Representacdo artistica de como seria a Terra plana no espaco. Sem escala, cores fantasia. Esse tipo de imagem circulou com
frequéncia na internet, induzindo milhares de pessoas a esse erro conceitual.

Os argumentos dos terraplanistas se resumem a tentativas de refutar conceitos provados
e comprovados por mais de 2 mil anos de ciéncia.

Eratéstenes (276 a.C.-194 a.C.), matematico, astrbnomo, gedgrafo e historiador grego, sem
dispor dos recursos tecnolégicos sofisticados como os que temos hoje, constatou que a super-
ficie da Terra ndo é plana e, em 240 a.C., mediu o comprimento de sua circunferéncia maxima.

Por meio de documentos e experimentos, Eratéstenes observou que, em Siena, havia um
local onde o Sol poderia ser visto refletido no fundo de um pogo, sem a formacdo de sombra.
Isso ocorria apenas uma vez por ano, ao meio-dia do dia mais longo do ano. Caso a super-
ficie da Terra fosse plana, no mesmo dia e horario, esse fato aconteceria também em outro
local. No entanto, Eratéstenes constatou que, em Alexandria (que ele acreditava se situar
no mesmo meridiano de Siena), nesse mesmo dia e hora, uma vareta projetava uma sombra
e que a medida da abertura do angulo de inclinagdo com que os raios solares incidiam na
vareta era de aproximadamente 7,2°.
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2. Medida de comprimento da vareta e medida de comprimento da sombra projetada. Exemplo de resposta: Eratostenes calculou a razéo entre a medida
de comprimento da sombra projetada pela medida de comprimento da vareta obtendo a tangente do angulo de medida de abertura o. Com base nessa
tangente, ele obteve uma medida aproximada da abertura o.

Diante disso, Eratdstenes concluiu que a superficie da Terra era curva, pois a sombra se
formou devido ao Sol ndo estar incidindo diretamente sobre a vareta, mas, sim, de forma
inclinada.

Agora, analise como Eratéstenes calculou a medida do comprimento da circunferéncia
maxima da Terra.

<

o

o

=

a

Estaca o

g

g

Alexandria 3

<

Q

(&}

<

5

Raios z

z

&

. o
Poco Siena solares

Terra

Representacdo artistica do experimento realizado por
Eratéstenes em 240 a.C. Sem escala, cores fantasia.

Como, em Alexandria, a medida da abertura do angulo de inclinagdo com que os raios solares
incidiam na vareta era de aproximadamente 7,2°, entdo § = 7,2°, pois retas paralelas cortadas
por uma transversal formam angulos alternos internos congruentes. Os raios solares, nesse
caso, podem ser associados a retas paralelas, e a transversal corresponde a reta “imaginaria”
que passa pelo centro da Terra e coincide com a vareta colocada em Alexandria.

A medida da distancia entre as cidades de Siena e Alexandria, obtida por agrimensores
daquela época, era de aproximadamente 5.000 estadios. Como 1 estadio equivale a 0,16 km,
entdo a medida da distancia entre as cidades era de aproximadamente 800 km. Indicando
por C a medida aproximada do comprimento da circunferéncia maxima da Terra, temos:

C 5 = M 3. Exemplos de resposta:
360 7,2 A posicao das estrelas e
a visibilidade de algumas
C= M - 360° constelagbes apenas no
7,2 hemisfério Norte ou Sul; a
movimentacao da Terra em
C =800 km -50 relagé@o ao Sol; a sombra
redonda da Terra sobre a Lua
C =40.000 km durante um eclipse; fotografias

da Terra tiradas do espago.
Portanto, Eratostenes concluiu que C = 40.000 km.

Atualmente, sabe-se que a medida obtida por Eratostenes foi muito préxima da medida
que instituicdes fisicas atuais obtiveram empregando o uso de recursos tecnolégicos sofisti-
cados (40.076 km).

Atividades OBJETO DIGITAL QY[R

Algumas evidéncias da
1. ARGUMENTAGAO O que vocé responderia ao ser questionado sobre o formato da Terra? Que  esfericidade daTerra
evidéncias vocé utilizaria para construir seus argumentos? 1. Respostas pessoais. Este video aborda
situacdes historicas em que
. , . . . A A evidenciavam que a Terra
2. De que mecjldas Eratostenes precisou para c!eFermlnar a medida da abertura do angglo o (angulo ndo poderia ser plana ou
de inclinagdo com que os raios solares incidiam na vareta colocada em Alexandria)? Explique achatada, como a observagao
dos eclipses lunares e de
como ele fez. constelacgdes, visiveis apenas

. . N A . . , . em certas regides. Atualmente,
3. Pesquise e cite pelo menos trés evidéncias do formato aproximadamente esférico da Terra. imagens capturadas por

Compartilhe sua resposta com os colegas. satélites reforcam essas
evidéncias cientificas.
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OBJETIVOS

Pesquisar informacées sobre
empreendedorismo; identi-
ficar problemas da comuni-
dade que possam gerar um
negocio, definindo um pro-
duto; pesquisar informagoes
sobre como comecar, forma-
lizar e operar um negécio;
criar um produto; organizar
uma feira de empreendedo-
rismo para apresentar, além
do produto criado, o proces-
so de trabalho.

0DsS 9

o

0DS 12

QO
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[ DTS .Y XY Feira de empreendedorismo

O brech6 é um tipo de negdcio
que envolve a venda de roupas,
sapatos e acessorios usados, o que
torna os precos mais acessiveis.
Além do preco atrativo, o breché
é uma maneira de prolongar

o uso de produtos, sendo uma
alternativa sustentavel de
empreender.

Alguma vez vocé ja observou um problema no municipio ou bairro onde mora, ou
na escola em que estuda, e pensou em como poderia resolvé-lo? Se ja fez isso, vocé
teve uma atitude empreendedora. Um empreendedor observa tudo a sua volta e usa a
criatividade para pensar em solucdes para os problemas que encontra.

A preservacdo do meio ambiente, por exemplo, tem sido uma preocupagdo cons-
tante no mundo inteiro, e com ela surgem novos produtos e servicos ambientalmente
responsaveis. Atitudes empreendedoras como essas preservam o meio ambiente, além
de atenderem as necessidades da populagdo.

No Brasil, muitos empreendedores construiram seu préprio negécio. Além da criativida-
de, eles precisaram adquirir conhecimentos para organizar e operacionalizar uma empresa.

Nesta secao, vocés vao pesquisar informagdes sobre o tema empreendedorismo e
0 que é necessario para iniciar um negécio. Também vao simular a criagdo de uma
empresa, escolhendo um produto que atenda a uma necessidade especifica e que seja
ambientalmente sustentavel. As informac¢des pesquisadas e o produto criado serdo
apresentados para a comunidade escolar em uma feira de empreendedorismo.

Etapal: Pesquisa sobre empreendedorismo

Etapa 1: Comentarios no Suplemento para o professor.
1. Pesquise sobre o tema empreendedorismo e responda aos itens a seguir.

a. O que é empreendedorismo?
b. Quais sdo as principais caracteristicas de um empreendedor?

2. Relina-se com os colegas e o professor, conversem sobre as respostas da atividade anterior
e reflitam acerca da importancia de compartilhar essas informagoes para auxiliar outras
pessoas que desejem empreender.

Etapa 2: Escolhade um produto E:.pa 2: Comentarios no Suplemento para o professor.

3. Neste momento, vocé e seus colegas vao escolher um produto que apresentardo na feira
de empreendedorismo. Levantem ideias de negdcios que podem ser criados. Pensem em
algo que atenda as necessidades da comunidade e que seja ambientalmente responsavel,
ou seja, que se relacione com a preservagdo do meio ambiente para as atuais e as futuras
geragoes. Anotem as ideias sugeridas para que, em seguida, possam escolher uma delas.

4. Conversem sobre as propostas apresentadas e definam o produto. Vocés podem selecionar
algumas das melhores ideias e, depois, fazer uma votagéo para decidir.

Etapa 3: Criagéo de uma empresa Etapa 3: Comentarios no Suplemento para o professor.

5. Definido o tipo de negbcio, € o momento de criar a empresa. Negocios sdo acordos comer-
ciais que, quando formalizados, podem se tornar uma empresa. Para formalizar o negdcio,
vocés vao se organizar em cinco grupos para a realizacdo das atividades a seguir. Para isso,
os integrantes de cada grupo devem realizar pesquisas e conversar para responder as ques-
tdes propostas. Em seguida, cada grupo devera elaborar um relatério com as respostas das
questdes para serem discutidas na proxima etapa.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Grupo 1: responsavel pela organizagao da empresa.

« Quantos clientes a empresa pretende atender por més?

« Quantos colaboradores serdo necessarios?

« Quais serdo as tarefas de cada colaborador?

« Qual valor devera ser investido no negocio?

« Quais serdo as despesas iniciais para que a empresa
comece a funcionar (aluguel, moéveis, equipamentos,
materiais)?

» Quais sdo as estimativas de despesas e receitas da
empresa no primeiro ano? E no segundo ano?

« Qual recurso sera utilizado para criar e operacionalizar
a empresa? Sera necessario obter empréstimo ou finan-
ciamento? Caso seja necessario, como proceder?

Grupo 2: responsavel por buscar as informagdes necessarias
para formalizar o negocio.

« O que significa registrar uma empresa?

« O que é o Cadastro Nacional da Pessoa Juridica (CNPJ)?

« Quais direitos o empreendedor conquista ao formalizar
a empresa? E deveres?

« Como escolher um nome para a empresa? Qual sera o
nome dessa empresa? (*)

« Quais modalidades de empresa existem? Qual modali-
dade sera escolhida para esse negdcio? (*)

« Quais documentos sdo necessarios para registrar a
empresa na modalidade escolhida?

« Quais taxas deverao ser pagas para o registro da empresa?

Grupo 3: responsavel por realizar a pesquisa de mercado,
ou seja, buscar informagoes que ajudem a langar
um produto no mercado.

« O que é uma pesquisa de mercado?

« Qual é o objetivo da pesquisa para esse empreendimento:
langar um produto ou escolher as formas de divulgagao
de um produto?

+ Qual sera a populagao pesquisada? Serdo feitas entrevis-
tas com possiveis clientes? Visitas a futuros concorrentes?

« Realizem a pesquisa de mercado da empresa.

Populacdo é o conjunto de todos os elementos ou
resultados sob investigacdo em uma pesquisa.

Grupo 4: responsavel por criar o plano de marketing. Esse
plano é utilizado pela empresa para decidir, por
exemplo, o preco de um produto ou onde ele
sera vendido.

« O que é plano de marketing?

« Como criar um plano de marketing?

+ Criem o plano de marketing da empresa.

Grupo 5: responsavel por criar o slogan do produto.

« O que é slogan?

« Quais slogans vocés conhecem?

« Pesquisem alguns slogans e conversem sobre eles. Quais
ideias e sentimentos eles despertam?

« Criem algumas opg¢des de slogan para o produto da
empresa. Observem que o slogan deve ser breve e facil
de lembrar, além de provocar as ideias e/ou emocgoes
desejadas. (*)

Etapa 4: Comentarios no Suplemento para o professor.

Etapa 4: Compartilhamento de informacodes

6.

Com base nos relatdrios elaborados pelos grupos, a turma
devera compartilhar e discutir as informacdes obtidas na
etapa anterior.

Em algumas tarefas relacionadas ao nome, modalidade e
registro da empresa e ao slogan do produto (grupos 2 e 5,
respectivamente), foram realizadas pesquisas, alguns levan-
tamentos e sugestdes; no entanto, a escolha final sera feita
nesta etapa.

Apos as discussdes e as escolhas finais, registre, nos respec-
tivos relatorios, as decisdes das questdes que estavam em

aberto. .
Etapa 5: Comentarios no Suplemento para o professor.

Etapa5: Criacado do produto

Vocés ja definiram o produto e formalizaram a empresa.
Agora, reinam-se com os colegas e com o professor para
criar o produto.

Para a preservagdo do meio ambiente, é essencial consumir
os produtos de forma consciente e responsavel. Além disso,
é importante que as empresas sejam sustentaveis. Uma
empresa sustentavel, ao criar seu produto, pensa no melhor
aproveitamento das matérias-primas e dos recursos naturais.
Por isso, ao criarem o produto, pensem na economia e na
sustentabilidade. Antes de comecgar a criagdo do produto,
discutam sobre os pontos a seguir.

« Quais materiais serdo necessarios para criar o produto
definido na etapa 2?

« Quais recursos naturais serdo necessarios?

+ Onde o produto sera criado?

« Sera necessario pedir auxilio a professores de outras dis-
ciplinas? Quais? Como essa parceria podera ser realizada?

Criem o produto escolhido. O produto sera apresentado na
feira de empreendedorismo.

(*) Para esses itens, os grupos responsaveis devem levar algumas op¢oes para decidirem com toda a turma.
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PESQUISA E ACAO

Etapa 6: Escolha daembalagem

10.

11.

Etapa 6: Comentarios no Suplemento para o professor.
A embalagem tem a fungdo de armazenar o produto, mas,
muitas vezes, pode ter outras utilidades, como fazer sua
divulgagdo. Em alguns casos, a embalagem pode ser reuti-
lizada para outros fins. Usar uma embalagem versatil, com
outras funcdes e que pode ser reutilizada depois, também
€ uma forma de praticar a sustentabilidade. Antes de esco-
Iher a embalagem, conversem sobre os pontos a seguir.

« Como sera a embalagem do produto? Lembrem-se
de que é possivel criar embalagens com medidas
diferentes e que comportem a mesma quantidade
de produto. Por isso, escolham a embalagem que uti-
lize menos material em sua producéo.

+ Para decidir a melhor embalagem para o produto,
levem para a sala de aula diferentes embalagens de
um produto semelhante ao que vao produzir. Vocés
podem criar embalagens com formatos e medidas
diferentes. Calculem a medida da area total da super-
ficie e a medida do volume das embalagens e definam
qual delas é mais econ6mica, ou seja, utiliza menos
material em sua produgao.

Criem a embalagem do produto usando as medidas da emba-
lagem mais econdmica. Vocés também podem pensar em
mais alternativas para tornar o produto ambientalmente
sustentavel, por exemplo, utilizar materiais reciclaveis na
embalagem e criar refil para a venda do produto.

Os capitulos 3 e 4 deste volume tratam de poliedros e
corpos redondos, respectivamente. Revejam os formatos
apresentados nesses capitulos e suas correspondentes
planificagdes das superficies e analisem a possibilidade
de usa-los nas embalagens. Mesmo que vocés optem
por comprar as embalagens de um fornecedor, para essa
atividade construam alguns prototipos de embalagens,
orientando-se pelos capitulos mencionados e fazendo as
devidas adaptagdes para contemplar as especificidades

e as necessidades do produto escolhido.
Etapa 7: Comentarios no Suplemento para o professor.

Etapa 7: Organizacio da feirade

12.

13.

empreendedorismo

Escolham um local adequado para realizar a feira de
empreendedorismo. O local deve ter espago para que cada
grupo da etapa 3 exponha as informagoes dos relatdrios
produzidos. Além disso, o produto criado pela turma e
sua embalagem também deverdo ser apresentados. O
espaco também deve permitir que os visitantes da feira
observem tudo o que esta exposto.

Alguns estudantes da turma podem ser escolhidos para
realizar a abertura da feira de empreendedorismo. Eles
podem preparar uma apresentacao falando sobre o obje-
tivo da feira, a criagdo da empresa e o produto produzido.
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14.

15.

16.

Facam cartazes convidando a comunidade escolar para
participar da feira. Informem o objetivo, a data, o horario
e o local. Vocés também podem criar convites digitais e
divulga-los no site e nas redes sociais da escola.

Iniciem a feira de empreendedorismo de acordo com o que
foi planejado. Convidem os participantes para conhecer o
produto criado e todo o processo que possibilitou a reali-
zagdo do evento. Caso algum participante da feira tenha
duvidas, procurem respondé-las com base nas pesquisas e
nas discussdes realizadas. Caso ndo saibam responder a algu-
ma pergunta, pecam orientagao aos professores envolvidos.

Etapa 8: Andlise da atividade

Etapa 8: Comentarios no Suplemento para o professor.

Ap0s a feira de empreendedorismo, em conjunto com os

colegas, avaliem o trabalho realizado. Nesse momento,

vocés podem conversar sobre os pontos a seguir.

« Gostaram de pesquisar sobre empreendedorismo e
sobre como formalizar e organizar um negdcio?

« Como foi a experiéncia de participar de uma feira de
empreendedorismo?

« Gostaram de compartilhar informagdes com as pes-
soas que visitaram a feira?

« Vocés acham que a exposicdo ajudou, de alguma
forma, os visitantes?

« Afeira apresentou informagdes importantes sobre o
que é empreendedorismo e sobre como empreender?

« Vocés conseguiram trabalhar de maneira colaborativa
durante as atividades?

« O que poderia ter sido melhor?

Agora, vocé fara uma autoavaliagdo que sera entregue ao

professor em formato de relatério. Para fazer a autoava-

liagdo, pense nas questdes a seguir.

« Ouvi com atencdo as orientagdes do professor
durante as atividades?

« Participei dos momentos de conversa e de pesquisa
de informagoes?

« Auxiliei os colegas e o professor na organizacdo da
feira de empreendedorismo?

« Ouvi as falas dos colegas e do professor com atencéo
e respeito?

« Compreendi o que é empreendedorismo?

« Consegui compreender quais atitudes e caracteristi-
cas o empreendedor deve ter?

« Percebi qual é a importincia de organizar uma feira
de empreendedorismo para a comunidade escolar?

« Houve dificuldades durante as atividades propostas?
Quais? Como busquei resolvé-las?

« O que aprendi durante a criagdo do produto?

« O que aprendi durante a organizagao e a realizagdo
da feira de empreendedorismo?



AVALIAGAO DIAGNOSTICA 2

ESTRATEGIAS DE ESTUDO

1. Qual é o conjunto solugdo da equagao —15x — 30 = 70? 6. Analise os triangulos representados na malha quadriculada

1. Alternativa c. a segulir.

— /=20 i _
a. S= { 3 } considerando U ="7Z.

b. S = {%}, considerando U = Q.

S

3
d. S = {0}, considerando U =IN. / N

e. S={-2}, considerando U = Z. ©)

c S= {_—20}, considerando U = Q. noy ™

2. Qual equagao do 12 grau com duas incognitas a seguir tem

21
34

)

o par ordenado ( ) como solugéo? 2. Alternativa b.

ILUSTRAGOES: RENAN ORACIC/ARQUIVO DA EDITORA

3

a. ); ty=35 {5// N @+
b. x4+ 4y=2 / N

2
C. 4x+3y=3

d. 8x+3y=4
e. x+y=11

. . . uais triangulos sdo congruentes? 6. Alternativa b.
3. Considere este sistema de equagdes do 12 grau com duas Q 8 g ernatva

incognitas. a. le2. c. le4. e. 6e7.
{—2X+2y=6 b. 1e3. d.2es.

xX+y=-7
7. Considerando que os trapézios a seguir sdo semelhantes,

Qual dos pares ordenados a seguir é solugao desse sistema? , . . )
qual é a medida de comprimento de x + y? 7. Alternativa d.

Reprodugao proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

a. (-5,-2) 3. Alternativa a. )
b. (2,5) _ e
c (-1,-2) 6cm j—x
d. (-3,-4) P
R 12 cm

4. O sistema formado pelas equagbesx +y =3 ex+y=0¢&
a. possivel e determinado. 4. Alternativa b.
b. impossivel.
c. possivel e indeterminado. 24.cm
d. representado graficamente por retas concorrentes. a. 8cm
e. representado graficamente por retas coincidentes. b. 44 o
5. Considere a inequagdo 3(x — 4) + 15 > 6(2x — 3), sendo .. 135 om
U = Q. Qual é a solugdo dessa inequagdo? 5. Alternativa e.
d. 23cm
a.S={xGQ|x<%} e. 33 cm
b. S= {x €Q|x< ﬁ} 8. Qual das figuras ndo apresenta simetria de reflexao?

a . 8. Alternativa b.
a. Triangulo isosceles.
¢ S=xeQ|x>-6}

b. Trapézio retangulo.
d.S={xEQ|x>%} c. Losango.
d. Quadrado.
— 7
e. S—{X€Q|X<§} e. Circulo.
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Ary Borges e Bia Zaneratto
comemoram um dos gols
do Brasil contra o Panama

%

MATRIZES E DETERMINANTES

na Copa do Mundo de
Futebol feminino de 2023,
em Adelaide, Australia.

Oriente os estudantes a
consultar as paginas 8 e 9
para saber mais sobre estes
e os demais Objetivos de

Desenvolvimento Sustentavel.

OBJETO DIGITAL RY{LIR

Da proibicao ao
apogeu: conheca a
trajetéria do futebol
feminino no Brasil

O video complementa e
enriquece o tema do texto
de abertura deste capitulo
abordando a histéria do
futebol feminino e as
dificuldades enfrentadas
para que as mulheres
pudessem ocupar um local
de notoriedade em um
esporte majoritariamente
masculino.
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Matriz

A Copa do Mundo de Futebol feminino é a competicdo mais importante dessa modalidade
esportiva. Acontece de quatro em quatro anos e é realizada desde 1991. Em nove edi¢des
do campeonato, a selecdo dos Estados Unidos é a maior campea, com quatro titulos (1991,
1999, 2015 e 2019). Outras selecdes ganhadoras foram a Noruega (1995), o Japao (2011) e
a Espanha (2023), com um titulo cada uma, e a Alemanha, que é bicampea (2003 e 2007).

Apesar de nunca ter ganhado uma Copa, o Brasil é uma das principais sele¢des de futebol
feminino, e, logo apés ter sido eliminada na fase de grupos na Copa de 2023, ocupava o
92 lugar no ranking mundial.

Mesmo com estatisticas favoraveis na Copa da Australia e da Nova Zelandia de 2023 em
relacdo a quantidade de publico, ao retorno publicitario e a premiac¢do, o futebol feminino
estd longe dos numeros do futebol masculino, que tem, principalmente, salarios e premiacdes
bem superiores. Por esse motivo, atletas de diversas nacionalidades protestaram antes da Copa.
A sele¢do do Canadd ameacou até boicotar a SheBelieves Cup, um tradicional campeonato
de futebol feminino de sele¢des realizado anualmente nos Estados Unidos. Espera-se que as
reivindicacdes das mulheres e as posi¢des profissionais conquistadas nos dias atuais ajudem
a diminuir essas diferencas progressivamente.

Selecdo feminina de futebol da
Espanha, campea da Copa do
Mundo de Futebol feminino de
2023, na Australia e na Nova
Zelandia.

Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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A seguir, observe a tabela de classificacdo do grupo da selecdo brasileira na Copa do Mundo
de 2023 com o nUmero de vitérias, empates e derrotas de cada selecdo.

Classificacao do grupo F da Copa do Mundo de Futebol feminino de 2023

Posicao Selecao Vitorias Empates Derrotas
ar@
12 Franca 23 2 1 0
=
]
= [}
0 , 239%
2= Jamaica 58 1 2 0
A “
2@
Q6
3° Brasil U gF 1 1 !
W w
% [0}
ES
3828
s i} a =
42 Panama 8es 0 0 3
Y2
* cf
>

Fonte: elaborado com base em COPA do Mundo Feminina 2023 — grupos e eliminatorias. Fifa. Disponivel em: https:/wwwfifa.
com/pt/tournaments/womens/womensworldcup/australia-new-zealand2023/groups-and-knockout. Acesso em: 31 ago. 2024.

A organizacdo dos dados numéricos em tabelas facilita a leitura e a interpretacado desses
dados, bem como alguns calculos.
¢ Na coluna do nimero de vitorias, podemos verificar quantas vitorias cada selecdo obteve.
e No cruzamento da coluna da quantidade de derrotas com a linha da Jamaica, temos o
numero 0, que indica a quantidade de derrotas dessa selecao.
¢ Na terceira linha, vemos que a selecdo do Brasil obteve 1 vitéria, 1 empate e 1 derrota.

Na Matematica, tabelas como a do grupo da sele¢do brasileira podem ser simplificadas com
apenas os dados numéricos dispostos em linhas (filas horizontais) e colunas (filas verticais). A
esse tipo de tabela damos o nome de matriz.

Uma matriz pode ser escrita entre parénteses ou entre colchetes, conforme o exemplo a seguir.

2100 210
1 20| 1120
11 1% 1

0 0 3 0 0 3
Essas matrizes representam a tabela do grupo F da Copa do Mundo de Futebol feminino
de 2023, com o numero de vitdrias, de empates e de derrotas de cada selecdo.

Como elas tém 4 linhas e 3 colunas, dizemos que sdo matrizes de ordem 4 x 3 (lemos: "qua-
tro por trés"), ou matrizes do tipo 4 x 3. Para simplificar a notacdo, podemos classifica-las
como matrizes 4 x 3.

Define-se matriz m x n (lemos: “m por n”) como uma tabela com m - n elementos dis-
postos em m linhas e n colunas, em que n, m € IN*,

Confira alguns exemplos de matrizes a seguir.

5 2
a. _i g é uma matriz de ordem 4 x 2 (lemos: “quatro por dois”), pois tem 4 linhas e
05 2 colunas.
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V3 x* 4

b.{ 2 -1 3

0 V5 x

Como a quantidade de linhas e colunas é a mesma (3), podemos dizer que essa é uma
matriz de ordem 3.

1
c |7
6

é uma matriz 3 x 3 (lemos: “trés por trés”), pois tem 3 linhas e 3 colunas.

é uma matriz do tipo 3 x 1 (lemos: “trés por um”).

A ordem de uma matriz pode ser indicada no canto inferior direito, como nos exemplos a seguir.
a. (1 9 V2 3)i.4(matrizde 1linha e 4 colunas)

5 4 3 21
b.|7 -1 2 74 (matriz de 3 linhas e 5 colunas)
9 0vV530

3x5

Representacao genérica de uma matriz

Os numeros que compdem uma matriz sdo chamados de elementos ou termos.

Em uma matriz, cada elemento ocupa uma posicdo definida por certa linha e por certa
coluna, nessa ordem. Geralmente, nomeamos uma matriz com uma letra maiuscula e cada
elemento com a letra minuscula correspondente seguida dos indices, respectivamente, da
linha e da coluna em que o elemento esta localizado na matriz.

Por exemplo, nesta matriz B, cada elemento pode ser representado pelo sim-
bolo b;, em que i indica a linha e j indica a coluna ocupadas por ele.

12 coluna

2% coluna
32 coluna

0 -1 -2\ < 1%linha

B= 1T 0 -1]<—— 2%linha
2 1 0| «<— 3linha
3 2 1

< 4linha
Observe que o elemento 3 da matriz B encontra-se no cruzamento da 42 linha
com a 12 coluna. Indicamos esse elemento por b,;.
Portanto, b,; = 3 (lemos: “b quatro um é igual a trés”).
Algumas matrizes podem ter uma lei de formacado para determinar seus
elementos. Por exemplo, a matriz B pode ser produzida com base em b; =i .
De acordo com a matriz B:
a. o elemento que esta na 12 linha e na 22 coluna é o -1, pois b, =1-2=-1;
b. o elemento que esta na 2% linha e na 12 colunaéo 1, poish,; =2-1=1;
¢. o elemento que esta na 32 linha e na 32 coluna é 0 0, pois by; =3 -3 =0.
Uma matriz genérica A é representada por A = (a;),x» emque 1 <i<me1<j<n, com
i, j, m, n € N*. Assim, a matriz A, de ordem m x n, pode ser representada por:

dy dp dgz Ay

Ay dyp dy v Ay
A=|4d3 das das - as

Ami 9m2 Am3 0 Amp mxn

Atividade resolvida

R1.Escrevera matriz A = (a;;),45 Naquala;; =i+ 2j.

Aplicando a lei de formacao dos elementos dessa matriz, temos:

cd =1+2-1=3;
cdp,=1+2-2=5
cd;=1+2-3=7
3 5
4 6

» Resolucao
Uma matriz 2 X 3 é representada genericamente por:

Gy Gy Oy
A= (
Gy Gy Oy

Portanto, A = (
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cay=2+2-1=4
ca,=2+2-2=6
ca,=2+2-3=8

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Igualdade de matrizes

Tomando-se matrizes de mesma ordem, os elementos de mesmo indice, isto é, aqueles que
ocupam a mesma posi¢do, séo denominados elementos correspondentes.

Considere as matrizes A e B a seguir.
dy dypy adgs
A=|an axp axs
ds ds dsp

b11 b12 b13

B=| by by bas

b31 b32 b33

Como as matrizes A e B sdo de mesma ordem (3 x 3), seus elementos correspondentes sao:

an e by a; e by,
ay € by a, e by
ay e by as; e by

a;; e by
ay € by

as; € b

Se todos os elementos correspondentes das matrizes A e B forem iguais, dizemos que essas

matrizes também sdo iguais.

Duas matrizes sdo matrizes iguais quando sdo de mesma ordem e todos os elementos

correspondentes sdo iguais.

Atividade resolvida

R2. Determinar os valores de x, y e z que tornam as matrizes

A e Biguais.
2 y+z 1 2 7 1
A= 3 5 y—1z B= 3 5 9
Ixl 0 6 4 0 6

» Resolucao

Para que as matrizes A e B sejam iguais, é necessario
que os elementos correspondentes sejam iguais. Assim,

devemos ter:
5 7 9 11
2. A= < 8 10 12 14)
11 13 15 17
Atividades propostas

1. Determine a ordem destas matrizes.

a. (% _2@) 1a.1x3

«(3)
*\7 1c.2x1

]
d. ( 7 1g)m.zxz

b. 0
=5

1b.3x1 1

2. EscrevaamatrizA =(a;;);x, haquala; = 3i+2j.

. 06
3. EscrevaamatrizB=(b;);.,emque: 3 g_ <3 3>

36
b = i’—1,parai=j
! 3j, parai#j

4. ldentifique os elementos de A,em quei=joui+j=4.

|-6] 0 3

A:(ay‘)axa: 8 7 |4

-7 5 9
4.a,,=|-6|=6,8,=7,85=9,8,;=3, a5 = 7.

x| =4=>x=+4

yt+z=7
' {y —z=9
Resolvendo o sistema pelo método da adi¢do, obtemos:
y+z=7 (I)
=z=9 (Il)
2y =16=>y=8

Substituindo y por 8 em (1), obtemos:
8+z=7=>z=-1
Portanto,x = +4,y =8ez=-1.

6. Nao; nesse caso, para quaisquer valores de x, y e z, as matrizes A e B
nao seriam iguais, pois todos os elementos correspondentes precisam

ser iguais, mas a;; # by.
Registre em seu caderno

5. Obtenha uma lei de formagdo que represente os elementos

1 1 1 1

damatrizA=(2 4 8 16 |. 5. Resposta possivel:
3 9 27 81/ A= @j)sxs» €M que a; =’

6. ARGUMENTAGCAO Considere as matrizes A e B da atividade
resolvida R2. Caso mudassemos b,, para um numero
diferente de 2, mantendo os valores de x, y e z, as matrizes
ainda seriam iguais? Explique.

7. Considere as matrizes e(1 3 4 7 0).

7. Néo, pois elas ndo

sa@o de mesma ordem.
Aprimeiraé5x1ea

segunda é 1 x 5.

O N A W=

Elas sdo iguais? Por qué?

8. Determinea, b, c e d para que as matrizes
( a+2b 3 - 2d> e (7 3) sejam iguais

—a + 3b —2c + d 8 —1 )

8.a=1,b=3,
c=-1ed=-8.
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Algumas matrizes especiais

De acordo com algumas caracteristicas, certas matrizes recebem nomes especiais. Observe

os tipos de matriz a seguir.

Matriz linha e matriz coluna

As matrizes que tém uma sé linha ou uma sé coluna sdo conhecidas, respectivamente, como

matriz linha e matriz coluna.

Confira estes exemplos.

a. (—8 3 5,1) é uma matriz linha de ordem 1 x 3.

a

b. (X/OE) é uma matriz coluna do tipo 2 x 1.

Matriz quadrada

A matrizem que o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas é chamada de matriz quadrada.

Observe este exemplo.

(5 _1> é uma matriz quadrada 2 x 2 ou, simplesmente, matriz de ordem 2.

0 2

Uma matriz qua-
drada A com todos
os elementos nao
pertencentes a
diagonal principal
(a; com i # ) iguais
a zero é chamada
de matriz diagonal.

gonal secundaria dessa matriz.

Matriz nula

Analise esta matriz quadrada A.

Os elementos 1, 2 e 3 formam a diagonal prin-
cipal e os elementos 5, 2 e =5 formam a diagonal
secundaria, conforme indicado na matriz.

As matrizes quadradas apresentam elementos que formam o que chamamos de diagonais.

Considere uma matriz quadrada A de ordem n. Os elementos a;;com i =, isto &, a, @y, ..., @,
formam a diagonal principal dessa matriz. Os elementos a;; com i + j=n + 1 formam a dia-

0
A= 6
=5 7

diagonal secundaria  diagonal principal

A matriz em que todos os elementos sdo iguais a zero é denominada matriz nula.

Observe o exemplo a seguir.

0 0

Matriz identidade

00
<0 0) é uma matriz nula do tipo 3 x 2, também indicada por 05, ,.

A matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos da diagonal principal sdo iguais

a 1 e os demais sdo iguais a zero é chamada de matriz identidade, também indicada por /,.

Em qualquer ma-
triz identidade de
ordem n, vale a re-

lacdo: 1 00
a. I3 = 0 1 0
0 0 1

R _{1,sei=j
v 0,sei#j 9-<1%>
2 1

Atividades propostas

9. Determine a matriz quadrada A de ordem 2, na qual a; = 1

10. Se A =(a,;);x» com a; = 2i + j, determine a diagonal
principal e a diagonal secundaria de A.
10. Diagonal principal: 3, 8 e 15; diagonal secundaria: 11,8 e 7.

i+jsei=j
11. Sendo B = (b;)),, em que b; = { / j,, calcule a

i—jsei#j
diferenca entre o produto dos elementos da diagonal principal e

o produto dos elementos da diagonal secundaria, nessa ordem.
11.375
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Confira estes exemplos de matrizes identidades.

b. Iy =

[=NeNeNeR
[eNeNe el
oo -=0O0
o - 000
- OO OoOo

Registre em seu caderno

12. Determine k, real, para que: 12. 1

( k2 k—1)_,
— 2
—k+1 k

13. O trago de uma matriz quadrada corresponde a soma dos
elementos de sua diagonal principal. Determine o trago da
matriz A = (a;;);x5 COM: 13,14

i*jsei=j
a. = .
) it sei#]j

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

PHOTOGRAPHEE.EU/SHUTTERSTOCK

Adicao e subtracao de matrizes

O dono de uma rede de escolas de idiomas fez um levantamento para saber a quantidade
total de estudantes matriculados nos meses de margo e abril deste ano, por unidade escolar.

Professora
ensinando inglés
para criancas.

Primeiro, ele construiu duas tabelas com o total de estudantes matriculados em cada més.

Estudantes matriculados em marco

Turno Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 20 22 15
Vespertino 10 16 8
Noturno 15 21 13

Fonte: elaborado para fins didaticos.
Estudantes matriculados em abril

Turno Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 28 20 14
Vespertino 15 15 10
Noturno 10 26 19

Fonte: elaborado para fins didaticos.

Com os dados das tabelas, o dono dessa rede de escolas de idiomas construiu uma nova
tabela com o total de estudantes matriculados nos dois meses em cada turno e em cada
unidade. Analise a seqguir.

Estudantes matriculados em marco e abril

Turno Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 20 + 28 22 + 20 15+ 14
Vespertino 10+ 15 16 + 15 8+ 10
Noturno 15+ 10 21+ 26 13+19

Fonte: elaborado para fins didaticos.
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Assim, obteve:

Estudantes matriculados em marco e abril

Turno Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 48 42 29
Vespertino 25 31 18
Noturno 25 47 32

Fonte: elaborado para fins didaticos.

Ele também percebeu que poderia comparar o nimero de matriculados nos meses de marco
e abril construindo uma nova tabela, mas com a diferenca entre eles.

Diferenca entre o total de estudantes matriculados em marco e abril

Turno Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 28 - 20 20 - 22 14 - 15
Vespertino 15-10 15-16 10-8
Noturno 10-15 26 — 21 19-13

Assim, obteve a seguinte tabela:

Fonte: elaborado para fins didaticos.

Diferenca entre o total de estudantes matriculados em marco e abril

Turno Unidade 1 Unidade 2 Unidade 3
Matutino 8 -2 -1
Vespertino 5 -1 2
Noturno -5 5 6

Fonte: elaborado para fins didaticos.

O sinal negativo em alguns nimeros da tabela indica que o més de marco teve maior
quantidade de estudantes matriculados do que o més de abril em alguns turnos e unidades.

A ideia trabalhada nessa situacdo sera usada no estudo da adicdo e da subtracdo de matrizes.

Adicao de matrizes

A matriz soma tem
a mesma ordem das
matrizes que foram
adicionadas.

Sejam as matrizes A

Observe este exemplo de adicdo de matrizes.

eB,tanueA:(2 3 1)eB:( 0 1 2).

01 4

1 3 5

Dadas duas matrizes de mesma ordem, A = (a;)),,x, € B = (b)), », @ matrizsoma A + B é
a matriz C = (), x» Na qual ¢;; = a;; + b;; para todo j e todo j.

Como as matrizes A e Bsdao de mesma ordem, para obter a matriz C= A + B, basta adicionar

os elementos correspo

2 3
C=
(0 1

ndentes de A e B:

2+0 3+1

411) * (-? ; g) = (0+(—1)

1+2>
1+3 4+5

=(243)
-1 4 9

Que matriz vocé obtém ao adicionar a matriz 0,,,, @a uma matriz A = (a;))x ,?
Questao. A prépria matriz A, pois 0, , € a matriz nula, isto é, todos os seus elementos correspondem ao nimero zero;
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portanto, ao adicionar cada elemento (a;) da matriz A a zero, obtemos o proprio elemento (a;).

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Matriz oposta

Chama-se matriz oposta da matriz A de ordem m x n (indicada por —A) a matriz que adi-
cionada a matriz A resulta na matriz nula de mesma ordem, isto é, A + (-A) =0, sendo 0 a
matriz nula 0, ,. Consequentemente, cada elemento da matriz —A é oposto do elemento
correspondente da matriz A.

Analise o exemplo a seguir.

1 -2
-3 5

2
-5

(579+(59-(575:705)-60)

Que matriz vocé obtém ao calcular a matriz oposta da matriz oposta de uma matriz A?
Questao. A propria matriz A, pois, ao calcular o oposto do oposto de cada elemento a;, isto
é, —(—a;), obtemos o proprio a;.
Espera-se que os estudantes percebam que pelo fato do oposto do oposto de um

(] o 3 (3
PI'OPl'Iedades da aleao de matrizes ndmero ser o proprio nimero; entdo, a matriz oposta da matriz oposta é a matriz dada.

Se A= ( ) entdo —-A = (_; ) pois:

Dadas as matrizes A, B, Ce 0,,,,., (matriz nula), todas de mesma ordem, valem as propriedades:
e comutativa: A+ B=B+ A;
e associativa: (A+B)+ C=A+ (B + C);
e existéncia do elemento neutro: A +0,,,,=0,,,,+ A=A,
e existéncia do elemento oposto: A + (-A) = (-A) + A=0,,,
Essas propriedades ndo serdo demonstradas nesta colecédo.

Subtracio de matrizes

A diferenca entre duas matrizes A e B de mesma ordem é obtida adicionando a matriz
A a matriz oposta de B, isto é, A— B=A + (-B).

Confira este exemplo de subtracdo de matrizes.

(2 35 _( 0-=21 ~ A _R& .
SeA—<_4 S O)eB—<_3 45>,entaoamatr|zC—A B é dada por:

c=(2 50 (329)=(230+G23)=(13 23
Atividade resolvida

R3. Dadas as matrizes A = ((2) ;) eB= (_

de modo que A + X =B.

12 -3 1
0),obterX2><2 Logo,X=< z _3).

E possivel resolver de outro modo.

» Resolugao Poderiamos determinar a matriz X usando as proprie-

dades da adi¢ao de matrizes:
A+X=B=>(-A)+A+X=(-A)+B=>
=0,,+X=B—A=>X=B+(—A)

ab
cd

Representando a matriz X por (
21 aby_(-12

(6 3>+<c d>_< 5 0)
<2+a 1+b>=(—1 2)
0+c 3+d 50

Entdo:

), temos:

Assim:

=(T50)+ (0 3)

24+a=—-1=>a=-3;
c0+c=5=>c=5;

c1+b=2=>b=1;
*3+d=0=>d=-3.

(2
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<5 2) <6 2)
14a.|{1 3 14b.|0 6 2 A1 1 -1 2 A1
5 2 77 163'( 1 —1) 16b'<—1 o) 16°'( 1 —1)

Atividades propostas
14. Dadas as matrizes 17. Determine a matriz X em cada item.
3 -1 2 3 1 0
- 3 -4
S I L O} R O R A E IR
4 0 1T 2 2 5
efetue, quando possivel, as operacdes: 14 c. N&o é possivel. b. (1 Z) + < 2 4) —x— (—6 o) 17h. (,2 g)
a. A+B b. A+ (B+C); c. (A+B)+D. 3 -10 42
15. Reescreva o enunciado da atividade anterior de modo que | 18. Considerando as matrizes A = (a;), 5 com a; =i’ +j°
todos os itens possam ser efetuados. 15. Resposta pessoal. para todo a;; e B = (b;;), 5 com b;; = 3i para todo by,
q 4 —1 2 0 el determine:
16. Dadas as matri esA=< )eB=( ),cac e: .
. 2.0 3 -1 ! a. oelemento c,,damatrizC=A + B; 18a.14
a. B—A b. A—(B+1,) c¢. B—(A+0,,,). b. o termo de Cigual a 3. 18 b. Nzo existe.

Multiplicacao de um nimero real por
uma matriz

Sendo a matriz A = (a;),,, € kK um nimero real, k - A é uma matriz de ordem m x n obtida
pela multiplicacdo de k por todos os elementos de A.

Analise este exemplo de multiplicacdo de um numero real k por uma matriz.

2 0
sea=|3 7/ e k = 3, entdo:
5 2
3
24242 04040 2 0 3:2 3:0 6 0
Questdo. A+A+A=(3+t3+3 —7-7-7 k-A=3 3 -7 3-3 3-(-7)|_
5+5+5 24242 2 2 - 9 -2
3°'3°3 5 3 3-5 3-£ 15 2
3
6 0
A+A+A =< 9 —21> Para essa matriz A, é vdlida a igualdade A+ A+ A=3-A?
15 2
6 0 o o °
e3A:< 9 721> Atividade resolvida
15 2
Logo, A +A +A=3A. . . X+Y=A+3B
R4.D XeYtal { , :
eterminar as matrizes X e Y tal que X—Y=A+ Bemque

a=(o 1)ea=(1 73)
» Resolucao
Adicionando as duas equagdes, temos:
+{X +Y = A + 3B

X =Y =A+ B

2X = 2A+4B=>X=A+2B
Como X+ Y = A + 3B, temos:
A+2B+Y=A+3B=>Y=B
Assim:

_ 12\, 42 =2 )
X_AHB_(O —1)“ (1 3)=>X_<2 5)

(2 =2
Y_B_(1 3)
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Atividades propostas

19. Para uma matriz A qualquer, vale a igualdade
A+A+A=3-A?

20. Sendo A = <1 3), B= <2 _1> eC= (O _6>,determine:

2 4 4 0 4 2

a. 3A d2A-(B+C)

b. %(A+B) e. 2A—C)+3(B—-A)
c.2:A-1-8 f.B+C—2-1,

21. Invente duas matrizes A e B de mesma ordem e verifique
se a igualdade de cada item é verdadeira ou falsa.

Multiplicacao de matrizes

A poluicdo é um grave problema para a existéncia da vida em nosso planeta. Resultado
da interacdo humana com os meios de producdo e de consumo, é produzida, com maior
intensidade, desde a Revolucdo Industrial. Os danos irreparaveis causados pela poluicdo

Registre em seu caderno

a. 4*A+4-B=4-(A+B) 21a.Verdadeira.
b.3:A+2-A=(3+2)+A 21b.Verdadeira.
c. —2+(5+B)=(—2+5)+B 21 c. Verdadeira.
d.6-(A+B)=6-A+B 21d.Falsa.

e. —1+(—B)=B 21e. Verdadeira.

22. Dadas A = (2 _3) eB= (:2 6

0 5 ] 7), calcule as matrizes X

2X+ Y=A—- B
—3X—-2Y=B—-2A
22.)(:(2 _6>;Y=<_0 3)

e Y tais que: {

1-7

nos ecossistemas deixam como legado para as proximas geracdes a destruicdo da camada

de ozo6nio, o derretimento das calotas polares, a presenca de gases toxicos na atmosfera e
a contaminacdo de rios e mares, ocasionando extincdo de espécies, diversos problemas de
salde para a raca humana e outros animais, além da escassez de recursos necessarios a vida,

como agua potavel e ar limpo.

DAVI CORREA/ISTOCK/GETTY IMAGES

Grande quantidade de lixo em praia da llha do Governador no

Rio de Janeiro (RJ). Foto de 2023.

Nesse contexto, é necessario pensar em a¢des para minimizar os danos ao meio ambiente 20 d. (791 13)

19. Considerando as matrizes A = (@;;),, x, ©

B = (b;j)mxn» de tal modo que B=A + A + A, para
cadapari,j,com1<i<me1<j<n,temos:
(b)) = (@;) + (@) + @) = (b;) =3 - (@;)

Logo, B =3-A.

ComoB=A+A+AeB=3-A, podemos
concluirque: A+A+A=3-A

N
(=]
p

—~

ow

~

N ©

N

N
o
¢ c
. =
N —
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originados pela producdo e pelo consumo. A reciclagem de materiais, como vidro, plastico,

metal e papel/papelao feita em cooperativas, como a da foto a seguir, € um exemplo de acdo

de combate a poluigdo.

ALEX TAUBER/PULSAR IMAGENS

20f. (g *g)

OBJETO DIGITAL IE]sE]

clicavel: Reciclagem
no Brasil

Este mapa clicavel exibe
dados estatisticos sobre

os Estados, organizados

por regido, que possuem

o maior nimero de
empresas de reciclagem e

a quantidade de materiais
reciclados, conforme o Atlas
Brasileiro da Reciclagem.

Cooperativa de reciclagem em Sao Paulo (SP). Foto de 2022.
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1 tonelada equivale
a 1.000 kg.

OBJETO DIGITAL

Infogréfico clicavel:
Microplastico

Este infogréfico clicavel aborda
o tema da poluicédo plastica
que tem aumentado nos
Ultimos anos e compromete

a saude da vida marinha e a
biodiversidade do planeta.
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Considere a tabela a seguir que apresenta as medidas de massa de materiais reciclados por
uma cooperativa em janeiro de 2025.

Medidas de massa (em tonelada) de materiais reciclados pela cooperativa em

janeiro de 2025
= Lata de Plastico Embalagem
Semana Papelao _ L .
aluminio rigido longa vida
12 semana 15,5 9,2 8 6,4
2% semana 12,3 14 5,1 7
3% semana 13 15,7 10,3 8,5
42 semana 12,8 10 8,9 5,6

Fonte: elaborado para fins didaticos.

O preco pelo qual a cooperativa vende cada tonelada dos materiais reciclados esta indicado
no quadro a seguir.

Preco da tonelada dos materiais reciclados pela cooperativa

Material reciclado Preco por tonelada
Papelao R$ 380,00
Lata de aluminio R$ 3.200,00
Plastico rigido R$ 1.300,00
Embalagem longa vida R$ 290,00

Fonte: elaborado para fins didaticos.

Para determinar o valor arrecadado, em real, pela cooperativa por semana, fazemos:

¢ 12semana: 15,5 - 380 + 9,2 - 3.200 + 8 - 1.300 + 6,4 - 290 = 47.586;

e 22semana: 12,3 - 380 + 14 - 3.200 + 5,1+ 1.300 + 7 - 290 = 58.134;

¢ 32semana: 13 - 380 + 15,7 - 3.200 + 10,3 - 1.300 + 8,5 - 290 = 71.035;

¢ 4° semana: 12,8 - 380 + 10 - 3.200 + 8,9 - 1.300 + 5,6 - 290 = 50.058.

Também podemos efetuar esse calculo utilizando matrizes. Observe as matrizes A (medida

de massa, em tonelada, de cada material reciclado pela cooperativa por semana) e B (preco,
em real, da tonelada de cada material reciclado pela cooperativa).

155 92 864 380

A_|123 13 51 7] o _[3200
13 15,7 10,3 8,5 1.300
128 10 8,9 5,6/4.4 290/,

Trabalhando a ideia de multiplicacdo de matrizes, analisaremos como obter a matrizC=A- B,
sendo Ca matriz que representa o valor arrecadado, em real, pela cooperativa semanalmente.

155 92 864 380\ [cn
123 14 51 7| [3200| [cx
13 15,7 10,3 8,5/ |1.300| | ¢
128 10 89 56 290/ \Ca

AB=C=>

Para determinar o valor obtido na 12 semana, elemento c,,, fazemos:

Ay by +an by +a;cby+ay, by =155-380+9,2-3.200 + 8- 1.300 + 6,4 - 290 = 47.586
Note que multiplicamos:

e 0 primeiro elemento da primeira linha de A com o primeiro elemento da coluna de B.
e o0 segundo elemento da primeira linha de A com o segundo elemento da coluna de B.

e o terceiro elemento da primeira linha de A com o terceiro elemento da coluna de B.

e 0 quarto elemento da primeira linha de A com o quarto elemento da coluna de B.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Questdo. Ndo. Se a quantidade de colunas da matriz A fosse diferente da quantidade de linhas da matriz B, sobrariam
elementos que nao teriam correspondentes; portanto, ndo seria possivel multiplicar as matrizes.

A quantidade de colunas da matriz A poderia ser diferente da quantidade de linhas da
matriz B? Por qué?

Para obter os valores obtidos na 22, na 3% e na 4° semana (respectivamente, ¢,;, C3; € C41),
procedemos de modo anélogo ao da 12 semana (c;,):
G =ay by +ay by +ay by +ay by =
=12,3-380+ 14-3.200 + 5,1-1.300 + 7 - 290 = 58.134
Cy1=a3 by + a3 by +as by +ay by =
=13-380+ 15,7 -3.200 + 10,3 -1.300 + 8,5-290 = 71.035
Cor=ag by + a8y by + a3 by +ay,- by =
=12,8-380+ 10-3.200 + 8,9 - 1.300 + 5,6 - 290 = 50.058
Portanto, de A - B, obtemos:
47.586
_[58.134

“171.035
50.058

Dadas as matrizes A = (a;;),x» € B = (b;;),, «,, O produto de A por B é a matriz
C = (cj)mxp, Na qual cada elemento ¢; € a soma dos produtos obtidos ao multiplicar o
12 elemento da linha i de A pelo 12 elemento da coluna j de B, o 2° elemento da linha i
de A pelo 22 elemento da coluna j de B, e assim sucessivamente até o enésimo elemento da
linha i de A pelo enésimo elemento da coluna j de B.

Note que o produto das matrizes A e B, indicado por A - B, s6 é definido se o numero de co-
lunas de A for igual ao nimero de linhas de B, e esse produto tera o mesmo nimero de linhas
da matriz A e o mesmo numero de colunas da matriz B.

Amxn'ann: me;:

(LI T

iguais

Observe estes exemplos de multiplicacdes de matrizes.

a -2 6] [—g —[(-2) - (-2) + 6 - 6] = [40]
b 5 (J2)=0-145-2 1:245-9=1 1)

Atividades resolvidas

R5. Dadas as matrizes « C,,: soma dos produtos obtidos quando se multiplica,

2 0 1 0 1 ordenadamente, a 12 linha de A pela 22 coluna de B;
A=< )eB= 5 4 |, determinar A - B.

1 3 4 31 « C,;: soma dos produtos obtidos quando se multiplica,

ordenadamente, a 22 linha de A pela 12 coluna de B;
> Resolugao « C,,: soma dos produtos obtidos quando se multiplica,
Como a matriz A é do tipo 2 X 3 e a matriz B é do ordenadamente, a 22 linha de A pela 22 coluna de B.
tipo 3 X 2, existe o produto A ¢ B, pois o numero de
colunas da matriz A é igual ao nimero de linhas da 0 1
matriz B. Entdo A - B =C, sendo C = (c;;), x> Cc= (C n ¢ 12) _ (2 0 1) . <5 4> _
€y €
Arxst By =Coxs mo 134 31

L1
iguais _(2-o+o-5+1-3 2-1+0-4+1-1>

T \1°0+3°544°3 1°1+3°44+4"1

Assim, temos:

Os elementos da matriz C sdo:

« ¢,;: soma dos produtos obtidos quando se multiplica, Logo, C = < 3 3)
ordenadamente, a 12 linha de A pela 12 coluna de B; ' 27 17)°
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R6. Determinar a matriz X tal que: Entdo, temos:
X_<1 3)_(02) (ab>,<1 3)=(02>
-2 -1/ \15 cd/ \-2 -1 15

» Resolugio <a°1+b'(—2) a'3+b'(—1)>=(0 2)

Sao condi¢des para que exista essa multiplicagio: c*1+d*(=2) c*3+d-(-1) 15
« a matriz X ter 2 colunas, pois a matriz multiplicada Igualando as matrizes, obtemos os sistemas:
tem 2 linhas; fa—2b=0 fe—2d=1
« a matriz X ter 2 linhas, pois o produto das matrizes 3a—b=2 3c—d=5
tem 2 linhas. .
Resolvendo os sistemas, obtemos:
1 3 02 ab 4 2 9 2
Xm n'( ) =< ) , em UeX=< ) =— == c== ==,
) =2 =1/ 15/, a cd a S'b S'C Sed 5
A A ﬁ Z
(55
iguais Logo, X = 92 ‘
55
a2 4].[13]_[14 22
Zran-B= [—1 —2} [3 4} - [—7 —11}
B,A_[13}, 2 4 -1 —2}
Propriedades da multiplicacio de matrizes , , ' ' 2 'Z ¢
ropriedades da multiplicacao de matrizes , . . , logo, nao vale a propriedade
comutativa.
Dadas as matrizes A, B e C, tais que as operagdes a seguir entre elas sejam possiveis, valem
as propriedades: 27b.A-C:[ 2 4]' 3 1 :[14 22]
e associativa: (A-B)-C=A-(B-C); -2l 12s -7
e distributiva a direita: (A+B)-C=A-C+B-C A-B=A-CeB#C; logo, eliminar a matriz A nos
. ) . dois membros da igualdade ndo é uma operagédo
e distributiva a esquerda: C- (A+B)=C-A+ C+-B. yalida.
Essas propriedades ndo serdo demonstradas nesta colecao.
Atividades propostas
23. Dadas as matrizes pontuagdo correspondente por vitoria (3 pontos), empate
2 4 (1 ponto) e derrota (0 ponto).
(i De=(39ec=(3)
0 -1 =3 1 2 4
- 27. Considere as matrizes A = 1 - ],
determine, caso exista: -
A*B <_10 4) < 4) 13 31
a. A*B; 23a.( -5 2 23d.( 12 — -
b. B+ A; 8 7 B_[3 4]6(: [2 5]'
23 b. Nao é possivel calcular. .
¢ A-G a. Calcule A-BeB*-Aeresponda se a propriedade comu-
. 0 24 . T . T
d(A-B)-G 23 ¢. <0> < 2) tativa na multiplicacdo de matrizes é valida.
e. A-(B-C). 1 7 b. Verifique que A *+ B = A * C e responda se é possivel
24. Calcule o valor de x e de y de modo que: 24. x _% _%_ eliminar a matriz A nos dois membros da igualdade.
<_3 y) . ( 2) = ( 1) 28. Considere a matriz A = (3 2), talque X+ A = A.
x2) \-3 -5 51
a. Determine a matrizX. 28a.X= (2) ?) =1 28 b X ¢
H H . — . . X e
25. Determinea matrizX tal que A - X+ B=C, em que: b. O que pode ser dito a respeito da matriz X? a matriz
0 —1 5 —3 25. X = (—3> ) identidade
A= ( ) B= ( ) eC= ( > 8 29. Invente quatro matrizes quadradas de ordem 2.
301 1 0 o -
(A1 Baxw Csx3 €Dy ) € calcule as multiplicagbes a seguir:
26. Retomando a situagdo da abertura deste capitulo, deter- a. A+l el,"A;29a.AcA
mine a quantidade de pontos de cada selecido do Grupo F b.B-l,el,B;29b.Beb.
da Copa do Mundo de Futebol feminino de 2023 usando
. c. C-l;ely-G 29¢c.CeC.
o produto de matrizes.
(Dica: Considere a matriz apresentada no inicio deste ca- d.D-lel;+D. 29d.DeD.
pitulo que representa a quantidade de vitorias, empates e Agora, compare os produtos obtidos com as respectivas
derrotas de cada selecao do Grupo F e uma matrizcom a matrizes inventadas. 29. Os produtos séo iguais,

respectivamente, as matrizes inventadas.
26. Franga: 7 pontos; Jamaica: 5 pontos;
134 Brasil: 4 pontos; Panama: 0 ponto.
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Determinante de uma matriz

A toda matriz quadrada associa-se um niumero, denominado determinante da matriz, que
é obtido por meio de operacdes entre os elementos da matriz.

Para representar o determinante de uma matriz A (indicado por det A), substituimos os
parénteses ou os colchetes da matriz por barras verticais simples.

Observe estes exemplos de matrizes e como representamos os seus determinantes.

0 3 8 0 3 8
a.A=|1 4 3)edetA=(1 4 3

6 1 7 6 1 7
b.B=[4]edetB= |4]
1 o 11 o
c.C_[7 _z edetC_‘7 _5‘

Determinante de matriz de ordem1
O determinante de uma matriz quadrada A de ordem 1 é o préprio elemento de A.

Confira este exemplo.
A=(-8)=>detA=|-8=-8

Embora o moédulo de um nimero e o determinante de uma matriz de ordem 1 sejam repre-
sentados por um numero entre barras verticais simples, esses conceitos sdo distintos.

Determinante de matriz de ordem 2

O determinante de uma matriz quadrada A de ordem 2 é a diferenca entre o produto
dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria,
nessa ordem.

Analise o exemplo a seguir.

_(2-3 _ L2 4)—[(=3)- (1) =8 -3
A=(2 4):detA_|‘>I><1_(z 4)-[(-3)- (-1)]=8-3=5

Determinante de matriz de ordem 3

O determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 pode ser calculado por um método
chamado regra de Sarrus.

Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) foi um matematico francés e professor na universidade
francesa de Estrasburgo.

Considere esta matriz A e observe como é calculado seu determinante pela regra de Sarrus.

1 2 3
A=| 0 2 4
-1 3 5

1. A direita da representacéo para o calculo do determinante, copiam-se as duas primeiras
colunas da matriz.

Lo-
w NN
vl A w
—_0 =
WN N

E possivel calcular
o determinante de
matrizes de ordem
maior que 3; po-
rém, nesta colecao,
apresentaremos
apenas o calculo de
determinantes de
matrizes de ordem
1,2e3.
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1b. [ Inicio b—)‘ Passo 1 ‘

2. Multiplicam-se os elementos da diagonal principal e, na
mesma direcdo da diagonal principal, multiplicam-se os
elementos das outras duas diagonais a sua direita. -

Passo 4

FiL

Passo 6
Fim \(—‘ Passo 7

3. Multiplicam-se os elementos da diagonal secundaria e, na
mesma dire¢do da diagonal secundaria, multiplicam-se
os elementos das outras duas diagonais a sua direita.

4. Subtraem-se as somas dos produtos obtidos nos passos 2 e 3, nessa ordem.

detA=(10-8+0)-(-6+12+0)=-4

Atividades resolvidas

R7. Para quais valores de x o determinante da matriz A a
seguir é igual a —6?
-3
A= xs)
X X+2
Calculando det A e igualando a —6, temos:

x(x+2)—(-3)x=-6
X +2x+3x=—6

» Resolucao

X +5x+6=0
X_—Si\/52—4°1'6
- 21
_=5+1

X="

X=-2o0ux=-3
Portanto,x = —2 ou x = —3.

R8. Determinar x para que seja verdadeira a igualdade:

2 -1 —x
3 2 1 =0
x -1 =2

» Resolugao

Pela regra de Sarrus, temos:

NN b

2. D>
3\12><X1 3/2
x/—1><—2 x\—1
« NN
2x* -2 6 -8 —x 3x

Assim, temos:
(—8 =x+3x)—(=2x"=246)=0
2%X°+2x—12=0

X’ +x—6=0
—1+12—4-1* (=6)
X= 21
X_—TiS
)

X=20ux=-3

Portanto,x =2 oux = —3.

30 b. Espera-se que os estudantes percebam que o Ultimo passo depende de os anteriores terem sido executados;
caso contrario, ndo é possivel saber o valor correto de p ou de s para determinar a diferengap - s.

Atividades propostas

30. PENSAMENTO COMPUTACIONAL Considere o algoritmo a

seguir.
Determinar o produto Determinar o produto
da diagonal principal >»| da diagonal secundaria
a,,*a,, eindicar por p. a,,a,, eindicar pors.

30 a. Calcular o determinante de uma matriz
quadrada de ordem 2.

Y
Determinar a diferenca

(— p — seencerraro

algoritmo.

a. Qual é a finalidade desse algoritmo?

b. E possivel executar o Gltimo passo do algoritmo antes
do primeiro?

136

Registre em seu caderno

31. PENSAMENTO COMPUTACIONAL Considere o algoritmo na
lingua materna que calcula o determinante de uma matriz
A de ordem 3. Depois, faga o que se pede.

Passo 1. Determine o produto de a,, * a,, * as; e chame de a.
Passo 2. Determine o produto de a,, * d,; * d;, e chame de b.
Passo 3. Determine o produto de a,; * a,, * d;, e chame de c.
Passo 4. Determine o produto de I e chame de d.
Passo 5. Determine o produto de Il e chame de e.
Passo 6. Determine o produto de I e chame de f.
Passo 7. Calcule o determinante por meio da expressido
(a+b+c)—(d+e+).

a. Complete,em seu caderno, os passos 4,5 e 6 do algoritmo.

b. Represente o algoritmo em um fluxograma.

31 a. Passo 4: a5 * @y, * @s; Passo 5: @y * @yg * Az}
passo 6: a;, * @y * ass.
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32. Resposta no Suplemento para o professor.
32. PENSAMENTO COMPUTACIONAL SOFTWARE Analise este
algoritmo produzido no Scratch para calcular o determi-
nante de qualquer matriz quadrada de ordem 2.

SCRATCH - MASSACHUSETTS INSTITUTE OF TECHNOLOGY, CAMBRIDGE, EUA

Considerando esse algoritmo e o da atividade 31, produza
um algoritmo no Scratch que calcule o determinante de
qualquer matriz quadrada de ordem 3.

33. Dadas as matrizes A = (2), B = ( ! 2) e

-13
12 —1
C=(0 1 =2),calcule:
3 4 0

a. det A; 33a.2 b. det B; 33b.5 c. detC.33c. -1

34. Aplicando a regra de Sarrus, calcule o valor dos determi-

nantes a seguir.

2 0 2 a 0 a
a. |0 2 0(84a.0 b.|0 ¢ 0| 34b.0
2 0 2 b 0 b

35. Determine o valor da expressdo:

72
5 1 35. -8

21
12

|+

53|
82

36. Dadas as matrizes

_(-13 _ 21 .
A—( . 4)eB = (_3 O)' calcule:

a. det (A+B); 36a.-12
b. 3-det A; 36b.-75

c. det (3-A); 36¢.-225
d. det A + det B. 36 d. 22

37. Dadas as matrizes

(2 -1 _( 0 4 _
A= (_3 4)eB— <_1 _2>,calcule.

a. det (A - B); b. det (B- A); c. detA-detB.
37a.20 37b. 20 37c¢.20

38.-1.326

38. HISTORIA DA MATEMATICA O matematico francés Augustin-

-Louis Cauchy (1789-1857), em um artigo de 1812, demonstrou

pela primeira vez o teorema que afirma que, se A e B sdo
matrizes de ordem n, entdo det (A - B) = (det A) - (det B).

Fonte: elaborado com base em EVES, Howard. Introducao a Histéria
da Matematica. Campinas: Unicamp, 2011. p. 532.

BRIDGEMAN IMAGES/EASY MEDIABANK

Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857).

Dada as matrizes A = <_81 120) eB =( _57 2), calcule
det (A - B).

39. Em cada item, calcule os determinantes e, depois, responda
as questoes levando em consideragio o que o resultado
obtido sugere.

0 0 O

a.la b ¢

d e f

O determinante de uma matriz de ordem 3 com uma
linha de zeros sempre vale zero?

39 a. 0; sim.

a b C| 39b. 0; sim; também valeria zero.
b. |2a 2b 2c
d e f

O determinante de uma matriz de ordem 3 em que uma

linha é “o dobro de outra linha” sempre vale zero? E se
fosse o triplo?

ab
cd

39 c. ad - bc; 3+ (ad — bc);
a 3b| 8:-(ad-bc); sim.

c 3d

’

c d

3a 3b‘

Se o determinante de uma matriz de ordem 2 tem uma

linha (ou coluna) triplicada, seu valor triplica?
39 d. ad — bc; ad — bc; sim.

a

ab
cd

e ac
bd
O determinante de uma matriz de ordem 2 e o da matriz

obtida dessa ao trocar as linhas por colunas sdo iguais?
39 e. ad - bc; —(ad — bc);
—(ad — bc); opostos.

abl| |cd b a
cdl|'lab dc

Determinantes de matrizes de ordem 2 que tém linhas
(ou colunas) permutadas sdo iguais ou opostos?

£ g 2 g 39 f. abc; sim.
0 0 ¢

O determinante de uma matriz diagonal de ordem 3 é sem-
preigual ao produto dos elementos da diagonal principal?

40. Calcule os determinantes de [, I, e I,. Qual é o valor que
vocé imagina para o determinante de | ;?

40. 1, 1, 1. Espera-se que os estudantes respondam que o
determinante de /, é igual a 1. 137
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Matrizes e determinantes em
planilhas eletrdnicas

Planilhas eletrénicas sao softwares que podem ser usados para facilitar o calculo em tabelas.
Com esse tipo de software, podemos automatizar operacdes, além de apresentar dados em
tabelas e graficos.

Neste capitulo, definimos as matrizes como tabelas que apresentam dados numéricos dispos-
tos em linhas e em colunas. Assim, uma tabela de nimeros dispostos de maneira retangular
em uma planilha eletrénica é uma matriz.

2 30
Observe como a matriz{ —2 15 9 ) pode ser representada em uma planilha eletronica.
7 1 4
Campo que mostra Campo que mostra
a célula selecionada. o nimero ou, quando
for o caso, a férmula
A1 ‘ Férmula ‘ D 1 associada a célula.
Numeros — i B C ——+—— Letras que indicam as
que indicam 2 3 0 colunas da planilha.
as I|nha§ da P D) 15 9
planilha.
3 7 1 4

Na planilha, cada elemento da matriz ocupa uma coluna (indicada por uma letra) e uma
linha (indicada por um numero). Assim, o elemento a,,, indicado na planilha por A1, é o
elemento que esta na coluna A e na linha 1 (nesse caso, o niUmero 2).

Usando planilhas eletrénicas, é possivel calcular o determinante de uma matriz quadrada,
além do produto de duas matrizes.

Como exemplo, vamos considerar as matrizes A, ., = <§ 3) eB,, ;= (_; g 18)

Vamos, inicialmente, representar a matriz A na planilha eletrénica.

D2 | Férmula | =MATRIZDETERM(AT:82) N Para calcular o determinante, em uma célula vazia da planilha (no
A B [ o> B3N exemplo, célula D2), digitamos a formula:
! i 3 Df'e"“'“a"'e —MATRIZ.DETERM(A1:B2)
3 \ (Calcula o determinante da matriz cujo primeiro elemento esta em
I 2

A1 e o ultimo elemento esta em B2.)

Agora, vamos representar as matrizes A e B na planilha, deixando um espaco de pelo menos
uma coluna entre elas.

A5 Férmula | =MATRIZMULT(A1:B2;D1:F2) Para calcular o produto A - B, em uma célula vazia da planilha (no
D E E exemplo, célula A5), digitamos a férmula:
L 2 3 al 4 10 =MATRIZ.MULT(A1:B2;D1:F2)
2 5 7 2 3 0
3 (Determina o produto da matriz cujo primeiro elemento esta em
4 | ProdutodeA por B A1 e o Ultimo estd em B2 pela matriz cujo primeiro elemento esta
2 17 20 em D1 e o Ultimo esta em F2.)
9 gl £0 Os elementos da matriz produto de ordem 2 x 3 preenchem
7 | ) automaticamente um intervalo de 2 linhas e 3 colunas (no exemplo,
[Fe intervalo de A5 a C6), ficando um elemento por célula da planilha.
]
Atividade proposta Registre em seu caderno
41. SOFTWARE Considere as matrizes A e B do exemplo anterior a. Que resultado vocé obteve em cada caso?
e, usando uma planilha eletrdnica, calcule o determinante b. ARGUMENTAGAO Compare as respostas que vocé ob-
da matriz B e o produto B - A. teve com as de seus colegas e discutam por que vocés
obtiveram esses resultados.
41 a. Nos dois casos, quando os estudantes tentarem realizar 41 b. No caso do determinante, isso ocorrera porque a matriz B néo &
138 ©° célculos na planilha, obterdo uma mensagem de erro. quadrada; no caso do produto B+ A, porque o numero de colunas de B é

diferente do nimero de linhas de A.
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PARA FINALIZAR O CAPITULO 5

CONEXOES ENTRE CONCEITOS

Analise o mapa conceitual a seguir com a rela¢do entre alguns contetddos estudados neste

capitulo.

pode ser,
l por exemplo l
Matriz 1 Matriz
linha coluna
pode ser

associada ao

:

para matrizes de
ordem 3, aplicamos a

¢
2]

Conexoes entre conceitos. A-3;B-1;C-2.
Relacione os nimeros do mapa conceitual com os conteddos apresentados a seguir.

A. Regra de Sarrus B. Matriz quadrada C. Determinante

SUGESTOES DE AMPLIACAO

Livro

O enigma de Sherazade: e outros incriveis problemas das “Mil e uma noites” a légica
moderna

Raymond Smullyan

Rio de Janeiro: Zahar, 1998.

Nessa obra, o autor coloca Sherazade, famosa personagem que narra os contos das Mil e
uma noites, no centro de narrativas que relatam enigmas, quebra-cabecas e problemas de
l6gica que envolvem o leitor. O livro propde charadas matematicas, adivinhacdes, enigmas
e exercicios de verdade e de mentira, cuja solucdo exige raciocinio l6gico e estratégias que

surpreendem o leitor desde a primeira pagina. Uma leitura original e cativante para todos
os leitores.

Software

CmapTools

O CmapTools é um programa gratuito exclusivo para construcdo de mapas conceituais. Além
de outras funcionalidades a ferramenta permite a edi¢do colaborativa e o compartilhamento
de mapas conceituais entre diferentes usuarios.

Disponivel em: https://cmap.ihmc.us/cmaptools/. Acesso em: 3 ago. 2024.
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PARA FINALIZAR 0 CAPITULO 5

AUTOAVALIACAO

Q1.Uma matriz de ordem 2 é uma matriz: Q1. Alternativa b.

a. identidade.
b. quadrada.
c. nula.
d. linha.

Q2.56 existe adicdo ou subtracdo de matrizes se elas forem:
Q2. Alternativa c.

a. opostas.
b. nulas.
c. de mesma ordem.

d. quadradas.

Q3. Sejam as matrizes A, , ; e B; ,. Os produtos A * Be B * A sdo:
Q3. Alternativa d.

a. iguais.
b. opostos.

c. respectivamente, dos tipos 3 X 3e2 X 2.
d.

respectivamente, dos tipos 2 X 2 e 3 X 3.

Q4. Considere as matrizes:
(—1 0) o (—1 0)
02 01
Essas matrizes sdo: Q4. Alternativa d.
a. iguais.
b. opostas.
c. identidades.

d. diagonais.

Q5.Na mm de matrizes, o nimero de colunas da primeira

matriz deve ser igual ao niumero de linhas da segunda.
a. multiplicacio Q5. Alternativa a.
b. adicdo

c. subtragdo

d. igualdade

Q6.

Q7.

Qs.

Q.

Qio.

3 5
Multiplicando-se as matrizes (1 —1) e
0 3

(1 23 4), obtém-se uma matriz de ordem:
12 1 2 Q6. Alternativa a.
Cc. 2X2

d. 3x3

a. 3X4
b.3X%5

Na multiplicagdo de matrizes, ndo é valida a propriedade:

a. associativa. Q7. Alternativa c.

b. distributiva a esquerda.
c. comutativa.

d. distributiva a direita.

. . (2 ,
O determinante da matriz ( 4 2) é: Q8. Alternativa d.

a. =10
b. 22
c. 10
d. —22

Se pode ser calculado o determinante da matriz A, com
certezaela é: Q9. Alternativa b.

a. matriz linha.

b. matriz quadrada.

c. matriz coluna.

d. nenhuma das alternativas.
Se det A =5 e A é uma matriz de ordem 2, podemos afir-
mar que:

a. det (—A) = —5.

b. det (%) =05.

c. det (2A) =10.
d. det (2A) = 20.

Se vocé ndo acertou uma ou mais questdes, consulte o quadro a seguir para verificar a
quais conceitos cada questdo esta relacionada. Depois, releia a teoria e refaca as atividades
correspondentes. Se necessario, peca ajuda ao seu professor

Relacao entre as questoes e os objetivos do capitulo

quadrada.

Objetivos do capitulo Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 | Q10
Identificar e classificar uma matriz. X X X
Realizar operacdes com matrizes. X X X X X
Calcular o determinante de uma matriz X X X
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Q10. Alternativa d.
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Esta¢do Espacial
Internacional (EEI)
sobrevoando as

Ilhas Marshall, no
Oceano Pacifico.
Imagem capturada em

novembro de 2021.
Oriente os estudantes a consultar
as paginas 8 e 9 para saber mais
sobre este e os demais Objetivos de
Desenvolvimento Sustentavel.

OBJETO DIGITAL

Podcast: Fontes de
energia renovavel
na matriz elétrica
brasileira

W

SISTEMAS LINEARES

Fotografia noturna do norte da Europa, capturada
pelos astronautas a bordo da Estacédo Espacial
Internacional (EEI), em janeiro de 2022.

Introducao ao estudo de sistemas lineares

A fotografia tirada da Esta¢do Espacial Internacional e compartilhada pela Nasa mostra a
visdo noturna do norte da Europa. Os pontos em cor amarela mais forte indicam as luzes dos
municipios. A luzes da foto incluem (da direita para a esquerda) Berlim (Alemanha); Cope-
nhague (Dinamarca); e Oslo (Noruega). No centro, estd o Mar Baltico que separa as na¢des
escandinavas Suécia e Finlandia dos Estados Balticos EstOnia, Leténia e Lituania.

A energia que ilumina os municipios e coloca em funcionamento grandes redes de com-
putadores, industrias, eletrodomésticos, aparelhos hospitalares etc. foi obra de um grande
esforgo cientifico da humanidade. Nos dias atuais, as intrincadas rela¢des do ser humano com
o mundo e com os modos de producdo sé sdo possiveis gracas a energia.

A Matematica auxilia nesse processo fornecendo muitas ferramentas. Um exemplo sdo as
equacoes lineares e os sistemas de equacoes lineares, usados para determinar as medidas
de corrente que fluem em um circuito elétrico. Com a lei de Ohm e as leis de corrente e de
voltagem de Kirchhoff, obtemos as equacbes que regem um circuito.

Ja conhecemos os métodos da adicdo e da substituicdo para a resolucdo de sistemas. Vamos
estudar, neste capitulo, o método do escalonamento, também chamado de método da eliminacao
de Gauss-Jordan. Esse método tem caracteristicas parecidas com o método da adi¢do e constitui
uma poderosa ferramenta para a resolucéo, feita por computadores, de problemas complexos.

Este podcast enriquece o contexto da abertura do capitulo ao abordar a producédo de energia elétrica no Brasil por meio de fontes
renovaveis, destacando o pais como uma referéncia mundial nesse tipo de geracéo. 141
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Note que a equa-
¢dox+2y-3z=0
é homogénea.
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Equacoes lineares

Acompanhe a situagdo a seguir. Precos dos produtos vendidos pela loja

Uma loja de roupas vende par de meias, Produto i ¢ s (e L)
camisetas, camisas e calcas, cujos precos
estdo especificados no quadro a seguir. Par de meias 20
Julio gastou R$ 739,00 em roupas nessa Camiseta 45
loja. Qual é a quantidade de cada produto
que Julio comprou? Camisa 62
Podemos representar esse problema Calca 75

matematicamente por meio de uma

equacdo. Vamos indicar a quantidade de pares de meias, camisetas, camisas e calcas por x, y,

w e z, respectivamente. Agora, multiplicamos cada letra pelo preco da unidade do produto

que ela representa. A adi¢do dessas multiplicacdes deve resultar em 739. Observe a seguir.
20x + 45y + 62w + 75z =739

Essa sentenca matematica € um exemplo de equacao linear.

Equacao linear é toda equacdo do tipo a,x; + a,x, + ... + a,x, = b, com n € N*¥, em que
X1, X5, ..., X, SA0 @S incOgnNitas; os numeros reais a,, a,, ..., a, sao os coeficientes das inco6g-
nitas; b, real, é o termo independente.

Observe os exemplos.

a. X, +3x,—x3=7 b.x1—%x2=3 €. 2x+3y—-z=0

Quando o termo independente é nulo, a equacdo linear é chamada de homogénea.

As equacgdes a seguir nao sdo equacgdes lineares.

e x? + 3y — z =7 (incégnita x com expoente diferente de 1)
o X — % = 3 (incégnita y no denominador)

® 2x + 3yz = 0 (termo 3yz com mais de uma incégnita)

Solucao de uma equacao linear

Acompanhe as afirmacoes a sequir.

e O parordenado (3, 5) é solucdo da equacdo —3x + 2y = 1, pois, substituindo x por 3 e y por 5,
obtemos uma sentenca verdadeira: =33 +2-5=1

e Oternoordenado (1,3, 5) ndo ésolucdo daequacdo3x —2y—3z=14,pois3-1-2-3-3-5=14
ndo é uma sentenca verdadeira.

e O terno ordenado (0, 0, 0) é solu¢do da equacdo x + 2y —3z=0, pois0+2-0—-3-0=0¢
uma sentenca verdadeira.

A solucao de uma equacao linear é toda énupla ordenada de numeros reais (o, a5, ..., &)
que torna a igualdade a,x; + a,x, + ... + a, X, = b verdadeira, isto é, tal que a,o + a,a, +
+ ... + a,a, = b seja verdadeira.

Atividade resolvida

R1. Sabendo que o par ordenado (24, a) é solugdo da equagdo 4x + 3y = 10, determinar o valor de a.
» Resolucao
Substituindo x por 2a e y por a, obtemos:

10

4°(2a)+3°(a)=1O:>Sa+30=10=>a=11
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Atividades propostas

1. Verifique se os ternos ordenados a seguir sdo solugdes da
equagao linear 2x +y + 3z =11.
a. (1,3,2) 1a.sim. b. (2,2,2) 1b. Nzo.

2. Determine k de modo que o par (3, k) seja solugao da
equacdo linear 2x + 3y =12. 2.2

3. Encontre duas solucdes para a equagao 2a + 3b — c=0.

3. Exemplos de resposta: (0, 0, 0), (1, =1, =1),(1,1,5) e (-2, 2, 2).

4.

5.

Sistema de equacodes lineares

Registre em seu caderno
2

Verifique se o par <3, §> é solugdo comum das equagdes

linearesx —3y =1ex+ 3y =5. 4.Sim.

EMDUPLA Elabore uma equagio linear com trés incognitas
e determine duas de suas solugdes. Depois, peca a um colega
que determine duas solugdes para a equagao elaborada por
vocé; determine duas solugdes para a equagao produzida por ele.

5. Resposta pessoal.

Acompanhe o texto e a situagdo a seguir.

Podemos perceber que o conceito de soberania alimentar e as informacées do Guia alimentar
para a populacao brasileira tém um objetivo em comum: contribuir para uma alimentacdo
saudavel. Esse assunto é frequente em nosso cotidiano e tem uma grande importancia, in-
clusive em relagdo aos nutrientes que cada alimento possui.

Vocé ja deve ter percebido que as embalagens de alimentos trazem informagdes sobre o
valor energético, as quantidades de carboidratos, gorduras, sédio, proteinas etc. contidas nos
produtos e a porcentagem que cada uma dessas quantidades representa nos Valores Diarios
de Referéncia (VDR) para uma alimentacdo adequada.

Vocé tem o habito de analisar as informagdes nutricionais nas embalagens dos alimentos?
Em caso afirmativo, o que, geralmente, chama mais a sua atencdo? Questao. Resposta pessoal.

O quadro a seguir mostra as informacdes nutricionais de alguns alimentos: arroz e feijao

in natura, peito de frango, suco de laranja pasteurizado e adocado, pao do tipo francés e
margarina sem sal.

O conceito Soberania Alimentar é relacionado ao direito de todas as pessoas escolhe-

Fonte: elaborado com base em BRASIL. Ministério da Salide. Guia alimentar para a populagao brasileira.
2. ed. Brasilia: 2014. Disponivel em: https:/bvsms.saude.gov.br/bvs/publicacoes/guia_alimentar_populacao _
brasileira_2ed.pdf. Acesso em: 14 out. 2024.

rem como organizardo a producao e distribuicao dos alimentos e esté associado ao acesso
a alimentos sauddveis, de maneira regular e sustentavel, respeitando a identidade cultural
alimentar de cada povo, ja que tanto os produtos alimentares como a maneira de cultiva-los
varia de um local para outro. J4 o Guia alimentar para a populacao brasileira dispoe de um
conjunto de informacoes e recomendacdes a respeito da alimentagdo, com a finalidade da
promocao da sauide de todas as pessoas.

OBJETO DIGITAL

Infografico clicavel:
Soberania alimentar e
agricultura familiar
Este infografico clicavel
enriguece o contexto de
introdugéo ao estudo de
sistemas de equacgdes
lineares ao relacionar os
conceitos de soberania
alimentar e agricultura
familiar, destacando a
importancia desta Gltima
na geracao de empregos e
renda no meio rural.

In natura:
alimentos de
origem vegetal
ou animal que
sdo consumidos
em seu estado
natural, sem
terem passado
por qualquer tipo
de processamento
ou alteracao.

Informacoes nutricionais de alguns alimentos

. Suco de
Alimentos Arroz Feijao Peito de laranja = . Margarina
. , . Pao francés
in natura in natura frango pasteurizado (50 g) sem sal VDR
Informacdes (50 g) (309g) (80 g) e adocado (14 g)
nutricionais (200 mL)
Valor energético (kcal) 190 100 150 120 130 45 2.000
Carboidratos (g) 37 16 8 30 28 0 300
Proteinas (g) 3 7 13 1 4 0 75
Gorduras totais (g) 0 0 6 0 1,5 5 55

Fonte: elaborado com base em DORNELLES FILHO, Adalberto A. Montando uma dieta com sistemas lineares.

Revista do Professor de Matematica, n. 59, p. 27-28, 2006.
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Para montar uma dieta, é preciso determinar as quantidades x;, ..., x; (em por¢des) de cada
alimento necessarias para compor o VDR. Isso corresponde a resolver o sistema linear a seguir.

190x, + 100x, + 150x; + 120x, + 130x5 + 45x; = 2.000
37x; + 16x,+ 8x;+ 30x,+ 28x; =300
3, +  Tx,+ 13x3+ Xs+ 4x5=75
6x;+ 1,5xs+ 5x;=055

Um sistema S de equacoes lineares, ou sistema linear, de m equag¢des com n incégnitas
é um conjunto de equacdes lineares do tipo:
ayu X, +apXs + ... +aX, = b,
Ay Xy + anXs + ...+ axX, = b,
S=19a3X% +aypX,+ ...+ ayx,= b

A X1+ amXy + oo +a@mp X, = by,

Considere os exemplos.

-x+y=3 . ~ U

a. S, = sistema de duas equacbes com duas incdgnitas

1 {2x—4y=—7 ( quag gnitas)
X, +0x,+ x3—3x,=-5

b.S,=42x,+ x, —0x; +5x,=2 (sistema de trés equagdes com quatro incégnitas)
X+ X+ 2x3—3x,=1

O sistema S, também pode ser escrito assim:
X, 4+ X3 —3X,=-5

S,=492Xx;+ X, +5x,=2
X1+ X+ 2X;3-3x,=1

Soluciao de um sistema linear

Analise as seguintes equagdes e algumas de suas solucdes:
*2x+y=4 - (-1,6),(0,4),(1,2),(2,0), ..
e x+2y=5-(-1,3),(1,2), (3, 1), (5, 0), ..
Observe que as duas equagdes tém o par ordenado (1, 2) como solu¢do comum.

A énupla (o, oy, ..., a,) é solucdo de um sistema linear de m equagdes com n incégnitas
guando é solucdo de cada uma das equacdes do sistema.

Observe, no plano cartesiano, que os pares ordenados que sdo solucdes da equa-
¢do 2x + y = 4 representam pontos da reta r, e cada ponto da reta r, por sua vez,
representa uma solucdo da equagdo 2x + y = 4. O mesmo ocorre para as solucdes da
equagdo x + 2y =5 (reta s).

O par ordenado (1, 2) representa o ponto P, intersec¢do das retas r e s. O ponto P
é a solucdo grafica desse sistema.
2x+y=4
X+2y=5
Representamos o conjunto solucdo desse sistema por S = {(1, 2)}.

Portanto, o par ordenado (1, 2) é a Unica solu¢do do sistema: {

Analise os exemplos.
2 =
a. Vamos considerar o sistema: X+y=7
3x-y=3
O par ordenado (2, 3) satisfaz as duas equagdes do sistema, pois2-2+3=7e3-2-3=3.

Assim, o par ordenado (2, 3) é solu¢do do sistema.
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. . X+y-z=-2
b. Seja o sistema: {4;_ ;z =zo

O terno ordenado (1, 3, 4) ndo é uma soluc¢do do sistema, pois, substituindo esses valores
nas equacgoes, obtemos:

-1+ 3 — 4 = -2 (sentenca verdadeira)
0:-1+4-3-2-4=0 (sentenca falsa)

X+y—-2z=-6
c. Seja osistema: {3x — 2y +z=15
-2X—-y+3z=7

O terno ordenado (3, —1, 4) é solu¢do do sistema, pois, substituindo esses valores nas
equacgdes, obtemos:

3-1-2+4=-6 (sentenca verdadeira)

3:3-2-(-1)+4 =15 (sentenca verdadeira)

-2+3—(-1)+ 34 =7 (sentenca verdadeira)

Solucio de um sistema usando um software de
construcao de graficos
. ~ . 2x+y=17 . - .
Podemos determinar a solucao do sistema I—y=3 analisada na pagina anterior, com
o auxilio de um software de construcao de graficos.
1. Digitar a primeira equacdo do sistema (2x + y = 7) no campo de entrada de fungoes.
Depois, clicar em “ok” para que a reta apareca no plano cartesiano.

y =.IEIE

2x+y=17
ok cancelar ajuda

T3 3 9 1 5 54
-1+

2. Digitar a segunda equacdo do sistema (3x—y = 3) no campo de entrada e clicar em “ok”.

y ==

3x—y=3
ok cancelar ajuda

S
-1+

Observacio

Aequagdo ax + by =
=c¢,comb #0, tam-
bém representa a lei
de uma funcdo afim.

Explicitando a lei
dessa fungdo como
y = f(x), podemos

escrever y = — %x +

+ % com b # 0. Seu

grafico é uma reta
nao vertical.

ILUSTRAGOES: ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA
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10 b.

sistema.
interseccao
2x+y=17 v
3x—y=3 v
fechar marcar ponto
x =2.00000
A solucéo do sistema é S = {(-1, 2)} y = 3.00000

Espera-se que os estudantes percebam
que as duas equacdes geraram duas
retas coincidentes.

2x+y=7

ist .
sistema {3x—y=3

Atividade resolvida

R2.

10c.

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

. . X+ 4y =12
Resolver o sistema de equagdes: { 5 + 2y = 24
» Resolucao
x+4y=12 (l)
{Sx+ =24 (Il)

Multiplicando a equacéo () por —5 e adicionando a
equagio obtida, membro a membro, a equagéo (II), temos:

nSw/ s <

-

BN

0 ) .
2T AN equacdes do sistema.

Atividades propostas

6.

146

1
3

y =ax + b. Calcule os valoresdea e b. 6.a = %eb =

Os pares ordenados ( 1 ) e (1,2) sdo solugdes da equagio

1
2
Sea+b=0,entdo a =0 ou b = 0. Encontre a solucdo

comum das duas equacdes lineares que se pode obter de
2x+y)(—x+3y)=0. 7.5={0,0)}

As retas r e s sdo, respectivamente, as representagoes graficas
das equagbes mx —2y =2ex+ny =6.

Determine m, n e as coordenadas de P.
_ _ 1
8.m= 1,n_6eP(3, 2).

3. Usar a ferramenta “intersec¢do” para determinar o ponto que representa a solucao do

=.IEI§

ERICSON GUILHERME LUCIANO/ARQUIVO DA EDITORA

Assim, o par ordenado (2, 3) do ponto de intersec¢do entre as retas é a Unica solucdo do

—5% — 20y = —60
5%+ 2y = 24

—18y=-36=>y=2

Substituindo y por 2 em (II), obtemos x = 4.

Logo, o conjunto solugao do sistema é S = {(4, 2)}.

/ Espera-se que os estudantes percebam que ndo ha solugédo para esse sistema, pois as retas séo paralelas e nao coincidentes.

e O método da adigdo para a resolucdo de um sistema consiste em multiplicar os membros de uma
ou mais equacdes por niUmeros convenientes e, em seguida, adiciona-las membro a membro.
e O conjunto solu¢do de um sistema é formado por todas as solu¢des comuns a todas as

Registre em seu caderno

x—y=0

9. Considere o sistema: {X +y=2

9. Respostas no Suplemento
para o professor.

a. Encontre trés solugdes para cada equagao.

b. Em um mesmo plano cartesiano, represente as solugdes
graficas de cada equagio.

c. Identifique a solugdo grafica do sistema.

10. SOFTWARE Use um software de construcdo de graficos
para determinar a solugao dos sistemas a seguir. Depois,
escreva suas observacdes sobre a solucdo determinada em
cada um dos sistemas.

s — X+y= G = X+2y=4
BT \sx+2y =1 “IT \x+2y=6
x+y=
b'SZ_{zx+2y=2
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12. Sao misturados 60 L de leite com 2% de gordura e 20 L de leite com 4% de gordura. H&a dados desnecessarios no enunciado; espera-se que os estudantes
facam o tratamento da informacao para identificar quais dados podem ser descartados e quais sdo relevantes para a resolugéo do problema.

11. Alguns estudantes faziam prova em uma sala. Em dado momento,
5 meninas terminaram e sairam da sala, ficando o nimero de
meninos igual ao dobro do nlimero de meninas. Depois de alguns
minutos, 7 meninos terminaram a prova e sairam, ficando na
sala 0 mesmo nlimero de meninas e de meninos. Determine o

numero total de estudantes que faziam a prova nessa sala.
11. 26 estudantes.

12. Misturam-se dois tipos de leite — um com 2% de gordura,
que tem o custo de R$ 2,00 por litro e outro com 4% de

Classificacdao de um sistema linear

Um sistema linear é classificado, de acordo com seu nimero de solu¢des, em:

e sistema possivel e determinado (SPD) — uma sé solucéo;
e sistema possivel e indeterminado (SPI) — infinitas solucdes;

e sistema impossivel (SI) - nenhuma solucéo.

Atividade resolvida

R3. Em uma loja de tintas, uma maquina mistura latex e corante
conforme o pedido do consumidor. Calcular a quantidade
de litros de latex e de corante para que a maquina, preen-
chendo latas de 20 litros, obtenha latas de:

a. R$ 100,00, sendo o preco do litro de latex R$ 4,00 e
o do litro de corante R$ 8,00;

b. R$ 80,00, sendo o preco do litro de latex R$ 4,00 e o
do litro de corante R$ 4,00;

c. R$ 60,00, sendo o preco do litro de latex R$ 4,00 e o
do litro de corante R$ 4,00.

BALEIN/SHUTTERSTOCK

O latex é o componente que ajuda
a tinta aderir a superficie e o
corante é utilizado para dar cor.

» Resolugao

a. Indicando a quantidade, em litro, de latex e de corante
por x e y, respectivamente, e sabendo que sempre
havera mistura entre eles, construimos o sistema:

x+y=20

{4x +8y =100

= ,comx>0ey>0
Resolvendo S, obtemos x =15ey = 5.

Logo, o conjunto solucdo é S = {(15, 5)}, isto &, S,
tem apenas uma solugdo, constituindo um sistema
possivel e determinado (SPD).

gordura, que tem custo de R$ 1,25 por litro - para obter,
ao todo, 80 litros de leite com 2,5% de gordura. Quantos
litros de leite de cada tipo sdo misturados?

13. ELABORAGAO DE PROBLEMAS Construa um sistema linear
com duas equagdes e duas incognitas que tenha solugao.
Depois, escreva uma situagao do cotidiano que se adapte
ao sistema elaborado. 13. Resposta pessoal.

Pode-se provar que se
um sistema de equacdes
lineares tem mais de uma
solucdo, entédo ele tem
infinitas solucdes. Ndo
faremos a demonstracdo
nesta colecdo.

Representando graficamente o sistema, obtemos
segmentos de reta, contidos nas retas r e s, conforme
mostra a figura.

yT rns={P}= SPD
20

b. Nesse caso, construimos o sistema:

x+y=20
4x + 4y =80

, = ,comx>0ey>0
Multiplicando a equagdo x 4+ y = 20 por 4, obtemos
a equagao 4x + 4y = 80, ou seja, as equagdes de S,
tém as mesmas solucdes. Algumas das infinitas so-
lugdes de S, sdo (1, 19), (2, 18), (3, 17) e (5,3; 14,7).
Note que essas solucdes sdo do tipo (20 — o, & ), com
0<a<20(xelR).

Logo, S={20—a,a)la €Re0<a<20}eS,éum
sistema possivel e indeterminado (SPI).
Representando graficamente o sistema, obtemos
segmentos de reta, contidos nas retas r e s, conforme
mostra a figura a seguir.

y rns=r=s=SPl

[ 2\6 X
Note que os graficos que representam as duas equa-
cOes sdo segmentos de reta contidos em retas coin-
cidentes e apresentam infinitos pontos em comum.

147



c. Para essa situacdo, construimos o sistema: Representando grafica- y
X4y =20 mente o sistema, obte-
5= {4x +4y=60" comx>0ey>0 mos ‘Segmentos de reta,
contidos nas retas r e s, ras=o =S
Resolvendo S, temos: conforme mostra a figu- 20
—4X — 4y = —80 ra a seguir. .
4 + 4 = 60 Note que os graficos = >
que representam as duas 20
0x + Oy = —20 = 0 = —20 (sentenca falsa) equacdes sio segmentos I 127 x
Nao ha valores para x e y que tornem a sentenca verda- de reta contidos em re-
deira. Portanto, S =@ e S, é um sistema impossivel (SI). tas paralelas distintas.

Registre em seu caderno

6x+3y=a
4x+2y=5

Atividades propostas

14. Classifique os sistemas em SPD, SPI ou SI. 16. Considere o sistema: {
xX—y=3 x—y=3 14 c. Sl
&\ ox+ 3y =6 142.SPD “\-3x+3y=9 a. Existe algum valor de a que torne o sistema possivel e

indeterminado? Caso exista, resolva o sistema para o

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

x—y=3 xX=3+
b. Y 14 b. SPI d. Y 1a4.5p valor encontrado.16 a. Sim,a= 12; s = {(M o) | ae \R}.
2x—2y=6 y=x-3 2 7
5 b. Existe algum valor de a que torne o sistema possivel e
X= . . .
) _ ) determinado? Caso exista, resolva o sistema para o valor
15. Calcule k tal que o sistema { X+ 2y =8 seja:

3x—=2y+kz=0
a. possivel e indeterminado; 15a.k=0
b. possivel e determinado. 15b. k # 0

encontrado. 16 b. Nao.

17. Reescreva o sistema da atividade 16 com um valor para g,
de modo que o sistema seja impossivel. 17. Resposta pessoal.

Sistemas lineares homogéneos

Quando todos os termos independentes de um sistema linear sdo nulos, o sistema é
denominado homogéneo.

Observe os exemplos.

2z = _ _
a ii}2/++;z—00 Ax-by+z-t=0 C 2X+£81y 8
: y+ez= "\Ox+3y—z+5t=0 XY=

X+3y+z=0 7x-2z=0

Todo sistema linear homogéneo com n incégnitas admite a énupla (0, 0, ..., 0) como solugéo.
Essa solu¢do é chamada de solucao nula, trivial ou imprépria.

Qualquer solucao diferente de (0, 0, ..., 0) para um sistema homogéneo é chamada de nao
nula, nao trivial ou proépria.

Existe algum sistema linear homogéneo que ndo tenha, pelo menos, uma solu¢do? Por qué?
Questao. Ndo. Porque sempre hé a solugéo trivial ou infinitas solugdes.

Atividade resolvida

R4. Determinar a, b e ¢ para que o sistema
3x+4y—7z=c+a
—2X+y+2z=1-c
X—y+z=a-b

c+a=0=>a=—c
1—c=0=>c=1
a—b=0=>a=>b
L, . R Comoc=1ea=—c temosa=—1.E, comoa=b,
de incognitas x, y e z seja homogéneo.
temos b = —1.
» Resolucao

O sistema é homogéneo se:

Logo, para que o sistema seja homogéneo, devemos ter
a=—-1,b=—-1lec=1.
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Atividades propostas

18. Calcule m e n para que os sistemas a seguir, de incognitas
x ey, tenham a mesma solugdo.18.m=1en=3.

x+2y=5 3Xx—y=m
3y=6 € x+y=n

Registre em seu caderno

19. Dado o sistema homogéneo de incdgnitas x, y e z, determine
a,bec 19.a=2,b=-3ec=-4.
xt+y+z=a-2
X+2y+3z=2a+c
X—y+2z=a+2b—c

Matrizes associadas a um sistema linear

Todo sistema linear pode ser associado a matrizes.
Considere os exemplos.
. . 3x+2y=5
a. Vamos considerar o sistema: Y
2x—-7y=-3

e Chamamos de matriz incompleta a matriz @ s

ordenados das incégnitas de cada equacao.

3 2

e Chamamos de matriz completa a matriz (2 7

X+2y-z=8

5
-3

pelos coeficientes das incdgnitas e pelos termos independentes de cada equacao.

), formada apenas pelos coeficientes Observagio

A matriz incompleta
), formada, ordenadamente, associada a um siste-

ma linear também é
chamada de matriz
dos coeficientes.

b. Para o sistema { 2x + 3y + 5z = 10, temos as matrizes associadas:

—X-y=-5

1 2 -1
2 3 5
-1 -1 0

1 2
2 3
-1 -1

-1 8
5 10
0 -5

matriz matriz
incompleta completa

Quando uma das incoégnitas do sistema ndo aparece em alguma das equagdes, seu

coeficiente é nulo.

Representacio matricial de um sistema linear

Aplicando a definicdo de multiplicacdo de matrizes e o conceito de matriz incompleta
associada a um sistema linear, é possivel obter a representa¢do matricial ou forma matricial

do sistema.
Analise os exemplos.
x+3y=7

a. Sistema linear: {7x— ay = 1

= s (1 3\./x\ _( 7
Representacdo matricial: <7 _4) (y) = (_1)

Podemos verificar essa representacdo matricial efetuando a multiplicacdo de matrizes:

G 2 6)=()

1 3 - Ix+3y=7
y
X

7 -4 S Ix—dy=-1
y
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X—2y+z=3

b. Sistema linear: {
x+2z=1

X

Representa¢do matricial: (1 -2 1) ly)= (3)
1 0 2 2 1

Podemos verificar essa representacdo matricial efetuando a multiplicacdo de matrizes:

G2 30)-0

z

X
1 -2 1 y - Ix-2y+1z=3
3 -1 1 3 11 7 P
20a.N=<1 0 2>eM= <1 02 10>
1011 111 3
20bN=<—2 3 O)eM:<—2 3 0 5) X
’ 11 -2 11 -2 2 1 0 2 y — Ix+0y+2z=1
z
Atividade resolvida
RS5. Reso.lv.er o sistema linear associado a representagdo A—y=0
matricial: 3x+y=5
G ) 6)=()
3 1 y 5 Pelo método da adigdo, obtemos 5x = 5. Assim, x = 1
» Resolugio ey=2
O sistema correspondente a essa representagao é: Logo, o conjunto solugio do sistema é S = {(1, 2)}.
Atividades propostas

20. Escreva a matrizincompleta N e a matriz completa M para 24. Verifique se <l %) é solucdo do sistema linear correspon-

. . 2’
cada um dos sistemas lineares. dente a representacio matricial:

- = 2 =5 X 0 :
X—y+z=7 —2x+3y=5 <6 —5).(}/):(2) 24. Sim.
a. { x+2z=10 b. Xt+y—27=2
x+y+z=3 25. Verifique quais dos ternos ordenados sdo solugdes do
sistema linear cuja representagdo matricial é:
21. Dadas as matrizes completas, escreva os sistemas lineares : 1 X 0 25. Alternativas b, ¢ & d.
associados a elas. (1 1 2) y (0)
2 7 -1 z
a (1 2 5 -l ) b. (2 -3 2
*\3 —2 2 4 . ] ] s a. (1,1,1)
b. (0,0,0)
22. Escreva o sistema linear correspondente a: c (-3,1,2)
3 2 -1y, X —(2\ 2a {3x+2y—z=2 d. 3,—-1,-2)
a. <5 4 _3) }ZI - (5) "\ 5x+4y-32z=5 e. (—1,1,0)

26. Escreva o sistema linear associado a cada representagdo

— - —2x+3y=-2
b. < ﬁ _i 2) . <;> _ < (2)> 29 b {X B 4; +y7z: o matricial. Em seguida, resolva-o.
5 0 -6 z 3 5x-6z=3 (1 1),<X)=<1o> 26 {X+y:10 S8
a(y y 8 ay,-g =S=E8}
23. Elabore um sistema linear com trés equagdes e trés incog- 1 1 1 X 6
nitas. Escreva a representagdo matricial associada a esse b <0 1 1> <y> = (5)
sistema. 23. Resposta pessoal. 0 0 1 z 3

oyt B 1 2% + Ty = —1 X+y+z=6
X+2y+5z=- 21b. lox—3y=2 26b.{y+z=5 =S={1,2,23)}

1a.{
150 3x-2y+2z=4 x+y=5 z=3
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Escalonamento de sistemas lineares

Sistemas lineares equivalentes

Dois sistemas lineares sdo equivalentes quando tém o mesmo conjunto solucao.

Indica-se que o sistema S, é equivalente ao sistema S, por: S; ~

Analise o exemplo.

Sejam os sistemas lineares:

5

{2x+y=7 {3x+y=9
S =

y =

X+y=5

Resolvendo o sistema S,, temos:

{2x+y=7 {2x+y=7
xX+y=5 -X—y=-5
xX=2
Como x = 2, obtemos y = 3.
Logo, o conjunto solucdo de S, é S ={(2, 3)}.
Resolvendo o sistema S,, temos:
{3x +y=9

{9x+3y/= 27
Ix-3y=5"

Ix—3y=5

16x =32=>x=

Como x = 2, obtemos y = 3.

Logo, o conjunto solucdo de S, é S ={(2, 3)}.

7x -3y =5

2

Como os dois sistemas lineares tém a mesma solucdo, eles sdo equivalentes.

Atividade resolvida

R6. Verificar se os sistemas sao equivalentes.
x+y+2z=2

S;i=R 2X+y+2z=4 e
3x+2y+4z=6
X—y—2z=2

S,=4 2x—3y—6z=4
X+2y+4z=2

» Resolucao
Resolvendo cada um dos sistemas lineares, temos:
X+y+2z=2 0]
Ss=x2x+y+2z=4 (Il
3x+2y+4z=6 (lll)
Da equagdo (I), temos:x =2 — y — 2z
Substituindo na equagdo (II), temos:
22-y-22)+y+2z2=4=>-y—-22=0=>y=-2z
Substituindo em x =2 — y — 2z, temos:
x=2—(-22)—2z=>x=2
Substituindo x =2 e y = —2z na equagao (lll), temos:

3:242(=22)+4z=6=>0z=0

A equacdo 0z = 0 admite solugao z = o, sendo o real.
Substituindo em y = —2z, temos: y = —2«

Logo, o conjunto solucdo é S, = {(2, — 20, ) | a € R}.
X—y—2z=2 (1

w—3y—6z=4 (ll)

x+2y+4z=2 (Il

5,=

Da equagdo (I), temos:x =2 +y + 2z

Substituindo na equagao (l1), temos:

2Q+y+22)-3y—6z=4=>-y—-2z2=0=>y=-2z

Substituindo em x =2 + y + 2z, temos:

X=2—-21+22=>x=2

Substituindo x = 2 e y = —2z na equagao (Ill), temos:
242(=22)+4z=2=0z=0

A equagao 0z = 0 admite solucao z = o, sendo o real.

Substituindo em y = —2z, temos: y = —2a

Logo, o conjunto solugdo é S, = {(2, — 2o, @) | o« € R}.

Como os dois sistemas tém o mesmo conjunto solugao,
eles sdo equivalentes.
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Atividades propostas

27. Determine a e b de modo que sejam equivalentes os sis-
temas lineares: 27.a=0eb =1

_[x—=y=0 s = ax+by =1
U \x+y=2 27 \bx—ay=1
28. Calcule m e n tal que as representagdes matriciais corres-

pondam a sistemas lineares equivalentes. 28.m = —% en=

2 5\ . /X\_[9\ . (m 5\./(x\_ (0

<3 —2) (y)= <4> ¢ ( 4 —n> ()=(5)

29. Nos sistemas possiveis e determinados S,, S, e S, a seguir,
observe que: 29. s ={@2, -2, 1)}; sim.

« a segunda equacao de S, foi obtida adicionando a
segunda equagdo de S, com a primeira equagao de S,
multiplicada por2 (E=B + 2+ A);

« aterceira equagdo de S, foi obtida adicionando a ter-
ceira equacdo de S, com a primeira equagao de S, mul-
tiplicada por 3 (F=C+ 3+ A);

« aterceira equacdo de S, foi obtida adicionando a ter-

ceira equagdo de S, com a segunda equagéo de S, mul-
tiplicada por 4 (I=F+ 4 - E).

X -2y — z= 1 (A)
S, =42x + 5/ + 4z = -2  (B)
X+ 2y+ z= 3 (@)
30 a.S ={(6, 5)}
30 b. Exemplo de resposta:
_[x-2y=-4
Se = {x —y=1

A primeira equagéo do
sistema linear S, é igual

a primeira equagao do
sistema linear S;. A segunda
equacao de S, foi obtida
adicionando a segunda
equacao de S; com a
primeira equagéo de S,
multiplicada por -1 .

resolvé-los e classifica-los.

30 c. Resolvendo S,, obtemos:
S={(6,5)}
Portanto, S; ~ S,

Observe os exemplos.

2X— y+z=2
a.q0x+2y—-z=3
Ox+0y+z=5

2x— y+3z=7
b.{0x+3y+2z=5
Ox+0y+0z=0

3

30.

Registre em seu caderno

X -2y — z= 1 (D)

S, = y+2z2= 0 (E)
— 4y —22= 6 (F)

X =2y — z= 1 (G)

S, = y+2z2= 0 (H)
6z= 6 ()

Determine o conjunto solugao de S; e verifique se também
é conjunto solucdo de S, e de S, isto &, verifique se S,, S, e
S, sdo sistemas equivalentes.

Em cada item, faga o que se pede.

X—2y=—4

2x —3y=-3

b. PENSAMENTO COMPUTACIONAL Siga os passos para obter
um novo sistema linear, que indicaremos por S,.

a. Resolva o sistema linear: S, = {

Passo 1. Mantenha uma das equagdes de S..

Passo 2. Multiplique por um numero real ndo nulo a
equacdo que foi mantida.

Passo 3. Adicione a equacdo obtida no passo 2 a outra
equagao de S,.

Passo 4. A equagdo obtida no passo 3 sera a segunda
equacdo de S,.

c. Verifique que S, ~ S,.

Sistemas lineares escalonados

Para resolver e classificar sistemas lineares, podemos recorrer ao processo do escalonamento,
ou método da eliminacao de Gauss-Jordan.

Antes de estudar o método, estudaremos o que sdo sistemas lineares escalonados e como

Um sistema linear em que todas as equagdes apresentam as incégnitas na mesma ordem
é dito escalonado quando, de cada equacdo para a seguinte, aumenta a quantidade de
coeficientes nulos antes do primeiro coeficiente ndo nulo.

X+ y+2z-3t=7
Ox +0y+5z+t =2

Para verificar se o sistema linear esta escalonado, é importante considerar todas as incognitas,
na mesma ordem, e lembrar que, quando a incégnita ndo aparece explicitamente, é porque

seu coeficiente é zero.

Quando o sistema linear ndo estiver escalonado, é possivel escalona-lo. Isso sera estudado

na pagina seguinte.
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Atividade resolvida

R7. Resolver e classificar os sistemas lineares a seguir.

2X—y+z=2 X+6y—3z=5
a. 2y—-z2=3 c. y—3z=38
z=5 0z=2
X+2y—z=4
b'{ 2y—6z=0
» Resolugao

a. Como o sistema ja esta escalonado, temos z = 5.
Substituindo z por 5 na segunda equagao, obtemos:
2y—5=3=>y=4
Substituindo z por 5 e y por 4 na primeira equacao,
obtemos:

x—4+5=2x=1
Logo, ha uma sé solugao (%, 4, 5).

Portanto, o sistema é possivel e determinado (SPD).

X+2y—z=4

b. O sistema { 2—62=0 possui duas equagoes e

trés incognitas.

Se o sistema admite solucdo com z = a, sendo a real,
temos:

xX+2y—a=4
2y —6a=0

Resolvendo esse novo sistema, encontramos y = 3a
ex=4—5u.

Atribuindo valores reais a a, obtemos solugdes do
sistema. Por exemplo, fazendo o = —6, obtemos o
terno (34, —18, —6), que satisfaz o sistema.

Como o é um numero real qualquer, o sistema tem
infinitas solugdes, ou seja, € um sistema possivel e
indeterminado (SPI).

Portanto, a solugdo do sistema sera do tipo (4 — 50,
3a, o), em que « € real.

X+6y—3z=5
Na equacdo 0z = 2, do sistema y—3z=8
0z=2

ndo ha valores para z que tornem a igualdade ver-
dadeira, pois toda multiplicacdo por zero resulta
em zero. Sem solugdo, o sistema é impossivel (SI).

Quando um sistema admite infinitas solucdes (SPI), chamamos a variavel que assume o valor o,

real, de variavel livre. No item b, z é a variavel livre.
Ha sistemas com mais de uma variavel livre.

O processo de escalonamento de um sistema linear

Para escalonar um sistema linear, escrevemos sistemas equivalentes a ele, adotando quantas
vezes for necessario, total ou parcialmente, o seguinte procedimento:

I. invertemos a posicdo das equacgdes;

Il. multiplicamos ambos os membros de uma equacdo por um mesmo nimero, real e ndo

nulo;

lll. substituimos uma equacao pela adicdo dela com outra multiplicada por um nimero

real ndo nulo.

Se todos os termos de uma equacao linear forem multiplicados por um mesmo nuamero real

ndo nulo, o conjunto solucado da equacdo néo sera alterado.

Analise os exemplos.

X—2y—-z=3

a. Para escalonar o sistema linear { 2x — 3y — 3z=5, adotamos os seguintes passos:

3x—y-5z=10

12 Anulamos os coeficientes da 12 incdgnita nas 22 e 32 equacdes.
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Processo para anular os coeficientes da 1% incégnita nas 2° e 3% equacoes

Adicionamos, membro a membro, a
12 equacgdo multiplicada por —2 com
a 2% equacao, gerando uma nova

Adicionamos, membro a membro, a
12 equacdo multiplicada por —3 com
a 3% equacao, gerando uma nova

Substituindo a 22 e a 32 equacdes pelas
novas equacées, temos:

2% equagao: 3% equagso: XxX-2y—- z= 3
-2 + 4y + 2z = -6 -3X + 6y + 3z = -9 y - z=-1
2 -3y -3z2= 5 33X - y-52=10 Sy — 2z = 1

y— z=-1 S5y —2z= 1

N
|

° Para anular o coeficiente da incognita y na nova 32 equacao, multiplicamos a nova
22 equacdo por -5 e adicionamos o produto obtido com a nova 32 equacao:

-5/ + 5z=5
57 - 2z=1
3z=6

w
|

2 ApOs substituir a 3% equacdo pela soma obtida, temos um sistema escalonado
equivalente ao sistema inicial:

X—-2y— z= 3
y—- z=-1
3z =6

Agora, podemos obter a solu¢do do sistema:

¢ Da 3% equacdo, obtemos z = 2.

e Substituindo z por 2 na 22 equacao, obtemos y = 1.

e Substituindo z por 2 e y por 1 na 1% equacéo, obtemos x = 7.
Portanto, o conjunto solucdo do sistema é S ={(7, 1, 2)}.

3x—-y+z=5
b. Para escalonar o sistema linear { x + y — 2z =3 , adotamos os seguintes passos:
2x+3y—-z=7

12 Como 12 equacao, escolhemos aquela cuja 12 incégnita tenha coeficiente ndo nulo
e, se possivel, igual a 1 ou a —1, o que simplifica o processo. Assim, invertemos a
posicdo da 12 e da 22 equacio:

X+ y—-2z=3 (2%equacdo no sistema inicial)

3x — y+ z=5 (1%2equagdo no sistema inicial)

2x + 3y — z =7 (3% equacdo no sistema inicial)

22 Anulamos os coeficientes da 12 incognita nas 22 e 32 equacdes.

Processo para anular os coeficientes da 1° incégnita nas 2° e 3° equacdes

2% equacao:
-3X —3y+6z=-9
33X —y+ z=5

Adicionamos, membro a membro, a
12 equacdo multiplicada por —3 com
a 22 equacao, gerando uma nova

Ay +7z=-4

Adicionamos, membro a membro, a
12 equacdo multiplicada por —2 com
a 3% equacao, gerando uma nova

Substituindo a 22 e a 32 equacdes pelas
novas equacoes, temos:
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- 2z= 3
3% equagso: x+ ‘
4y + 7z = -4
-2X-2y+4z =-6 y+3z= 1
2X+3y - z =7
y+3z =1
32 No sistema obtido, invertemos a posicdo entre a 22 e a 3% equagdes:
X+y-2z=3
y+3z=1 (3% equagdo no sistema anterior)

-4y + 7z = -4 (2% equagdo no sistema anterior)

1o

4° Para anular o coeficiente da incégnita y da nova 3% equacdo, multiplicamos a nova

22 equacdo por 4 e adicionamos o produto obtido com a nova 32 equacéo:
—4y +12z=4

y + 7z=-4
19z=0
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52 Ap6s substituir a 32 equacdo pela soma obtida, temos um sistema escalonado

equivalente ao sistema inicial:

X+y—- 2z=3
y+ 3z=1
19z =0

A resolucdo do sistema fica, entdo, facilitada:

¢ Da 3% equacdo, obtemos z = 0.

e Substituindo z por 0 na 22 equacdo, obtemos y = 1.

e Substituindo z por 0 e y por 1 na 12 equacéo, obtemos x = 2.

Portanto, o conjunto solu¢do do sistema é S ={(2, 1, 0)}.

3x+2y +2z=-1

¢. Para escalonar o sistema

2Xx—y—z=-3

X+y+z=0

, adotamos os seguintes passos:

12 Invertemos a posicdo das equacdes: passamos a 3° equacao para o lugar da 12 equacdo
e vice-versa, o que simplifica o processo, conforme foi visto no exemplo b.

X+ y+ z
2Xx - y - z
3x + 2y + 2z

N
|

2 Anulamos os coeficientes da 12

= 0 (3% equacdo do sistema inicial)

-3 (2% equacdo do sistema inicial)

= —1 (1% equacdo do sistema inicial)

incégnita nas 22 e 32 equacdes.

Processo para anular os coeficientes da 1% incégnita nas 2° e 3% equacdes

Adicionamos, membro a membro, a
12 equacdo multiplicada por —2
com a 22 equacdo, gerando uma nova

Adicionamos, membro a membro, a
12 equacdo multiplicada por -3
com a 32 equacdo, gerando uma nova

Substituindo a 22 e a 32 equacdes pelas
novas equagoes, temos:

2% equacso:

3% equacio:
-3X -3y—-3z= 0
3X +2y+2z=-1
-y- z=-1

-2X -2y-2z= 0
2% — y— z=-3
-3y —-3z=-3

X+ y+ z= 0
-3y — 3z =-3
-y - z=-1

Para anular o coeficiente da incégnita y na 3% equacdo no sistema obtido, dividimos
a 2% equacdo por -3 e adicionamos, membro a membro, a nova 2% equacdo com a
32 equacdo, podemos escrever:

X+ y-z= 0 xX+y+ z=0
y+z= 13e¢e y+ z=1
-y -z=-1 0z=0
Este Ultimo é um sistema escalonado equivalente ao sistema inicial.
A equacdo 0z = 0 admite a solucdo z =, em que o« € um numero real.

Admitindo a solu¢do z = o, sendo « real, obtemos o seguinte sistema:

0
1

X+ y+a
Yy + a
Resolvendo esse novo sistema, encontramosy=1—-aex=—1.

Atribuindo valores reais a «, obtemos solu¢des do sistema. Por exemplo, fazendo
a = 3, obtemos o terno (-1, -2, 3), que satisfaz o sistema.

Como o representa um numero real qualquer, o sistema tem infinitas solucdes, ou
seja, € um sistema possivel e indeterminado (SPI). Entdo, a solucdo do sistema é do
tipo (-1, 1 — o, @), em que a € um nUmero real.

Portanto, S={(-1, 1 — &, &) | « €R} € o conjunto solugdo do sistema.
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Atividade resolvida

X—2y+z=3
R8. Escalonar e resolver o sistema linear:

» Resolucao

4x — 6y +8z2=16
4x—7y+6z=15

Processo de escalonamento do sistema linear

Multiplicamos a 1% equacdo por —4
e a adicionamos a 2%, gerando uma
nova 22 equacdo. Multiplicamos a 12
equacao por —4 e a adicionamos a

3%, gerando uma nova 3° equacdo:
X—-2y+ z=3
2y + 4z = 4
y+2z=3

Dividimos a 22 equacao por 2:

X—-2y+ z=3

y+2z=2
y+2z=3 X—-2y+ z=3
y+2z=2
0z =1

Multiplicamos a 22 equacao por
—1 e a adicionamos a 32, gerando
uma nova 3° equacao:

A nova 32 equacdo ndo admite solugéo.

Logo, o sistema é impossivel (SI) e, portanto, S = @.
35a.S ={(1, 3)}; SPD. 35¢c.S=g; Sl
35b.S=g; Sl 35d.5={1,2,-2); SPD. 35€ S:{(

Atividades propostas

31. EMDUPLA Elabore um sistema linear de equagdes esca-
lonado com trés equagdes e trés incognitas e pega a um
colega que o resolva. Vocé também deve resolver o sistema
escalonado elaborado pelo seu colega. 31. Resposta pessoal.

32. Resolva e classifique os sistemas lineares escalonados.

a {‘3" + 5% = -1 3a.5-(2 1) spD.

2y = -2
{3x -y +z=
b. 32b.S={1, o ) |« eR}; SPI.
y —z=
X+ y- z =2
[ -2y + z =3 32c.5={@3 -2 -1)};SPD.
—4z = 4
X+ 2y — z=-=2
d. Y
y + 3z = 1

32d.S={(7a - 4,1 - 30, a) | a € R}; SPI.
33. Escalone e resolva os sistemas lineares a seguir.

x+y=5 4x —2y =34
a. 33a.S={(2,3)}c.
2xx—y=1 X+6y=2
33c.5={8, -1)}
b 2X+2y=4 {x+y=—4
" \x=3y=6g3p.5-q3 -1 \3x—2y=3

. ) 33d.S = {(-1, -3)}
34. (Enem-2022) Trés amigos, A, B e C, se encontraram em

um supermercado. Por coincidéncia, estavam comprando
os mesmos itens, conforme o quadro.

Amigos | Arroz (kg) | Feijao (kg) | Macarrao (kg)
A 3 2 4
B 2 3 3
C 2 2 2
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B30 9% o) | aeR);SPI. 351, s={(%3% 3% a) | aer};sPL

5

Registre em seu caderno

Os amigos estavam muito entretidos na conversa e
nem perceberam que pagaram suas compras, pega-
ram seus trocos e esqueceram seus comprovantes. Ja
longe do supermercado, “A” lembrou que precisava
saber o quanto pagou por um quilo de arroz e dois
quilos de macarrao, pois estava comprando para sua
vizinha e esperava ser ressarcido. “B”, que adorava de-
safios matematicos, disse que pagou suas compras com
R$ 40,00 e obteve troco de R$ 7,30, e que conseguiria
determinar o custo desses itens se os amigos dissessem
como pagaram e quanto foram seus respectivos trocos.
“A” disse que pagou com R$ 40,00 e obteve troco de
R$ 4,00, e “C” pagou com R$ 30,00 e obteve troco
de R$ 5,40. A vizinha de “A” deve a ele pela compra, em
reais, o valor de 34. Alternativa c.

a. 8,10.
b. 10,00.
c. 11,40.
d. 12,00.
e. 13,20.

35. Escalone, resolva e classifique os sistemas lineares.

x+y=4 x+y+z=1
a. { x—y=-2 d. { 2x+y+2z=0
5x+2y =11 x+2y+2z=1
2 =
Xty =3 —X+2y—z=-2
b. { —x+2y=-3 e.
2X+y+z=13
x—y=1
x+y+z=0 xX+y+z=4
C. { 2x+3y+3z=3 f. < 5x+2y+2z=3

3X+4y+4z=4 6x+3y+2z=7
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CHICO FERREIRA/PULSAR IMAGENS

TRABALHO E JUVENTUDES

Farmaceéutico

O farmacéutico é o profissional que trabalha no desenvolvimento, na producéo, na
analise, na manipulac¢do e na dispensacao de medicamentos, remédios e farmacos. Pode
atuar em farmaécias, hospitais, industrias de medicamentos, laboratérios de analises clinicas,
no desenvolvimento de produtos de higiene pessoal, cosméticos e perfumes.

Dispensacao: ato de distribuir um ou mais medicamentos a um paciente, geralmente diante da
apresenta¢do de uma prescricdo elaborada por médico ou por outro profissional autorizado.

Medicamentos: produto elaborado por farmacias de manipulacdo ou por industrias
farmacéuticas para prevenir e tratar doencas ou aliviar sintomas.

Remédio: método ou cuidado terapéutico que ajudam a combater doencas ou a aliviar sintomas,
mas que ndo passaram pelas etapas que um medicamento passa para ser liberado.

Farmacos: é o principio ativo do medicamento, ou seja, é a substancia que garante a agdo terapéutica.

Para se tornar farmacéutico, o profissional deve ter completado algum curso superior
em Farmadcia, reconhecido pelo Ministério da Educacdo (MEC). Além disso, para exercer
a profissdo, o farmacéutico precisa ter registro no Conselho Regional de Farmacia (CRF)
do estado onde trabalha.

Elementos quimicos e equacdes que representam as rea¢des quimicas fazem parte do
cotidiano dos farmacéuticos. Considere, por exemplo, a equac¢do que representa a reagao
de oxidagdo do gas metano.

Uma molécula Uma molécula Uma molécula L Uma molécula

+
de metano de oxigénio de dioxido de de agua
carbono
H - @ — @ &
CH, + o, . co, + H,0

Farmacéuticos atuando no
Centro Henrique Penna,

em Bio-Manguinhos -

Fundacao Osvaldo Cruz,
Rio de Janeiro (RJ). Foto

de 2021.
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TRABALHO E JUVENTUDES

A esquerda da seta, estdo os reagentes e, & direita, os produtos da reacdo. Note que o nimero de 4tomos dos
reagentes é diferente do nimero de d&tomos dos produtos. Em casos como esse, costuma-se fazer o balanceamento
da equacdo. Esse balanceamento possibilita prever mais facilmente a quantidade de reagentes necessarios e de
produtos formados em uma reacdo.

No processo de balanceamento de equag¢des ndo podemos alterar o valor dos indices que acompanham os sim-
bolos dos elementos quimicos, pois alterariamos as substancias representadas, ou seja, estariamos descrevendo
outra reagao quimica.

Utilizando sistemas lineares, é possivel calcular os coeficientes de equag¢des quimicas para que fiquem balanceadas.

Para balancear a equacao anterior, vamos indicar seus coeficientes por a, b, ce d.
aCH,+b0O,—-cCO,+dH,0

Como a quantidade de 4tomos dos reagentes deve ser igual a quantidade de &tomos dos produtos obtidos, temos:

a = ¢ (para o carbono)

4a = 2d (para o hidrogénio)

2b = 2c + d (para o oxigénio)

Com essas igualdades, obtemos o seguinte sistema linear:

a=«c
4a = 2d
2b=2c+d

Resolvendo esse sistema, temos:

a=ceb=d=2a
Fazendo a = f, com  sendo um numero real, a solucdo geral do sistema é S = (B, 2, B, 2p).
Esse é um sistema possivel e indeterminado, ou seja, apresenta infinitas solugdes.

Ao balancear uma equacdo quimica, é conveniente utilizar os menores coeficientes naturais diferentes de zero. Assim,
fazendo B = 1, obtemos a solucdo (1, 2, 1, 2), ouseja,a=1,b=2,c=1ed=2.

Substituindo a, b, c e d pelos valores obtidos, temos:
1CH,+20,—-1C0O, +2H,0

Como a quantidade de 4tomos dos reagentes deve ser igual a quantidade de dtomos dos produtos obtidos, a
equacao balanceada é:

Uma molécula 4 Duas moléculas Uma molécula Duas moléculas
de metano de oxigénio de didxido de de dgua

. carbono
5 0 @ ¢

RENAN ORACIC/ARQUIVO DA EDITORA

Atividades

1. EMGRUPO Responda as questoes.

a. Vocé conhece algum farmacéutico? Em caso afirmativo, o que essa pessoa faz? 1. Respostas pessoais.

b. O que mais chama a sua atencdo na profissao de farmacéutico? Por qué?

2 a. Significa dizer que a quantidade de atomos de
cada elemento quimico presente no(s) reagente(s)

s . o .. , é igual a quantidade de atomos de cada elemento
a. O que significa dizer que uma equagdo quimica esta balanceada? gyimico presente no(s) produto(s) da reacéo.

2. Responda as questdes sobre balanceamento de equagdes quimicas.

b. Quais sdo as informagdes relevantes para montar o sistema linear que possibilita balancear uma equagdo quimica?

Cite uma informac;éo que nao interfere na resolugéo. 2 b. As informagdes importantes sdo o nimero de a&tomos dos
reagentes e dos produtos. Uma informagéo que néo interfere
3. Fagao balanceamento da equagao quimica a seguir. no balanceamento é o nome de cada elemento quimico.

3. Fe;,0, + CO — 3 FeO + CO, Fe.O, + CO — FeO + CO
34 2
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PARA FINALIZAR O CAPITULO 6

CONEXOES ENTRE CONCEITOS

Analise 0 mapa mental a seguir com a relacdo entre alguns contetdos estudados neste
capitulo.

Sistemas

lineares

se tem todos os termos podem ser podem ser
independentes nulos é um associados a resolvidos usando

podem ser
classificados em Matrlzes

l l

Sistema possivel e Sistema possivel e
determinado (SPD) indeterminado (SPI)

Y
]

Relacione os nimeros do mapa conceitual com os contelddos apresentados a seguir.
A. Escalonamento Conexdes entre conceitos. A-3;B-1;C-2.

B. Sistema impossivel (SI)
C. Sistema linear homogéneo

SUGESTAO DE AMPLIACAO

Livro

Matematica divertida e curiosa
Malba Tahan
Rio de Janeiro: Record, 2014.

Nessa obra, o autor relata casos curiosos sobre fatos e descobertas matematicas.
Traz, ainda, enigmas, problemas e figuras que surpreendem pela ilusdo de 6ptica.
O livro é um classico do professor Julio César de Mello e Souza, mais conhecido pelo
pseudénimo Malba Tahan. Uma leitura que amplia o universo de conhecimentos e,
ao mesmo tempo, diverte.

RENAN ORACIC/ARQUIVO DA EDITORA
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PARA FINALIZAR 0 CAPITULO 6

AUTOAVALIACAO

Q1. A equagao que, com 2x + 2y = 2, compode um sistema linear
de 2 equagdes com 3 incognitas é: Q1. Alternativa a.

.y—2z=0
.3x+3y=3
Xy +xz+yz=3
xXC+y =8

a A o o

e. xyz=0

Q2.Em um plano cartesiano, duas retas se interceptam em um
unico ponto diferente da origem. O que podemos afirmar
sobre o sistema representado por estas retas? g, ajiernativa e.

a. E possivel e indeterminado.
b. Eimpossivel.

E homogéneo.

o

d. Nao é linear.

e. E possivel e determinado.

x+y=5 2x+y=a
Q3. Para que os sistemas lineares {x Y { Y

—y=3 % \3x—2y=10
sejam equivalentes, o valor de a deve ser: Q3. Alternativa c.
a. 5 b. 4 c9 d. 12 e. 10

Q4. Um sistema linear homogéneo: Qa. Alternativa d.
tem coeficientes das incognitas iguais a zero.

a.
b. tem todos os termos independentes diferentes de zero.

o

ndo tem solucéo.

[~

. tem todos os termos independentes iguais a zero.

e. ndo pode ser escalonado.

Q5. Para que { xty =7 seja um sistema linear
(a+3x +y =5
escalonado, o valor de a deve ser: Q5. Alternativa d.
a. 2 b. 3 c. 0 d. -3 e. -5

Q6. A representacgdo matricial (5 z> : (;) = (%) corres-

ponde ao sistema: Q6. Alternativa b.

a 2X+y=2 d {3x+2y=2

T\ 3x+4y=1 Clax+y=1
2x+3y =2 2x+3y =1
X+4y=1 e {x+4y=2
2xX+y=1
4x+3y=2

Q7.Dos sistemas lineares

2Xx+y—z=3 x+y+2z=10
4x—=2y=5 e {y+52=17
X+y+2z=10 227 =67

pode-se dizer que: Q7. Alternativa b.

a. ndo tém solugdo. d. sdo homogéneos.

b. sdo equivalentes. e. sdo possiveis e

indeterminados.
Q8. Alternativa c.
Q8. Em uma loja, os artigos A e B, custam juntos R$ 55,00, os arti-

gos A e C, custam juntos R$ 50,00 e os artigos B e C custam
juntos R$ 45,00. A soma dos precos dos artigos A, Be C é:
a. R$ 85,00 c. R$75,00 e. R$ 65,00

b. R$ 80,00 d. R$ 70,00

c. tém infinitas solucdes.

Q9. Uma loja ofereceu a seus clientes a possibilidade de comprar
lengdis, fronhas e colchas agrupados nos seguintes jogos:

() 2 lengois e 2 fronhas; Q9. Aternativa c.

(I1) 2 lengdis e 2 colchas;
(1) 1 lencol, 1 fronha e 1 colcha.

O preco de cada peca é o mesmo em qualquer um dos
jogos, I, 11 e 11, que sdo vendidos por R$ 130,00, R$ 256,00 e
R$ 143,00, respectivamente. O preco unitario da colcha é:
a. R$ 85,00 c. R$ 78,00 e. R$ 65,00

b. R$ 80,00 d. R$ 70,00

Se vocé ndo acertou uma ou mais questdes, consulte o quadro a seguir para verificar a
quais conceitos cada questdo esta relacionada. Depois, releia a teoria e refaca as atividades

correspondentes. Se necessario, peca ajuda ao seu professor.

Relacao entre as questoes e os objetivos do capitulo

Objetivos do capitulo Q1

Q2 | Q3 | @4 | Q5 | Q6 | Q7 | @8 | Q9

Representar e resolver situa¢des-problema usando
sistemas lineares.

Reconhecer e classificar sistemas lineares. X

Apresentar sistema linear na forma matricial e
vice-versa.

Aplicar o processo do escalonamento para resolver
sistemas lineares.
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GEOMETRIA ANALITICA

Ponto

O corpo de bombeiros de certo municipio litordneo recebeu o chamado de um grupo de
pessoas em uma embarca¢do avariada. Para o resgate, ha um helicéptero, que esta posicio-
nado a 8 km ao norte do posto de bombeiros local, conforme indica o esquema da pagina
seguinte. Qual é a menor medida de distancia que o helicéptero deve percorrer até encontrar
a embarcag¢do?

Essa medida de distancia é dada pela medida de distancia entre o ponto A (localizacdo do
helicoptero) e o ponto B (localizagdo da embarcacdo), indicados no esquema. Sabemos que
a menor medida de distancia entre esses pontos é a medida de comprimento do segmento
de reta de extremidades A e B.

Neste capitulo, estudaremos o calculo dessa medida de distancia e resolveremos esse e
outros problemas relacionados a Geometria.

A Geometria analitica fundamenta-se no estudo de pontos, retas e curvas, por meio do qual
é possivel transpor inUmeros problemas geométricos para a linguagem algébrica.
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®
A(0, 8)

helicéptero

o TBE

>
¥~ 0(0, 0)

posto de bombeiros

A Geometria analitica possibilita o estudo de figuras geométricas como
pontos, retas e circunferéncias, por meio de sentencas matematicas. Assim,
uma figura geométrica pode ter suas propriedades analisadas e estudadas
por processos algébricos, o que facilita a resolucdo de varios problemas.

A seguir, faremos um estudo do ponto com base no enfoque da Geometria
analitica.

Como ja estudamos, o plano cartesiano, ou sistema cartesiano ortogonal,
é formado por dois eixos perpendiculares entre si. O eixo x (horizontal) é
denominado eixo das abscissas, e o eixo y (vertical) € denominado eixo das
ordenadas. Os eixos se cruzam no ponto O(0, 0), denominado origem.

Podemos associar qualquer ponto P do plano cartesiano a um Unico par
ordenado (x;, yp) de nimeros reais e, reciprocamente, dado um par ordenado
(Xp, ¥p) de nUmeros reais, a ele fica associado um Unico ponto P pertencente
ao plano. Dizemos que x; e y, sdo as coordenadas de P.

Considerando o problema do resgate das pessoas na embarcacdo avariada,
no esquema anterior, podemos associar:

e o ponto O (localizagdo do posto de bombeiros) a origem.
e 0 ponto A (localizacdo do helicéptero) ao par ordenado (0, 8);
e o0 ponto B (localizacdo da embarcacdo) ao par ordenado (12, 13).
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Bussola de latdo.

A palavra cartesiano tem origem no
nome do criador desse sistema de
localizacdo de pontos no plano,

René Descartes (1596-1650). BOURDON,
Sébastien. Suposto retrato de René
Descartes. 1645. Oleo sobre tela,

88 cm x 71 cm.
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Os eixos do plano cartesiano dividem esse plano em quatro regides, denominadas qua-
drantes, que sdo numerados no sentido anti-horario conforme indicado a seguir. Observe as
condicdes para que um ponto P(xp, yp) pertenca a cada quadrante.

y
22 quadrante 41
xp<0ey,>0 37

21

12 quadrante

Xp>0eyp>0

_2..
_3..
32 quadrante
xXp<0eyp<0 —47

42 quadrante

xp>0eyp<0

e Se um ponto P pertence ao eixo das abscissas, suas coordenadas sao (xp, 0).
® Se um ponto P pertence ao eixo das ordenadas, suas coordenadas séo (0, y;).

No plano cartesiano, a reta que contém a bissetriz do 1° e do 32 quadrantes é chamada de

bissetriz dos quadrantes impares.

“~— bissetriz dos
quadrantes
impares

Qual é a relacdo entre a abscissa x, e a ordenada

yp de qualquer ponto P da bissetriz dos

quadrantes impares? Questio 1. A abscissa é igual & ordenada, ou seja, Xp = Yp-

J& a reta que contém a bissetriz do 2° e do 4° quadrantes é chamada de bissetriz dos qua-

drantes pares.

y
I 4
bissetriz dos / :
quadrantes :
pares N 2
! : 1 3
-4 -2 1 | X
14 |
e :

Qual é a relagdo entre a abscissa x, e a ordenada

yp de qualquer ponto P da bissetriz dos

quadrantes pa res? Questio 2. A abscissa é igual ao oposto da ordenada, ou seja, xp = —yp.

A bissetriz dos qua-
drantes é uma reta
que passa pela ori-
gem e divide cada
quadrante em duas
regides determi-
nadas por angulos
cuja medida de
abertura é igual
a 45°.
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Atividades resolvidas

R1. Determinar os pares ordenados associados aos pontos
representados no plano cartesiano.

y
Co-—-mv 4
i 2 --------- oA
a1 E
-3 Lo 2 3 x
~11--4
! B
pé--1-3

» Resolugao

Observando a figura, percebemos que o ponto A esta as-
sociado ao par ordenado (3, 2); 0 ponto B, ao par (1,—1); 0
ponto C, ao par (—3, 4); o ponto D, ao par (—1, =3); e
o ponto E, ao par (2, 0).

R2. Representar no plano cartesiano os pontos A(1, 5), B(4, 1)

e C(1, 1) e tragar os segmentos de reta com extremidades
nesses pontos.

Atividades propostas
1. Construa um plano cartesiano e localize os pontos A(—1, —4),

B(7,1), C(2, —2), D(=6, 0), E(—%, z) e F(4, 6).
1. Resposta no Suplemento para o professor.

2. Determine a que quadrante pertence cada um dos pontos
associados aos pares ordenados a seguir.

. (3, - \E) 2 a. 4° quadrante.

b. (—m, —4) 2 b. 32 quadrante.

7
C. <g, TC) 2 c. 12 quadrante.

d. (—1,1) 2d. 22 quadrante.

3. ARGUMENTAGAO Em seu caderno, localize no plano carte-
siano os pontos D(0, 0), E(—3, —6) e F (2, 4). Eles sdo vértices

de um tridangulo? Por qué? 3. Nao, porque os pontos D, E e F
estéo alinhados.

4. Considere o poligono representado no plano cartesiano a
segulir.

a. Determine os pares ordenados associados aos vértices
do poligono.

(03)( )(, ),(,0),(3, 2),( -2, (0, -3),

R3.

> Resolugao y

(5]
t
|
i
|

As coordenadas do ponto A
saiox, =Tey,=5.
As coordenadas do ponto B
sdioxg=4eyp=1.
As coordenadas do ponto C
sdioxc=Tley-=1. ¢ B

Note que os pontos A, Be C
determinam o /\ABC.

Obter os valores de a e de b para que os pontos
A(c:l2 — 8, 1) e B(4, b — 4) pertencam, respectivamente,
ao eixo das ordenadas e ao eixo das abscissas.

» Resolucao

Se o ponto A pertence ao eixo das ordenadas, entdo x, = 0.
Assimia’ —8=0=>a=2V2 oua=—2V2

Se o ponto B pertence ao eixo das abscissas, entdo y; =0.
Assim:b—4=0=>b=4

Registre em seu caderno

b. Algum desses vértices pertence a bissetriz dos quadran-
tes impares ou a bissetriz dos quadrantes pares? 4 b. Nao.

O ponto A(m — 8,n — 5) pertence ao 22 quadrante para que

valores de m e n? Explique como vocé obteve esses valores.
5.m,neRtalquem<8en>5;

Resolva os itens a seguir_ justificativa no Suplemento para o
professor.

a. Construa um plano cartesiano e represente nele os

6 a. Resposta no Suplemento
pontos P(S’ 0) € Q(O’ 6)' para o professor.

b. Calcule a medida da distancia, em unidade de medida
de comprimento (u), entre o ponto P e a origem do
plano cartesiano. 6 b. 8 u

c. Calcule a medida da distancia, em u, entre o ponto Q e
a origem do plano cartesiano. 6 c.6u

d. EMDUPLA Junto com um colega, calculem a medida de
comprimento do segmento de reta determinado pelos
pontos P e Q representados no plano cartesiano.

e

Calcule a medida da distancia, em u, entre os pontos P
e Q usando a estratégia elaborada no item anterior.

f. Escreva,em funcdo deaeb,amedidade comp?i'm%lﬁto
de um segmento de reta que tem como extremidades

os pontos A(a, 0) e B(0, b). 6 f. Ja® + b

Use um papel quadriculado para representar um plano
cartesiano. Nele, faca um esbogo de cada item e cite uma
caracteristica geométrica do conjunto dos pontos com:

a. abscissa 4; 7 a. Pontos da reta vertical que passa por (4, 0).

b. ordenada —3;7 b. Pontos da reta horizontal que passa por (0, —3).

c. ordenada 5; 7 c. Pontos da reta horizontal que passa por (0, 5).
d. abscissa —4.7 d. Pontos da reta vertical que passa por (=4, 0).

6 d. Basta aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo cujos
vértices sdo os pontos P e Q e a origem do plano cartesiano.
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Medida da distancia entre dois pontos

Ha situa¢des cotidianas em que é importante determinar a medida da distancia entre dois
pontos. Retomando o problema apresentado na abertura deste capitulo, no qual foram
fornecidas as localizacdes de um grupo de pessoas em uma embarca¢do no mar (ponto B) e
de um helicoéptero que fard o resgate (ponto A), pergunta-se: A que medida de distancia o
helicéptero estd da embarcacdo?

Transportando os dados para o plano cartesiano, temos:

y
15 7 7B
g | A |
77777777777777777777777777777777777 oc
° i
0 12 X

Para responder a questdo, vamos considerar no plano cartesiano o ponto auxiliar C(12, 8).
Assim:
* a medida de distancia do ponto A ao ponto C(d,, ) € 12 km;
* a medida de distancia do ponto B ao ponto C (dy ) € 5 km (13 km — 8 km =5 km);
* a medida de distancia do ponto A ao ponto B (d, ) € d km.

Os pontos A, B e C sdo os vértices de um triangulo retdngulo. Pelo teorema de Pitagoras,
temos:

(dy 5)’ =(dy )’ +(dg > >d* =122 +5">d*=169=>d=130ud = —13

Como d >0, temosd = 13.

Logo, o helicoptero estd a 13 km da embarcacao.

Qual seria a medida da distancia percorrida pelo helicoptero da sua localizacdo inicial ao

posto de bombeiros, passando pelo ponto de resgate das pessoas?

Agora, vamos determinar a medida da distancia d,  entre dois pontos quaisquer A(x4, )
e B(xg, ). Para isso, vamos representa-los no plano cartesiano, incluindo um ponto C(x¢, ),
em que XC=XB eyc=yA.

Vs 1

Ya=Yc

Por definicdo, a
medida da distan-
cia entre dois pon-
tos corresponde a
um numero nao
negativo.

Questao. Como o posto de
bombeiros esta em O(0, 0),
temos de calcular a medida
da distancia dg o:

(dp,of =12° +13° =313
dg o=V313 =177

Logo, o helicéptero
percorreria uma medida

da distancia equivalente
ad, g+ dg o, OU S€ja,
aproximadamente

30,7 km (183 km + 17,7 km =
= 30,7 km).
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Repare que temos um tridngulo ABC, retangulo em C.
Pelo teorema de Pitagoras: (d, 5)° = (AC)* + (BC)®

Sabemos que AC = |xg— x4 | e que BC= |yz — yal-

O médulo, ou valor absoluto, de um nimero real x, indicado por | x|, é definido como:

x,sex>0

x| =
K {—x,sex<0

Como | xg— x4 |2 =g —xa)2 € | Vg —¥a|? = (vg — ya)° temos:
(dy, 8)’ = (g — x2)> + (yg — ya)’

Questao. Sim.
Alinhados horizontalmente:

C=B,yg—-y,=0;logo:

R é dada por:
da g =1V~ Xa) +0° =|Xg— X4|

Alinhados verticalmente:
C=A xg— x4 =0; logo:

da = V02+0’B—YA)2 =¥ = Yal

Portanto, a medida da distancia entre os pontos A(x,, y4) € B(xz, yg) do plano cartesiano

da = \/(XB - XA)Z + (Vs — yA)2

A féormula anterior também é véalida quando A e B estdo alinhados horizontalmente ou
verticalmente? Justifique sua resposta.

Atividades resolvidas

R4.

R5.

166

Determinar a medida do perimetro do triangulo cujos
vértices sdo os pontos A(1, 1), B(2, 3) e C(5, —1).
» Resolucao

y
3

Vamos calcular as medidas de comprimento dos lados
do triangulo ABC:

dy 5=V -1 +(3 -1 =15

dy c=V(5—-2)+(-1-3) =V25 =5

dy c=VG—-1)2+(=1-17=v20=2/5

Portanto, a medida do perimetro do tridngulo ABC é

BV5+5)u.

Dados os pontos A(—2, m) e B(1, 3), determinar m para
que a medida da distancia entre A e B seja 5 u.

> Resolugio
Como a medida da distancia entre A e B deve ser
5 u, temos:

(da, 3)2 =(xg— XA)2 + (yg — J’A)2 =

R6.

=>52=(14+2+B-m) >
=25=9+9—6m+m°=>m’—6m—7=0
Resolvendo a equagdo do 22 grau, obtemos dois valores

de m que tornam a medida da distancia entre A e B igual
aSum=7oum=—1

Determinar o ponto C(m, 2m) equidistante dos pontos
A(=7,0) e B(3,0).

» Resolucio
Como o ponto C é equidistante dos pontos A e B, a

medida da distancia entre C e A é a mesma que entre
CeB. Assim:

dc,A=dc,B=>\/(m+7)2+(2m —0)’ =

=(m =32 +02m-0)=
>m+7)+4m’=(m—3) " +4m’ =
>m +14m+49=m" —6m+9=
>20m=—-40=>m=-2

Substituindo m por —2, obtemos C(—2, —4).

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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10. A medida da distancia entre os pontos corresponde a medida do

comprimento da hipotenusa de um tridngulo retangulo. Assim, a medida

dessa distancia pode ser calculada usando o teorema de Pitagoras.

Atividades propostas

8. Calcule a medida da distancia, em u, entre os pontos de

cada item.
a. A2, 1)eB(5,5) 8a.5u

8c.V97 u
c. D(—4,—2)eE(0,7)

b. A(0,0)eB(—1,3) 8b.viou d. C(4v3,5)eB(6v3,3)

8d.4u
9. Determine a medida da distancia, em u, do ponto C(2, 3):

a. aorigem; 9a. /i3 u
b. ao eixo das ordenadas; 9b.2 u

¢. ao eixo das absgissgs.

10. Qual é o padrao que pode ser reconhecido quando preten-
de-se determinar a medida da distancia entre dois pontos

cujas abscissas e ordenadas sao diferentes entre si?

11. Localize no plano cartesiano os vértices A(3, 3), B(9, 3),
C(9, —3) e D(3, —3) do quadrilatero ABCD. Em seguida,

responda as perguntas.

a. Qual éamedida da area desse quadrilatero em unidade

. . 2
de medida de area (u”)? 11a.36 v

b. Qual é a medida de seu perimetro em u? 11 b.24u

c. Qual éamedida de comprimento de sua diagonal en}u?
11c.6V2u
12. Obtenha o ponto P do eixo das ordenadas equidistante de

A(6,8) e de B(2,5). 12.P(0, 1)

13. ARGUMENTAGAO Considere A(—2, —5), B(—4, —1) e C(4,3)
vértices do triangulo ABC. Explique como vocé faria para

provar que esse triangulo é retangulo.

13. Para provar que o triangulo ABC é retangulo, basta calcular as medidas de comprimento de
seus lados e verificar que essas medidas satisfazem o teorema de Pitagoras.

Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta

15. C<5 *'2\/5 =9 E \E> ou 0(5 _2‘/5, =9 ; \/5)

Registre em seu caderno

14. Em cada caso, registre se o triangulo de vértices A,Be C é

15.

16

equilatero, escaleno ou isdsceles. Depois, determine qual
deles é um tridngulo retangulo.

a. A(1,6),B(2,3) e C(4,5) 14 a.Isosceles.

b. A(7, 1), B(10, 4) e C(3,5) 14 b. Escaleno e retangulo.

c. A(0,0), B(Z, 2\/?) e C(4,0) 14 c. Equilatero.

Dois dos vértices de um tridngulo equilatero ABC sio A(2, —5)
e B(3, —4). Determine as coordenadas do vértice C.

Considere no plano cartesiano os pontos P(2, 3) e Q(5, 3).

Apbs girar o segmento PQ em torno de P em um angulo

de medida de abertura de 60° no sentido horario, obtém-se

0 segmento ﬁ . 16 a. Respostas no Suplemento para o professor.

a. Represente a situacdo em um plano cartesiano.

b. ARGUMENTAGAO Qual éa medida de comprimento do
segmento PQ? E do segmento PR? Explique.

c. Classifique o /APQR quanto as medidas de comprimen-
to dos lados. 16 c. Equilatero.

d. Quais sdo as coordenadas do ponto R? 16 d. (% %)

e. ARGUMENTAGCAO Agora, refaca os itens anteriores su-
pondo que a rotacio do segmento PQ tenha ocorrido
no sentido anti-horario. O que vocé pode concluir?

16 e. Respostas no Suplemento
para o professor.
16 b. 3; 3; como PR foi obtido

pela rotagéo de PQ, esses
segmentos sdo congruentes.

Analise como determinar o ponto médio de um segmento de reta qualquer no plano

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

cartesiano.
Considere um segmento de reta de extremidades A(x,, y,) € B(xg, ¥5) cujo ponto médio é
Mg Yin)-
y
F A
Yo @-------- '
G | M
Yum 77 mTTT ‘
H 1 1
Ve ® - s oo ‘
E, D, ;
0 va x:,, ):B X

Pelo teorema de Tales, podemos obter a relacdo a seguir entre as abscissas desses pontos:
AM = MB = ED = DC = Xy — X5 = Xg — Xpy = 2Xp = Xg + X,

Portanto:

_ Xp+ Xp

Xp 3
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Também pelo teorema de Tales, podemos obter a seguinte relacdo entre as ordenadas
desses pontos:

BM = MA = HG = GF = Y3y~ Y5 = Ya— Y = Yy =Ya + Vo

©Seya=ys=Y, Portanto:
isto é, se AB é
y +
paralelo ao eixo Ym= w
X, temos:
M<XB + Xa y) Podemos concluir que, dado um segmento de retas cujas extremidades sdo os pontos A
2 e B, a abscissa do ponto médio sera a média aritmética das abscissas das extremidades, e a
® 5e Xy =Xg =X, ordenada do ponto médio serd a média aritmética das ordenadas das extremidades.

isto é, se AB é

Portanto, o ponto médio do segmento AB é dado por:
paralelo ao eixo

Y, temos: <XA +Xg Yat+ yB)
Mm(“AZ B, TAZTE
M(x Yo 2) 2 2
! 2
Considere o exemplo.
y
4 7 10
0 . ' S
Y/ Y S :L ________ :
B Y S i A
-3
B

O ponto médio M do segmentoﬁsendo A(10, —4) e B(4, —6), tem as coordenadas dadas por:
_XatXg_10+4_-

=" 2
Yatys_ -4+ (-6
yM= Az B= 2( )=_5

Logo, o ponto médio do segmento AB é M(7, -5).

Atividades resolvidas

R7. Determinar o par ordenado associado ao ponto B sabendo > Resolugao
que M(—1, —1) é o ponto médio de AB com A(—1, 1). A situagio foi representada no y
> Resolugio plano cartesiano. ’ ; 2
Como M(—1, —1) é o ponto médio de AB, entéo: As coordenadas do ponto me-
X, + X —14+x dio M do segmento BC sao:
xy=ATXe o 4 _T1T%
2 2 _4+t0_,
==
> —T+xp=—-2=>x3=—1
AT VB B M 2 -

Assim, o ponto médio do seg-

mento BC é M(2, — 4).

>1+yp=—2=>yp=-3

Logo, B(—1, =3).

R8. Determinar a medida de comprimento da mediana AM

A medida de comprimento da mediana é dada por:

dy =12 -2+ (—4—3) =140 =7

relativa ao lado BC do triangulo cujos vértices sio A(2, 3), e
B(4, —2) e C(0, —6). Portanto, a medida de comprimento da mediana AM é7 u.

A mediana AM de um triangulo ABC é o segmento de reta cujas extremidades sdo o ponto
A, vértice do triangulo, e o ponto M, ponto médio do lado BC.
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18 b. A resposta seria a mesma.

18 c. Nao, pois a ordem dos vértices poderia ser diferente; assim, por exemplo, AD
poderia ser uma diagonal do paralelogramo que teria ponto médio M'(-1, 3).

Atividades propostas

17. Determine o ponto médio M do segmento AB em cada

18.

19

item a seguir.
a. A(3,2) e B(5, 4) 17a. M(4,3)
b. A(—3, —4) e B(—=7,0) 17 b. M(-5, —2)

EM DUPLA Resolva esta atividade junto com um colega
considerando que A(4, 1), B(2, 3), C(—8, 7) e D(—6, 5)
sdo vértices consecutivos de um paralelogramo.

a. Determinem o ponto M de intersec¢io de suas diago-
nais. (Dica: As diagonais de um paralelogramo se cruzam
no ponto médio.) 18 a. M(-2, 4)

b. ARGUMENTAGAO Conversem e expliquem o que ocor-
reria com a resposta do item a se as coordenadas do
vértice A ndo fossem informadas no enunciado.

C. ARGUMENTAGAO Se fossem retirados do enunciado os
dados “consecutivos” e “C(—8, 7)", a resposta do item a
seria a mesma? Justifiquem sua resposta.

Considere A(—1, 3) e B(0, 1) vértices consecutivos de um

paralelogramo ABCD e M(1, 4) o ponto de interseccdo de

suas diagonais. Calcule:

a. as coordenadas dos vértices C e D e represente o para-
lelogramo no plano cartesiano;

b. a medida do perimetro desse paralelogramo.

19 a. C(3, 5) e D(2, 7); representacao no Suplemento para o professor.
19 b. (10 + 2V5) u

Registre em seu caderno

20. Dado o triangulo ABC representado a seguir, determine

a medida de comprimento da mediana AM relativa ao
lado BC,em u. 20.Vi0u

y
A
61— ;
Coonm- 4 5
5 27 o 'B
—'2 0 2 ' 4 X

21. Determine as coordenadas dos vértices de um triangulo

cujos lados tém como pontos médios P(—1, 4), Q(2, —1)
eR(—2,2). 21.3,1), (-5, 7) e (1, -23).

22. ELABORAGAO DE PROBLEMAS EMDUPLA Elabore um problema

sobre coordenadas do ponto médio de um segmento de reta.
Troque-o com um colega para que vocé resolva o problema
formulado por ele, e ele resolva o problema elaborado por
vocé. Depois, destroquem para verificar a resolugao.

22. Resposta pessoal.

Condicao de alinhamento de trés pontos

Considere trés pontos distintos do plano cartesiano, A(x,, y ), B(xg, yg) € Clxc, yc)-
E possivel determinar uma condi¢do para que esses pontos pertencam a uma reta, ou

seja, para que estejam alinhados.

Vamos considerar o caso em que os pontos pertencem a uma reta ndo paralela a

Dois pontos distintos estdo
sempre alinhados.

um dos eixos: B
y A
C Trés pontos distintos podem:
2 ! e estar alinhados (chamados
| de pontos colineares);
! s
3 B
B i
) A
A/ r, g
N 'D ””””””” . E ¢ nao estar alinhados (nes-
! 1 1 te caso, sdo vértices de
um triangulo).
. 1 A
0 X, X, Xc
Os triangulos ACE e ABD sao semelhantes, pelo caso (AA) (angulo A é comum e os B c

angulos D e E sdo retos). Logo:

AE _ EC _ Xc—=Xa _Yc—Ya

AD = DB = Xo=Xa = Vo=V OM X6~ Xa# 0 Y5~y #0
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Assim:

(= %a) Vg —¥a) — (Xg = Xxa)yc — ya) =0

XY = XcYa = XaYp + Xa¥a — XgYc + XgYa+ XaVc — Xa¥a =0

XcYB = XcYa = XaYp — XgYc + XgYa + XaYc=0

Multiplicando ambos os membros da igualdade por —1 e reordenando os termos, obtemos:
—Xc Y+ XcYatXaYg+XgYc—XgYa—XaYc=0

XaYs+ XcYa+ XgYc—XcYs = XaYc— Xg¥a=0 (1)

Vamos recordar o desenvolvimento, pela regra de Sarrus, do determinante da matriz D a
seguir. Depois, vamos compara-lo com o primeiro membro da igualdade (I).

Xa Yo 1
detD=|xg Yg 1| =XaYg+XcYa+XgYc—XcVs—XaYc— Xg¥a
Xc Ye 1

L T_ coluna das ordenadas dos pontos

coluna das abscissas dos pontos

Portanto, o primeiro membro da igualdade (I) é o determinante da matriz D.

Logo, se trés pontos, A(x4, ¥a), B(xg, yg) € Clxc, yc), estdo alinhados, entdo:

Xa Ya 1
xg yp 1| =0
Xc Yo 1

Nesse caso, a reciproca também é verdadeira:

Xa Ya 1
Se|xg yg 1| =0, entdo os pontos A(x,, ¥a), B(xs, y5) € Clxc, yc) estdo alinhados.
Xc Ye 1

Essas condi¢des também sdo validas quando dois dos pontos coincidem ou quando os pontos
pertencem a uma reta paralela a algum dos eixos. Entéo:

Trés pontos, A(x,, Ya), B(xg, ¥g) € C(xc, ¥c), sdo colineares se, e somente se:

Xa Ya 1
xg yg 1/ =0
Xc Ye 1
Atividades resolvidas
R9. Verificar se os pontos A(3,2), B(4, 1) e C(1, 4) sdo colineares. » Resolucio

R10. Determinar o valor de k para que os pontos A(k, 7),
B(2, —3) e C(k, 1) sejam os vértices de um triangulo.

170

» Resolucao
Vamos calcular o determinante da matriz D:

detD =

Como det D = 0, os pontos sdo colineares.

- W

N =N

1
1
1

Para que A, B e C sejam os vértices de um triangulo,
eles ndo podem estar alinhados. Assim:

k 7 1
2 -3 1| #0
=34+2+16-1-12-8=0 K o1 o1

—3k+7k+2+3k—k—-14#0=>
>6k—12#0=>k#2

Logo, para que os pontos A(k, 7), B(2, —3) e C(k, 1)
sejam vértices de um triangulo, devemos ter k # 2.
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30 c. x, =Yp; P<11 ﬂ)

5’5

Atividades propostas
23. Verifique se os pontos A, B e C sdo colineares. c. P pertenca a bissetriz dos quadrantes impares.

a. A(2,3),B(—2,—5) e C(—1, —3) 23a.Sim. d. P pertenca a bissetriz dos quadrantes pares. "o

Xp=—yp; P(= 2, A1),

b. A(1,2),B(3,4) e C(3, —1) 23 b. Néo. e Yp=2xp.30e. 12x, = 11;p(%,%), 30 d. xp = —yp; ( 9 9>
24. Verifique para quais valores de x existe o tridngulo ABC, | 31. PENSAMENTO COMPUTACIONAL SOFTWARE Analise este

sendo A(x, 1), B(x + 1,2) e C(0, 3). 24.x # -2 algoritmo que esta sendo produzido no Scratch para definir

se, com base nas coordenadas de trés pontos fornecidas pelo
usuario, esses pontos estdo alinhados ou sdo os vértices de
um triangulo.

25. Determine m para que os pontos A(—1, m), B(2, —3) e
C(—4,5):

a. sejam colineares; 25a.m = 1 (Dica: Considere que as variaveis a e s correspondem,

b. sejam vértices de um triangulo. 25 b. m = 1 respectivamente, aos produtos dos elementos da matriz
26. Determine dois pontos que estejam alinhados com os D que sdo adicionados e aos produtos dos elementos da
pontos A(1, 4) e B(0, 3). 26: Hainfinitas possibilidades, matriz D que sdo subtraidos para calcular det D.)

como P(-1, 2) e Q(2, 5).
27. Determine uma relagao entre as coordenadas de um ponto

P(x, y) para que ele esteja alinhado com A(2, 3) e B(5, 4).
27.x-3y+7=0
A reta que contém os pontos C(1, 3) e D(2, 5) intercepta o

eixo das abscissas e o eixo das ordenadas, respectivamente,
nos pontos A e B. Determine os pares ordenados associados
aos pontos A e B.

28

29. EMDUPLA Em uma regido plana, serdo construidas duas
estradas r e s, sem curvas. Os engenheiros representaram o
projeto dessas estradas em um plano cartesiano com origem
na sede da empresa. Nesse plano, a unidade de medida li-
near é 1km, o eixo y indica o sentido norte e o eixo x indica
o sentido leste. No projeto, foi definido que r deve passar
pelos pontos A(1, 1) e B(—2, 4), enquanto s deve passar pelos
pontos C(1, 3) e D(—2, —6).

Considerando essas informagdes, resolva os itens a seguir
junto com um colega.

SCRATCH MASSACHUSETTS INSTITUTE OF TECHNOLOGY, CAMBRIDGE, EUA

a. Determinem o ponto P(x, y) em que as estradas r e s vio
13
se cruzar, 29 a. P(E, 5)

b. ARGUMENTAGAO Expliquem como vocés determinaram
29 b. O ponto P pode ser determinado impondo a condigéo de
esse ponto. alinhamento de trés pontos para P, Ae B e paraP, C e D.

c. Representem os pontos e as estradas r e s no plano
cartesiano, mostrando o ponto de interseccéo.

29 c. Resposta no Suplemento para o professor. 31. Respectivamente, “Os
30. O ponto P(xp, yp) esta alinhado com os pontos A(5, 3) e pontos A, B e C estio

_ ; P o ; alinhados.” e “Os pontos A,
B(-2,1). Indlqu.e a condigao necessaria e determine o par Be O sio os vértices de um
ordenado associado ao ponto P para que ocorra o que esta triangulo.”.
indicado em cada item a seguir.
a. P pertenca ao €ixo x. 30 a.y, = 0; P(—%, 0)- Quais frases completariam corretamente os dois Ultimos
b. P pertenga ao eixo y. 30 b. x, = 0; P(o, %) comandos diga desse algoritmo?

28, A(—%, o); B(, 1).
Reta

Equacao geral dareta

Dados dois pontos distintos, A(x,, ya) € B(xg yg), pertencentes a reta r, vamos de-
terminar uma rela¢do entre as coordenadas de um ponto genérico, P(x, y), também
pertencente a reta r.

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Quando nos
referimos apenas
a equagdo da

Pela condicdo de alinhamento para os pontos A, B e P, podemos escrever:

x y 1
Xa Ya 1
xg Yg 1

* (Ya-yp=a

reta, estamos
considerando a
equacdo geral da

reta.

R11.

R12.

R13.

172

=0=(ya—Yp) X+ (Xg—Xa)y + Xa¥p — Xg¥s =0

Como as Unicas variaveis nesse determinante sdo x e y, os outros elementos sdo numeros
reais conhecidos. Assim, podemos fazer:
° (xg—Xa)=b

® XaYp—XgYa=C¢C

Nao sendo a e b simultaneamente nulos, obtemos a equacao geral da reta:

ax+by+c=0

Por que temos de considerar que a e b ndo podem ser simultaneamente nulos?
Questdo. Sea=b =0, entdo y, = yg € X4 = Xg, 0 que implica que os pontos A e B nao
séo distintos (isso contradiz nossa hipotese inicial de que A e B sédo pontos distintos).

Atividades resolvidas

Obter a equagdo geral da reta r que passa pelos pontos
A(-1,3)eB(3,2).

» Resoluciao

Considere um ponto P(x, y) pertencente a reta r. Ele
esta alinhado com os pontos A e B.

y
AT=g3 P
| B
b2 ‘
-1 0 3 X

Pela condicao de alinhamento de trés pontos, temos:

x y 1
-1 3 1|=0
3 2 1

3X+3y—2-9—-2x+y=0=>x+4y—11=0
Portanto, a equagao geral da reta que passa pelos
pontosAeBéx+ 4y —11=0.

Verificar se o ponto P(3, 2) pertence a reta s, cuja
equagdo éx —3y+3=0.

» Resolugao

Para que o ponto P(3, 2) pertenca a reta s, suas coor-
denadas devem satisfazer a equagao dessa reta.
Substituindo x por 3 e y por 2 na equagao da retas,
obtemos:

3-3°243=0=>3-6+3=0=>0=0 (sentenca
verdadeira)

Portanto, o ponto P pertence a reta s de equacao
x—3y+3=0.

Obter a equacao geral da reta r, que passa pelos pontos

A(3, 1) e B(2, 4), e determinar seus pontos de interseccio
com os eixos x e y.

» Resoluciao

Seja P(x, y) um ponto pertencente a reta r de tal ma-
neira que os pontos A, B e P estejam alinhados. Entao:

L
1|1 =0
L

N W X
AN =2

X+2y+12—-2—-4x—-3y=0=>-3x—y+10=0
Portanto, a equagao geral daretar é —3x —y +10=0.

Vamos determinar agora os pontos de intersec¢ao da
reta r com os eixos x e y.

A reta r intercepta o eixo x no ponto C(c, 0). Substi-
tuindo as coordenadas do ponto C na equagdo geral
de r, obtemos:

10
3

Analogamente, a reta r intercepta o eixo y no ponto
D(0, d). Substituindo as coordenadas do ponto D na
equacdo geral de r, obtemos:

-3:0-d+10=0=>d=10

—3c—-0+10=0=>c=

Logo, a reta r intercepta o eixo x no ponto C( 130, O)

e 0 eixo y no ponto D(0, 10).

o)

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Atividades propostas

32. Verifique se cada ponto a seguir pertence a reta s, cuja
equagdoéx—y+2=0.

a. A(2,3) 82a. Nzo. b. B(1,3) 32b.Sim.

33. Em cada caso, verifique se os pontos sao colineares. Se forem,
determine a equacdo geral da reta que passa por eles.

a. A(=2, —5), B(—4, —1) e C(4, 3) 33a.Néo.

b. A(3,5),B(1,0) e C<2, %) 33 b. Sim; 5x — 2y — 5 =0.
34.m=3
34. Os pontos A(—1, 2) e B(3, 4) determinam uma reta. Calcule
o valor de m para que o ponto C(1, m) pertenca a essa reta.

35. Quais sdo os pontos de intersecgao da reta de equagao

x+3y+1=0comoseixosxey? 35 (0,—%) e(-1,0)

36. Considere os pontos A(2, 3), B(5, —1), C(—1, 4) e D(2, 3).
Determine: 36a.4x+3y - 17=0

a. a equacdo geral da reta suporte do segmento AB;

b. a equacgdo geral da reta suporte do segmento CD;
36b.x+3y-11=0

Registre em seu caderno

c. o ponto de interseccao entre as retas obtidas nos itens
anteriores. 36c. (2, 3)

37. Considere o tridngulo ABC representado. Identifique os
pares ordenados associados aos vértices do triangulo ABC
e determine as equagdes das retas suportes:

37. A(-4, 5), B(0, -3) e C(4, 3).

37a.2x+y+3=0;
3x -2y -6=0; -3¥B
X+4y —16=0. !

a. dos lados desse triangulo;

37 b.5x + 6y — 10=0;
x=0;

b. das medianas desse triangulo; X—3y+5=0.

c. dos trés segmentos de reta cujas extremidades sdo os

pontos médios dos lados desse triangulo.
37¢c.x+4y-2=0;
2X+y—-4=0;
3x -2y +8=0.

Medida dainclinacao e coeficiente angular de umareta

Observe a figura.

0/',

7

A medida de abertura « (0° < a < 180° ou 0 < a < nr) do angulo indicado na figura é chamada
de medida da inclinacdo da reta e é obtida girando-se o eixo x no sentido anti-horario em

torno do ponto / até ele coincidir com a reta r.

O coeficiente angular ou a declividade de uma reta, ndo perpendicular ao eixo x, é o nu-
mero real m expresso pela tangente trigonométrica de sua medida de inclinacdo «, ou seja:

m=1ga

Observe os exemplos.

a. Ainclinacdo da reta r represen-
tada a seguir mede 60°.

y y

\ 60°

b. A inclinacdo da reta s repre-
sentada a seguir mede 135°.

¢. Ainclinagdo da reta r represen-
tada a seguir mede 0°.

y

0 X

OI X
| 0

Logo, o coeficiente angular da
reta r é dado por: m =tg 60° >
=>m=13

>m=-1

Logo, o coeficiente angular da
reta s é dado por:m=tg 135° >

X
Logo, o coeficiente angular da
reta t é dado por: m =tg 0° =
>m=0

173

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA



ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Atencao!

Se a = 90° = m n&o é definido, pois

nao existe tg 90°.
y

Ossinal do coeficiente angular de uma reta varia de acordo com a declividade.

Sinal do coeficiente angular de uma reta

Y y

: N

A tangente de um
angulo é igual ao
oposto da tangen-
te do suplementar
desse angulo.

174

o
o
0/ X 0 X
X \
/1
0°<a<90°=>m>0 90°<a<180°=>m<0

Quando ndo conhecemos a medida da inclinacdo o da reta, mas sdo dados dois pontos
distintos pertencentes a essa reta, podemos obter o coeficiente angular m calculando tg «
por meio das coordenadas dos pontos.

Considere dois pontos distintos, A(x,, ) € B(x;, y5). pertencentes a uma reta r ndo paralela
ao eixo y e formando com o eixo x um angulo de medida de abertura a.
Vamos demonstrar que o coeficiente angular da reta r é dado por:

_YB—VYa
M =X = X4

Observacao

Para acompanhar a demonstracado a seguir, convém lembrar que, em um triangulo retangulo,
a tangente de um de seus angulos agudos de medida de abertura o é dada por:

medida de comprimento do cateto oposto ao angulo de medida de abertura o
medida de comprimento do cateto adjacente ao angulo de medida de abertura «

tga=

¢ 12 caso: 0° < o < 90°
Considere este triangulo ABC representado. Ve
O triangulo ABC é retangulo em C; logo:

des _Ys—Ya =
m=tga=—;"—= Ye=Ya
g dyc XB=Xa
ici : e YB YA
Portanto, o coeficiente angular m é dado por: m = X5 =X,

e 22 caso: 90° < a < 180°
Considere o triangulo ABC representado.
O triangulo ABC é retangulo em C; logo:

d - -
m=1tga=—tg (180° — o) = — CA_ _Ya—VYs _Ye—VYa

dcg  XB=Xa Xg—Xa
Portanto, o coeficiente angular m é dado por: m = ){: :){:
¢ 3%2caso: a =0°
P _YB=VYa 4
Podemos verificar que m = X5 =X, vale também quando

a = 0° pois Yz =y € Xg # X4; logo, m = 0.

Y~ Ya

Portanto, para qualquer a, com o # 90° e 0° < a < 180°, temos: m = Xs = X4
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Atividades resolvidas

R14. Determinar o coeficiente angular da reta r que passa
pelos pontos A(2, 3) e B(4, 9).

» Resolugao
O coeficiente angular é dado por:

_BYa_9-3_6_,

m,. = = =
' Xg=Xp 4-=2

Logo, o coeficiente angular da retar é 3

R15. Calcular o valor de m, - m,sabendo que m, e m, cor-
respondem, respectivamente, ao coeficiente angular
das retas r e s representadas a seguir.

y

» Resolugao
O coeficiente angular da reta r é dado por:

_)’13‘)’0_2—0_1
rTXp—Xo 2-0_

Note que:m, =tgP =1= [ =45°

Pela propriedade do angulo externo, temos:
a=p+90°= a=45"+90°=> o= 135°

Entdo:m,=tg 135°=—-1em, m;=1+(=1)=—1

Portanto, m, * m = —1.

Equacio dareta de coeficiente angular m
e que passa por um ponto A(x,, y,)

R16. Determinar a equacao geral da reta r representada a

seguir.

» Resolugao

Faremos o estudo do coeficiente angular da reta r.
Considerando A(—1, 2) e B(4, 3), vamos calcular o
coeficiente angular da reta r que passa por A e B:

_Ys=Va_ 3-2 _1
m_xB_XA_4—(—1)_5

A reta r tem coeficiente angular m = % e passa pelo
ponto B(4, 3).

Vamos considerar um ponto P(x, y) qualquer da reta
r, com com P # B. Dessa forma, temos:

-3
1ty s=lu-9=5y—15=x-4=

5 x—4

=>x—=5+11=0
Note que as coordenadas de A e de B satisfazem essa
equacao:

—1-52+11=0e4—-53+11=0.
Portanto, x — 5y + 11 =0 é a equagdo geral daretar.

J& estudamos como determinar a equacdo de uma reta conhecendo dois de seus pon-
tos. Agora, vamos determinar a equacdo de uma reta r conhecendo um de seus pontos,

A(x4, ¥4), € seu coeficiente angular m.
Considere o ponto P(x, y) naretar, sendoP#Aem=1g a.

y

Yiommommemeeeee ‘

YaT """ o

x

Y—VYa

Como m = tg a, entdo: m = X = X4

Portanto, a equacdo de uma reta que passa pelo ponto A(x,, y,) € tem coeficiente angular m é:

Y=Ya=mx—xy)

Todos os pontos da
reta r paralela ao
eixo y, represen-
tada a seguir, tem

abscissa x,4.
y r
P
A
[~
0 Xa X

Nesse caso, x = X,
é aequacdo der.
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Atividades resolvidas

R17. Determinar a equagao da reta r que intercepta o eixo y
no ponto P(0, 1) e intercepta o eixo x segundo uma
medida de inclinagao de 150°.

(Dica: tg 150° = —tg 30° = _g)

» Resolugao

Como m =tg 150° = —ge P(0, 1) pertence a reta
r, temos:
y—1=—g°(x—0):>\/§x+3y—3=0

Portanto, a equacio daretar é V3 x+ 3y —3=0.

R18. Um laboratério estudou uma coldnia de bactérias com-

posta inicialmente de 350 individuos vivos.

Apbs a aplicagdo de certo medicamento, verificou-se
que o numero de individuos vivos na col6nia diminuiu
com a medida de tempo; depois de 25 horas, ndo havia
mais nenhum individuo vivo na col6nia.

Supondo que o numero y de individuos vivos variou
linearmente com a medida de tempo x, em hora,
contado a partir da administracdo do medicamento,
determinar:

a. a expressao que relaciona y a x;

b. o numero de individuos que permaneciam vivos
apo6s 10 horas da aplicagdo do medicamento.

Atividades propostas

38. Determine, se existir, o coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos:
a. A(=1,2) e B(—1, 5); 38 a. Nzo existe.
b. A(3,0) e B(4,0); 38b.0
c. A(1,2)eB(-2,—1); 38c.1

-1 V2
d. A(ﬁ, 7) eB(0,0).38d. - 42

39.V3x-y—-V3-6=0
39. Escreva a equagdo da reta r que passa pelo ponto A(1, —6)

e com uma inclinagdo que mede 60° em relagao ao eixo x.

40. Determine as equagdes das retas representadas a seguir.

a. y b. y
r 40a.V3x+y-5V3=0

40b.x-y+3=0

A

/A3 o x

120° 45°

W

0 5 x

41. ARGUMENTAGAO Na atividade resolvida R16, poderiamos

TeA(=1,2)

determinar a equagao da reta r usando m = g

Justifique sua resposta.

41. Sim. Conhecendo o coeficiente angular da reta, é possivel obter
sua equacgao a partir de qualquer um de seus pontos.

176

» Resolugao

a. Vamos considerar o par ordenado (x, y) para iden-
tificar que, ap6s x horas, havia y individuos vivos
na colonia. Assim, temos pontos com os seguintes
significados:

+ A(0,350): estado inicial da col6nia (0 h apds a aplica-
¢do do medicamento havia 350 individuos);

« B(25,0): estado final da coldnia (25 h apds a aplica-
¢do do medicamento havia 0 individuo).

Como a relagao é supostamente linear, seu grafico

€ um conjunto de pontos pertencentes a reta que

passa pelos pontos A e B.

. . H ’
O coeficiente angular m da reta AB é:

0—350
M=25-0 "~
A reta tem coeficiente angular m = —14 e passa por
B(25,0).
Assim:y — 0 = —14(x — 25) = y = —14x + 350
Portanto, a expressao que relaciona y a x é
y = —14x + 350, tal que 0 < x < 25.

b. Para obter o niumero de individuos vivos apos
10 horas da aplicacdo do medicamento, basta
substituir x por 10 na igualdade y = —14x + 350.
Assim:y = —14-10 + 350 =210
Portanto, ap6s 10 horas da aplicagdo do medica-
mento, havia 210 individuos vivos na colonia de
bactérias.

—14

Registre em seu caderno

42. Um cientista inventou uma escala para termémetro e
chamou-a de escala H (°H). Relacionando-a com a escala
Celsius (°C), obteve o grafico representado a seguir.

medida de
temperatura
em °H
40 1-----= :
30 i
0 20 medida de
temperatura
em °C

Considerando as informagdes do grafico, resolva os itens
a seguir.

a. Quando a medida de temperatura de um corpo for
70°C, qual sera a medida de temperatura indicada pelo
termOmetro com escala H? 42 a. 65 °H

b. Calcule a Gnica medida de temperatura em que ha

coincidéncia de valores em ambas as escalas.
42 b. 60 °C ou 60 °H

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodug&o proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Equacao reduzida dareta

Sabemos que a equacdo da reta r que passa por um ponto A(x,, y,) e tem coeficiente an-

gular m é dada por y — y, = m(x — x,).
Observe o grafico a seguir.

r

K

, n)

—

0 X

Como a intersec¢do da reta r com o eixo y é o ponto N(0, n), temos:

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

y—-n=mx-0=>y-n=mx= y=mx+n

A forma y = mx + n é denominada equacao reduzida da reta, em que m é o coeficiente
angular da reta e n é a ordenada do ponto no qual a reta intercepta o eixo y.

Podemos fazer uma analogia entre a equacgdo reduzida da reta e a lei de uma funcdo afim:

equacdo reduzida da reta
y=mx+n

funcdo afim
f(x) =ax+b

!

||

Observe que m = tg o = a. Entdo, se m > 0 (0° < a < 90°), a funcdo afim é crescente; se
m < 0(90° < a < 180°), a funcdo afim é decrescente; se m =0 (ax = 0°), a funcdo afim é constante.

Observe também que n = b é a ordenada do ponto de interseccdo da reta com o eixo y,

também chamado de coeficiente linear da reta.

Na pratica, para obter o coeficiente linear, basta fazer x = 0 na equacéo da reta; o valor obtido

para a ordenada y é o coeficiente linear.

Atividade resolvida

R19. Determinar os coeficientes linear e angular da reta de
equagao 6x — 5y —30=0.

» Resolucao

Para determinar os coeficientes linear e angular da
reta, basta isolar y em 6x — 5y — 30 = 0.

Atividades propostas

43. Obtenha os coeficientes linear e angular de cada reta cuja
equacdo é dada a seguir.

a. 3x—5y+2=0 43am=2;n-2

S

1 1_ _V2.
b. _§x+ﬁy—§—0 43b.m—T,n—1

[}

44. O valor de um numero real x vai aumentar 30%, dando
um resultado y. Expresse y em fungao de x e represente
graficamente essa fungao. Qual é a medida da inclinagao
da reta que representa essa fungao?

44, y = 1,3x; representagao grafica no Suplemento
para o professor; aproximadamente 53°.

Assim:6x—5y—30=0=>5y=6x_3o:>y=gx_6

Comparando a equagado anterior com a equagao re-
duzida da reta, temos o coeficiente linear —6 e o coe-

ficiente angular g

Registre em seu caderno

45. Determine as equagoes reduzidas das retas r e s a seguir.
45.r:y =\3x-2;s:y = —x + 4.

y
S r
4
/ 135°
60°
0 X
-2

177



ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Posicio relativa entre duas retas no plano

Duas retas coplanares podem ser classificadas em paralelas (coincidentes ou distintas)
ou concorrentes, sendo as retas perpendiculares um caso particular de retas concorrentes.
Observe, por exemplo, as retas r e s a seguir e suas respectivas equagoes.

Posicoes relativas entre duas retas coplanares

A " Retas concorrentes nao Retas concorrentes
Retas paralelas coincidentes Retas paralelas distintas . :
perpendiculares perpendiculares
Y s d y y
rS \
\ 6
4
3 , s r\sl 77777777777777 s
r |
? e P
of N x 0 2 AR ; /' % 3 X 0 5N X
r3x+y-3=0 r=s rx+y-2=0 rl's r2x+y-6=0 rx+y-5=0 rls
s:6x+2y—-6=0 - ssx+y—-4=0 si=2x+y+1=0 ss—x+y=0

178

A seqguir, estudaremos quais condicdes permitem determinar a posicdo relativa entre duas retas
no plano cartesiano conhecendo apenas suas equagdes ou seus coeficientes angulares e/ou lineares.

Condicio de paralelismo de duas retas

Duas retas r e s séo paralelas quando tém a mesma direcdo.

Vamos verificar as condi¢cbes para que as retas r e s, de coeficientes angulares m, e m; e
coeficientes lineares n, e n,, sejam paralelas.

Lembrando que retas paralelas podem ser distintas ou coincidentes, temos:

Retas paralelas distintas e coincidentes

y

Para que as retas r e s sejam paralelas distintas, | Para que as retas r e s sejam paralelas coincidentes,
devem satisfazer estas condic¢des:

devem satisfazer estas condicdes:

m,=mge n,# n m,=mgen, = n

Se m, e m, ndo estdo definidos, entdo r e s sdo retas verticais, isto &, paralelas ao eixo y; por-
tanto, sdo paralelas entre si.

Reprodugéo proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Condicao de perpendicularismo de duas retas

Inicialmente, vamos verificar quais sdo as condi¢des para que as retas re s, ndo verticais,
de inclina¢des que medem «, e o e de coeficientes angulares m, = tg a, e m, = tg o,
sejam concorrentes.

Para que as retas r e s sejam concorrentes, isto é, ndo paralelas, devemos ter:

o Foa;=>tgo #Ftgoag=> m,#Fmg

Portanto, para que duas retas nao verticais sejam concorrentes, elas devem ter
coeficientes angulares diferentes.

Se r e s forem verticais, poderdo ser retas concorrentes?
Se apenas uma das retas, r ou s, for vertical, podera ocorrer a igualdade m, = m,?

Agora, vamos considerar as retas r e s, ndo verticais, concorrentes perpendiculares,
conforme a figura a sequir.

/ S

o, = o, + 90° = tg o, = tg (o, + 90°) (1)
sen (a, +90°) _sen a, - cos 90° + sen 90° - cos a,
cos (o, + 90°) ~ cos a, * cos 90° — sen «, - sen 90°

tg (o, + 90°) =

Como cos 90° = 0 e sen 90° = 1, temos:

sena, 0+ 1-cosa, cosa, 1 1
cosa,*0—sena, -1 tg a,

tg (o, +90%) = = seno, = “sena,

cos a,

tg («, + 90°) = —tg% D)
r

Substituindo (Il) em (1), obtemos:

1 1 »

tg(XS:— =>m5=—ﬁr=>m,'m5=
r

Portanto, as retas r e s, ndo verticais, sdo perpendiculares quando:

Questao 1. Nao, pois r e s terdo a

mesma diregé@o. Logo, serao paralelas.

Questao 2. Nao, pois, por exemplo,
se a reta r for vertical e a reta s for ndo
vertical, m, ndo estara definido e m,
sim. Portanto, ndo teremos m, = m;.

sen (a + b)

cos (a + b)

* sen(a+b)=sena-cosb+
+sen b-cosa

e cos(@a+b)=cosa-cosb—
—sena-senb

e tg(a+b)=

179
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Atividades resolvidas

R20. Determinar a posi¢ao da retar, de equagdox + 2y — 6 =0,

em relagdo a reta s, de equacdo 3x + 6y — 5=0.

» Resolugao

Primeiro, vamos determinar os coeficientes angular e
linear de r e s usando as equagdes na forma reduzida.

Para a reta r, temos:

x+2y—6=0=>y=—%x+3

Portanto: m, = — % en,=3
Para a reta s, temos:
X+6y—5=0=>y=—Tx+2
o — 1 _5
Portanto: m; = — Syen=g¢
Comom,=m,= —%e n, # n, entao as retas r e s sao

paralelas distintas.

R21. Verificar se as retas r e s, respectivamente, de equagdes
2x+3y —6=0e3x—2y+1=0,sao perpendiculares.
» Resolugao
r:2x+3y—6=0:>y:—%x+2:>m,=—%
3y - =341 =3
st 3x 2y+1—0=>y—2x+2=>m5—2
C 2.3 _
omo m, - m,=—3-3=~1,temos que r Lls.
R22. Escrever a equacao reduzida da reta r que passe pelo

ponto P(—2, 1) e seja perpendicular a reta s de equagio
2x+y—2=0.

» Resolugao

A equacdo reduzida daretas é:
2X+y—2=0=>y=—-2x+2

Portanto, m, = —2.

Para que as retas r e s sejam perpendiculares, é neces-
sario que o produto de seus coeficientes angulares
sejaigual a —1.

—_

mgem,=-=1=(=2)'m,=-1 >m,=>

O ponto P pertence a reta r; entdo:

Atividades propostas

46.

180

Em cada item, verifique se as retas r e s sdo paralelas coinci-
dentes, paralelas distintas, concorrentes nao perpendiculares

ou concorrentes perpendiculares.
46 a. Concorrentes
a. rix+y—3=0esx—y+1=0 perpendiculares.

b.r:3x —2y+1=0es:y= —%—%46& Concorrentes.

c.riy=2+xes:—x+y—3=0 46c.Paralelas distintas.

d. r:2x—y+2:0es:x—%y+1:0

46 d. Paralelas coincidentes.

R23.

1.
2

Logo, a equacao reduzida da reta r, que passa por P e

Yp=m,*Xp+n,=>1=5+(=2)+n,=>n=2

é perpendiculararetas, éy = %x +2.

Determinar a equacao reduzida da mediatriz r do
segmento AB, de extremidades A(1, 3) e B(—5, —1).
» Resoluciao

A mediatriz de um segmento de reta é a reta perpendi-
cular a esse segmento e que passa por seu ponto médio.

y

r

31--9A

Vamos determinar as coordenadas do ponto médio
M do segmento AB:

Xpo+xg 14 (=5)
Xy = 3 = 0 = =2
Yatys  3+(-1)
Ym= 3 = 3 =1

Assim, o ponto médio é M(—2, 1).

O coeficiente angular da reta suporte do segmento AB-
é tal que:

YVp—Va_-1-3_2

Xg—=Xp —-5—1 3

O coeficiente angular da reta mediatriz r é tal que:
m,=—1 :%-m,=—1 ;‘»m,:—%
Como o ponto médio M de AB pertence a mediatriz

r, temos:

mig =

mig -

Ym=m, Xy +n =1 =—%-(—2)+n,=>n,:—2
Portanto, a equacio reduzida da reta r, mediatriz de AB,
by = —2x—

ey=-35x 2.

47. Dadas as retas r, de equagdo 2x — 4y — 2 =0, e s, de equagao

=X

y=5+3 faca o que se pede.

47 a. Resposta no Suplemento para o professor.

a. Represente essas retas no plano cartesiano.

b. Observe a representagio do item a e escreva a posicao
relativa de r e s. 47 b. Paralelas distintas.

c. Verifique algebricamente a resposta dada no item b.

47 c. Resposta no Suplemento para o professor.

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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51 a. Mediatriz de AB: y = —x — 2; mediatriz de BC: y = %x;
mediatriz de AC: y = 3x + 4.

48. Determine a equacdo geral da reta r que passa pela origem a. Obtenham a equagédo reduzida da mediatriz de cada
do sistema cartesiano e é: 48a.5¢—y=0 um dos lados do tridngulo.
a. paralela a reta de equagdo 5x —y +2 =0 45, , _ 5= 0 b. O circuncentro O de um triangulo ABC é o ponto de
b. perpendicular  reta de equacio 5x + y + 2 = 0. interseccao das mediatrizes dos lados desse triangulo.

. Determinem o par ordenado associado ao ponto O.
49. Dada aretar, de equagdo y = 3x — 1, e o ponto P(—3, 1),

. x . A . 3 1
determine a equaciio geral da reta s que passa pelo ponto 52. Analise o retangulo representado a seguir. 51 b. o(—§, _E)
P e é perpendiculararetar. 49.x +3y =0 y

50. Obtenha a equagao reduzida da reta paralela a reta
4x — 2y 4+ 1=0e que passa pelo ponto de interseccdo da 34
reta 2x — y + 3 = 0 com o eixo das ordenadas. 50.y = 2x + 3

51. EMDUPLA Junto com um colega, considerem o triangulo
representado e resolva cada item. 14

01 Determine: 52 a. A1, 1), B(5, —1), C(6, 1) e D2, 3).

a. os pares ordenados associados aos vértices do retangulo;
b. as equagdes gerais das retas suportes das diagonais;

. , A 2
c. a medida da area do retangulo em u’; 52 c. 10 v

d. a medida do perimetro do retangulo em u.
52d.6vV5u

52b.y-1=0e4x+3y—-17=0.

Vetores
Grandezas escalares e grandezas vetoriais

Algumas grandezas podem ser representadas apenas pelo valor numérico de sua medida
acompanhado da unidade de medida, por exemplo: massa, volume, temperatura etc. Essas
grandezas sdo chamadas de escalares.

Entretanto, ha grandezas que, para serem representadas, necessitam de outros atributos
além do valor numérico da medida e da unidade de medida. Suponha que vocé precise ir a
um local que ndo conhece. Nesse caso, apenas a informagdo sobre a medida da distancia ndo
serd suficiente: serdo necessarias outras informacdes, como a dire¢do e o sentido para chegar
ao local. Assim, grandezas como deslocamento, velocidade, aceleracdo etc. precisam de ou-
tras informacdes para que sejam representadas. Essas grandezas sdo chamadas de vetoriais.

O
<)
)
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Para que a informacao da primeira imagem seja completa, serd necessario incluir a dire¢do
e o sentido. Essas informacdes estdo resumidas na placa da segunda imagem.
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/1| ATENGAO! A IMAGEM ESTA
REPRESENTADA SEM ESCALA
E SEM PROPORGAO ENTRE OS
ELEMENTOS.

A ideia de direcdo pode
ser percebida na orienta-
¢do dos pontos cardeais.
O eixo com Norte e Sul é
uma direcao, assim como
o eixo com Leste e Oeste.

N

NO NE

182

Podemos representar geometricamente o deslocamento da pessoa até a 4gua da se-
guinte forma:

1.000 metros

S

Observe que a dire¢do ligando a pessoa a agua esta representada por um segmento
de reta com extremidades nos pontos A e B. A medida de comprimento do segmen-
to AB determina a medida da distancia a ser percorrida, e a ponta de seta do segmento
determina o sentido (de Oeste para Leste). Assim, o segmento orientado representa
a direcdo, o sentido e a medida da distancia.

Definindo vetores

Observe, na figura a seguir, que o angulo de medida de abertura  determina a
direcdo das retas s, t, u, vem relacdo a retar.

14

Dizemos que essas retas tém a mesma dire¢do, pois sdo paralelas. Dessa maneira, para
mencionar a direcdo dessas retas, basta dizer a direcdo de apenas uma delas, que é de-
terminada pelo angulo de medida de abertura p tomado a partir da reta r, no sentido
anti-horério.

Agora, observe que podemos indicar a medida de comprimento de segmentos de
reta contidos nessas retas.

&

Dessa maneira, ja temos um modo de representar, geometricamente, a direcdo e a
medida de comprimento.

NELSON MATSUDA/ARQUIVO DA EDITORA
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Podemos, também, representar o sentido. Observe.

A 3crr/1/ r
/E G

Note que a ponta de seta em cada segmento indica o sentido. Por exemplo, o sentido do
segmento AB é o mesmo do segmento GH e contrario ao sentido dos segmentos DC e FE.

Portanto, por meio de um segmento de reta orientado, podemos expressar uma dire¢do,
um sentido e uma medida de comprimento, que é o valor atribuido a grandeza, também
chamado de médulo.

Os vetores sao representados geometricamente por esses segmentos orientados.

Analise o exemplo.

Observe a ilustracdo de uma pessoa empurrando uma geladeira, que se desloca com uma
forca F de modulo 10 N.

empurrar

~ — >

O vetor F est4 indicando a direcdo, que é horizontal; o sentido, da esquerda para a direita
de quem olha para a figura; e, por meio da medida de seu comprimento, o médulo da forga,
em Newton. Adotamos como medida de comprimento da seta 2 cm, que, nesse caso, corres-
pondente ao médulo da forca de 10 N, mas poderiamos adotar outra escala.

Geralmente, indicamos um vetor com uma letra e uma seta acima dessa letra, como fizemos

com o vetor F no exemplo anterior. O médulo de um vetor é representado por | 7—"| ou F.
Um vetor é o conjunto de todos os segmentos orientados que tém a mesma dire¢do, o mesmo
sentido e 0 mesmo médulo. Cada um desses segmentos orientados representa o vetor.
Considere o exemplo.

Na figura, o vetor v representa todos os vetores que tém a mesma direcdo, o mesmo sentido
e 0 mesmo modulo.

<i

Em grandezas ve-
toriais, geralmen-
te nos referimos
ao moédulo de uma
grandeza quando
estamos falando
da medida dessa
grandeza.
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Adicao vetorial

Considere os vetores U e v. Na figura, destacamos a extremidade (ponta de seta) e
a origem (ponta sem seta) desses vetores.

extremidade

extremidade

v

<y

origem

origem

Podemos adicionar os vetores i e v usando o procedimento a seguir.

1. Deslocamos qualquer um dos dois vetores de modo que a extremidade de um
coincida com a origem do outro. Isso pode ser feito porque um vetor pode ser
representado por todos os infinitos segmentos orientados de mesma dire¢do,
mesmo sentido e mesmo modulo. Nesse caso, “deslocar” significa que vamos
trabalhar com outro segmento orientado que representa o vetor u ou o vetor v
em outra parte do plano.

<i

ILUSTRACOES: NELSON MATSUDA/ARQUIVO DA EDITORA

u
Observacao
Uma linha poligonal é 2. Construimos o vetor soma ou resultante da adicdo de maneira que sua origem
formada por dois ou mais coincida com a origem da linha poligonal formada pelos dois vetores no passo 1
segmentos de reta, dois e a extremidade coincida com a extremidade da linha poligonal.
a dois consecutivos e ndo
colineares. N
v
r
el
. - 9, 5
Assim, U + v éigual ao vetorr.
(] (] (]
Atividade resolvida
57 5 .
R24. Dados os vetores d, b e ¢, determinar o vetor resultante 1
e calcular seu modulo, sabendo que o comprimento r——
do lado de cada quadrado da malha mede 1 u. ] Zl o
B : >
> b
c
N Como cada quadrado da malha tem lado de medida
a . , .
de comprimento 1 u e r é o médulo do vetor resul-
> Resolugio tante, fazemos:
5 . 22, 2 2
Para obter o vetor resultante ¥, compomos uma linha rr=2"+38 r=\2"+17
poligonal de modo que a extremidade de um vetor 2
O . r'=4+ 64 r=2v17
coincida com a origem de outro.
. . 5 2_rq—92.
Em seguida, calculamos o médulo do vetor resultante 7 r'=68=2"+17
ita , 5,
usando o teorema de Pitagoras. Portanto, o médulo do vetor resultante r’ é igual a 2v17 u.
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Atividades propostas

53. Copie os vetores de cada item em uma malha quadricu- | 54. Com base nas duas figuras representadas a seguir, reflita
lada e faca a adicdo vetorial para obter o vetor resultante. e responda: Na atividade resolvida R24, deslocamos
. N -

Considerando que o comprimento do lado do quadrado o vetor b, mas poderiamos deslocar os outros vetores?
3 , <
da malha mede 1 u, qual é o médulo do vetor resultante O resultado seria o mesmo? 54. Sim; sim. 5
em cada item? 2
<
— o
a. B b o Q
53 a. Representacao N g 5
— no Suplemento para g

u
o professor; V17 u. Z P 2
/ODE ¢\ 3
{@ O\ <
- z
7 \O [ ] I 3
OS2 :
=
NI D("/ @
5> ¢ 2
~ > |
53 b. Representacao b N
b no Suplemento para a
. o professor; V13 u.
R 55. Considere a figura apresentada na resolucdo da atividade
a

resolvida R24. Suponha que um plano cartesiano seja
b d representado nessa figura, sendo que a origem do vetor a

coincide com a origem do plano e que o vetor b é paralelo
ao eixo das abscissas.

al)

a. Quais seriam os pares ordenados associados as extre-
i D e dafi 55a. (1, -1), (5, —1)
midades dos vetores a,b e ¢, da figura? N (83-2() s 1) 0, =

R T
b. Como vocé calculariala + b + ¢ |?

55 b. Calculando a medida da distancia entre os pontos (0, 0) e (8, 2).

Medida da distiancia entre ponto e reta

A medida da distancia de um ponto P a uma reta r é a medida da distancia entre P e sua
proje¢do ortogonal P’ sobre r.

<
o
o
=
[=]
w
<
a
o
2
2
[}
o
<
I}
Q
O
w
2]
z
o
12}
<
[=]
<
%
w
<
K4
o
T
[
2
=

Observe o exemplo.

Para calcular a medida da disténcia entre o ponto P(2, 7) e aretar, de equacdo 2x+ y+ 1 =0,
precisamos inicialmente obter a equacdo da reta s, que passa por P e é perpendicular ar.

As retas r e s interceptam-se no ponto P'(x, ¥), que é a projecdo ortogonal do ponto Psobre
aretar. Entdo, para resolver esse problema, basta calcular a medida da distancia entre Pe P’.

Temos:

retar:2x+y+1=0=>y=-2x-1=>m,=-2

1
2

Parar Ls, temos:m,-m;=-1=(-2)-m;=-1=>m,=
Portanto, a equacdo da reta s é:
y—ypzms(x—xp)=>y—7=%(x—2)=>x—2y+ 12=0

Como {P'} = r n's, devemos resolver o sistema linear formado pelas equac¢des das retas r e
s e obter as coordenadas de P'.

2x+y+1=0 14 23
{x—2y+12=0:'x_ 5 &Y=
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Portanto: P’(—%, %)

Como dp, , = dp p, temos:

o=+ (3 -

Logo, a medida da distancia entre o ponto Pe aretar é

576 , 144 _ [720 _ 1215
25 25 " V25 © 5

&

12

5 u.

Formula da medida da distancia entre um ponto e

umareta

Para um ponto qualquer P(x,, y5) € uma reta qualquer r de equacdo geral ax + by + c=0,
para calcular a medida da distancia d;, , entre o ponto P e a reta r podemos utilizar a formula:

P r

|axe+ byp+c|

va’ + b?

E possivel demonstrar essa formula, mas ndo faremos a demonstracdo nesta colecdo.

Ao estudarmos a equac¢do geral da reta, definimos que a e b ndo sdo simultaneamente

nulos, o que nos garante que va? + b? sempre é diferente de zero.

Aplicando a férmula ao exemplo anterior, para calcular a medida da distancia entre o ponto
P(2, 7) e areta r de equacdo 2x + y + 1 =0, obtemos:

dP, r

Atividades resolvidas

R25. Dado o tridngulo de vértices A(2, 4), B(—2,2) e C(3, 0),

186

calcular a medida de sua altura relativa ao lado BC.

» Resolucao

Representamos o triangulo ABC neste plano cartesiano.

y

Vamos determinar a equacio da reta suporte de BC:

x y 1

<>

BC:[—2 2 1| =0=>2x+5y—-6=0
3 0 1

A medida procurada é a medida da distancia entre o
ponto A(2, 4) e areta L(B_C):

R26.

_12-2+1-741] 12 _1245
V2% 4+ 12 V5 >

J 2245440 45 18y
A BC = = =
[22 452 \29 29
Portanto, a medida da altura relativa ao lado
— , 1829
BC ¢ 29 u.

Calcular a medida da distancia entre as retas paralelas
res,deequagdes2x —y +4=0e2x—y—7=0,
respectivamente.

» Resolucio

A medida da distancia entre duas retas paralelas é
igual a medida da distancia de um ponto P qualquer
de uma delas a outra reta.

Entdo, vamos encontrar um par ordenado associado
a um ponto P qualquer dareta r.
Parax=0,temos:2-0—y+4=0=>y=4

Logo, P(0, 4) é um ponto de r.

Agora, basta calcular a medida da distancia entre P
earetas.

_2ro+ -4+ (D] g1 _1nivs

d. =

Portanto, a medida da distancia entre as retas paralelas

, 1145

resé
5

u.
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Atividades propostas

56. Obtenha a medida da distancia, em u, da origem do plano

cartesiano a reta de equagdo 3x + 4y — 4 = 0. 56. % u
210
57.=u

i - 5
57. Um tridngulo tem vértices A(2, 0), B(3, 1) e C(0, 2). Calcule
a medida da altura do triangulo relativa ao lado BC, em u.

58. Obtenha a medida da distancia, em u, entre as retas paralelas
2x—3y+5=0e4x—6y—1=0. 5, 1113
" 26

59. Um quadrado tem um vértice em A e um lado na reta r.
y

45°

a. Identifique o par ordenado associado ao ponto A e
determine a equagdo geral daretar. fg_ay f‘(;:’ g)?
b. Calcule a medida de comprimento, em u, do lado do

quadrado. 59 b. % u

c. Determine a medida de comprimento, em u, da diagonal
do quadrado. 59¢.5u

d. Calcule a medida da area, em u’, e a medida do perime- 62.

tro do quadrado, em u. 59 d. Respectivamente, 22—5 ¥ e 10V2 u.

60. Dadas asretasr:2x + 5y — 4 =0es:5x — 2y + 8 =0, deter-
mine as equagoes das retas cujos pontos sdo equidistantes
der e s. Siga estes passos:

60.3x — 7y +12=0e 7x+ 3y + 4 = 0.

61.

Registre em seu caderno

« considere um ponto genérico P(x, y);
« useadefini¢dod, , =d;
« obtenha as equagdes das retas eliminando os mddulos.

(UPE-2023) A reta r, representada na figura a seguir, é o
grafico da funcao afim f(x) = —2x + 6, e B e C sdo os pontos
de interseccdo da reta r com os eixos x e y, respectivamente.

y

N C

(0] \. B X

61. Alternativa b.
Qual é a medida da distancia entre os pontos B e C?

a. 9 d. 43
b. 35 e. 6V5
C. 2\5

ELABORAGAO DE PROBLEMAS EM DUPLA Elabore um pro-
blema sobre o calculo da medida da altura de um trapézio
dadas as coordenadas de seus vértices. Troque-o com um
colega para que um resolva o problema formulado pelo
outro. Depois, destroquem os problemas para verificar a
resolucgao. 62. Resposta pessoal.

Inequacodes do 1° grau com duas incégnitas

Jaresolvemos inequac¢des com uma incégnita. Agora, vamos estudar inequacdes do 1° grau

com duas incégnitas.
Considere os exemplos.

a.2x-7y<0 b. 5x+y>0 [ 8y—%x>0

d.x+y<0

Uma inequacdo do 12 grau com duas incégnitas admite infinitas solucdes, que podem ser
representadas graficamente, conforme apresentado nas atividades resolvidas a seguir.

Atividade resolvida

R27. Representar graficamente a inequagao x +2y — 6 < 0.

» Resolugao

A reta de equagdo x + 2y — 6 = 0 divide o plano
cartesiano em dois semiplanos.

y

3

Para verificar qual dos semiplanos representa os pon-
tos tais que x + 2y — 6 < 0, vamos testar um ponto
auxiliar qualquer, por exemplo, P(0, 0), substituindo
suas coordenadas na desigualdade.

Assim:

X+2)—-6<0=>0+2:0-6<0=>—6<0(sentenca
verdadeira)

Como a sentenca é verdadeira, P esta no semiplano
procurado; logo, podemos representar o semiplano
correspondente a inequagdo x + 2y — 6 < 0.

187
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Observe:

6 X

R29. Representar graficamente o sistema de inequagdes:
x—y+2>0
X+y—4<0
» Resolugao

Vamos representar graficamente cada inequacao:

R28. Determinar a inequacdo cuja representagao grafica é:

y

» Resolugao
Vamos escrever a equagao da reta r que determina

o semiplano. Ela passa pelos pontos (0, 0) e (5, 1);

logo, m, = 15%8 = % Sua equacao geral é dada por
y—0=%-(x—0),ouseja,éx—5y=0.

Agora, vamos calcular o valor numérico V do 1° mem-
bro da equacdo geral de r para as coordenadas de um
ponto da regido representada que nio pertenca ar.
Substituindo na expressdo x — 5y as coordenadas do
ponto P(1, 0), por exemplo, temos: V=1—-5-0=1.

Como V > 0 e r faz parte da regido representada, os
pontos descritos na representacao grafica sdo tais

X—y+2>0 X+y—4<0
y y
S
02
M0 X 0 N

A regido procurada € a interseccao dos dois semiplanos
formados pelas solucdes das inequagdesx —y +2>0

ex+y—4<0.Logo:

y
.
. .
. .
. .
. .
. .
.
4 9.
.
.
.
-
p
p
.
.
.
p
p
.
.
.
‘
)
7
.
.
"o i) 0 4 X
.
.

quex — 5y = 0.

Atividades propostas

63. Resolva graficamente as inequacdes:

ax—y+1=20
b. 2x—y+2<0

63. Respostas no Suplemento para o
professor.

64. Determine a inequagao cuja representacio grafica é dada
a seguir. 64.3x+2y-6<0

y

65. Represente graficamente o sistema de inequagoes:

65. Resposta no Suplemento
para o professor. {

66 b. Nao, pois x e y representam o nimero de calcas
188 de cada tipo, entdo precisam ser nimeros naturais.

2x—y—10<0
X+y—2>0

Registre em seu caderno

66. Uma fabrica produz dois tipos de calca, A e B, sendo x a
quantidade diaria produzida da cal¢a A e y, a da calca B.
Cada unidade produzida de A custa R$ 30,00 e cada unidade
produzida de B custa R$ 70,00; portanto, o custo total didrio
da produgdo conjunta de A e B é igual a p = 30x + 70y.

a. Sendo o custo total didrio igual a R$ 4.200,00, para a
producao de igual quantidade das calgas A e B, quantas
calcas sdo confeccionadas por dia? 66 a. 84 calcas.

b. ARGUMENTAGAO Nessa situacio, x ouy podem nao ser
ndmeros naturais? Justifique sua resposta.

c. Se o custo total diario for R$ 6.300,00, quais sdo os

valores maximos para x e y, sabendo quex > 0ey > 07
. . 66c.x=210eYy =90.
d. ARGUMENTAGCAO Expresse essa situagao, por meio de

uma inequagao, considerando que o custo total diario
maximo é R$ 6.300,00. A representacéo grafica dessa
inequagao é um semiplano? Justifique sua resposta.

66 d. 30x + 70y — 6.300 < 0, com x € N e y € N; ndo, pois, como a situagao esta
definida apenas para x € N e y € N, a representagdo grafica da inequagao € um conjunto
finito de pontos do semiplano 30x + 70y — 6.300 < 0.
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Medida da area de uma superficie
triangular: uma aplicacao na
Geometria analitica

Considere o triangulo ABC.

B®

o C
Na Geometria plana, a medida da area desse triangulo é dada por:

1.Bc-AH

triangulo = 2

A
Considerando a medida de distancia entre dois pontos e entre um ponto e uma reta, essa
férmula pode ser escrita como:
Atriangulo = % - dg ¢+ d, » em que r é a reta suporte do lado BC do tridngulo.

Observe o triangulo ABC representado no plano cartesiano a seguir.

y
5

Os pontos A(5, 2), B(3, 5) e C(1, 0) sdo vértices do triangulo ABC.
Vamos calcular a medida da area desse triangulo.

Podemos escolher BC como base e determinar sua medida de comprimento:

dsc=V(1 =37+ (0 - 52 =V4+25=129

Agora, vamos determinar a equacado da reta r, suporte do lado BC:

1

11 =0=>5x+y—-5-3y=0=>5x-2y-5=0
1

- W X
o Ul <

A medida da distancia do vértice A a reta r, suporte do lado BC, é dada por:

155+ 22+ 5] _|16] _

d __16
Ar V52 + (=2)? V29 V29

Considerando os dados obtidos, vamos calcular a medida da &rea do triangulo.

1 1
Atriéngulo = % . dB, c’ dA, r= Atriéngulo = % V29 - Fsg = 76 =8

Portanto, o triangulo ABC tem 8 u? de medida de area.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Para simplificar
a linguagem em
contextos que en-
volvem medidas
de area, ao nos
referirmos a uma
superficie poligo-
nal, geralmente
usaremos o nome
do poligono que
a determina. Por
exemplo, em vez de
dizer "a medida da
area da superficie
triangular”, dire-
mos “a medida da
area do triangulo”.
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Formula da medida da area do triangulo

Agora, vamos executar os mesmos passos do procedimento anterior para calcular a medida da
area de um tridngulo qualquer supondo conhecidos os seus vértices A(X4, Ya), B(xg, yg5) € Clxc, Ye)-

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

A medida de comprimento do lado BC é:

dg c= \/(Xc - XB)2 + (e - YB)Z

A equacao da reta r, suporte do lado BC, é dada por:

x y 1
detD'=|xg yp 1| =Ws—yc)x+ xc—xg)y+ Xgyc— Xcyg) =ax+by+c=0
Xc Y 1 a b c

A medida da distancia do vértice A a reta suporte do lado BC é:

I R S A 0]
A r—

A matriz D é a ma- \/(yB - yC)2 + (Xc = Xs)z

triz D' com x = X, d. = |detD|

ey=ya A r—

\/(YB - YC)Z + (Xc - XB)Z

A medida da area do triangulo é dada por:

1
Atriéngulo =3 dB, c’ dA, r

2
2 _1_(m>-ldewl
triangulo _j >
o~y Txc - x5)

Portanto, a medida da area do tridangulo de vértices A(x,, ¥), B(xs ¥g) € Clxc yo) é:

' Xa Ya 1
Atriéngulo = zldet b | ,comdetD=|xz yg 1
Xc Ye 1

Atividade resolvida

R30. Sabendo que os pontos A0, 1), B(3, 3) e C(6, y ) sdo os vértices de um tridngulo cuja medida

. ;. 2 . T
da area ¢é igual a 6 u”, determine os possiveis valores de .

» Resolucdo

1 1
Atriéngulo=6:AtriéngulozfldetD| =>6:5|detD| =>|detD| =12
0 1 1
detD=(3 3 1[=0+64+3y—18—-0—-3=3y—15
6 y 1

Resolvendo a equagdo modular, obtemos:
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y—15=12 y=9
|detD|=12=>|3y—15|:12=> ou =< ou
3y —15=—12 y=1
Portanto, y =1ouy =09.
Para cada um desses valores de y, temos as superficies triangulares represen-
tadas na figura.

Atividades propostas

67. Obtenha a medida da area do quadrilatero ABCD, em u’, sabendo que seus veértices
sd0 os pontos A(4, 0), B(7, 2), C(0,5) e D(1, 1). 67. 17 *

y
68. Considere as retas r e S, de equagdesy = —3x + 6 e
y=- % + 2, respectivamente. ,\
Determine: B
68 a. A0, 2), B0, 6), C(2, 0) e D(4, 0).
a. os pares ordenados assocnados aos pontos A, B, CeD;
b. o par ordenado associado ao ponto Q, interseccdo das retasr e s; J
. . ' 8 6 s
c. a medida da 4rea da figura azul, em u’ esc. 2y 68 b. Q(gv 5) ATQ
; . 14 2, 14 2
d. a medida da area do quadrilatero OAQC, en; u’; 68d. ¢ u 0 C\ < %
e. amedida da area do poligono OBQD, em u”. 68 e. % o
69. Dois dos vértices de um triangulo ABC sdo A(2, —2) e B(3, —3). Sabe-se que a medida da
area desse triangulo é 6 ue que o vértice C pertence a reta 2x + y — 1= 0. Determine os
possiveis pares ordenados que podem ser associados ao do vértice C. 69. (—11, 23) ou (13, —25)
70. ELABORAGAO DE PROBLEMAS EMDUPLA Elabore um problema sobre o célculo da medida
da area de um trapézio dadas as coordenadas de seus vértices. Troque-o com um colega
para que um resolva o problema formulado pelo outro. Depois, destroquem os problemas
para verificar a resolucao. 70. Resposta pessoal.
Circunferéncia
Desde a Antiguidade alguns povos se preocupam em estudar a circunferéncia. Por oDS 9
exemplo, no papiro Rhind (texto matematico escrito pelo egipcio Ahmes por volta de
1650 a.C.), existem problemas envolvendo o calculo de medida de area de um circulo. &

Por volta de 300 a.C., o matematico grego Euclides (c. 325-265 a.C.) escreveu a Oriente os estudantes a
obra intitulada Elementos, na qual descreve construcdes com régua e compasso consultar as paginas 8 e 9

. A . . . o ara saber mais sobre este
tragando retas e circunferéncias. Mais tarde, René Descartes contribuiu para o 203 demais Objetivos de

desenvolvimento da Geometria analitica, em que ha outro enfoque para o estudo  Desenvolvimento Sustentavel.

da circunferéncia.

O formato de circunferéncia esta presente em diversas situa¢des do mundo mo-
derno, desde o uso no dia a dia até o emprego em experimentos cientificos, como
no formato do contorno do tinel do Sirius: um acelerador de particulas brasileiro,
instalado em Campinas (SP).

191
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Para saber mais
sobre o Sirius, vocé
pode acessar o site
https://www.Inls.
cnpem.br/sirius/.
Acesso em: 18 out.
2024.

Questao. A medida do
comprimento do raio

do tunel do Sirius é
aproximadamente igual a
82,5 m.

Todo segmento de
reta cujas extremi-
dades sdo o centro e
um ponto qualquer
da circunferéncia é
um raio dessa cir-
cunferéncia.

192

Considerado uma das mais modernas infraes-
truturas ja construidas no Brasil, esse acelerador
de particulas foi projetado para emitir luz com
brilho mais intenso dentre outros equipamentos
de mesma classe de energia.

Acelerador de particulas
Sirius, em Campinas (SP).
Foto de 2022.

Confira a seguir como funciona o Sirius.

. Elétrons chegam ao anel
principal, onde circulam
a aproximadamente
300.000 km/s.

1. Dentro de um canhéo de
elétrons, essas particulas
sdo geradas e aceleradas
pela primeira vez.

“ . Elétrons sdo desviados e

% saem nas estacdes de

4 pesquisa em forma de luz
— sincrotron.

2. Elétrons sdo enviados a \
um segundo acelerador, ——
onde sdo “arrumados”.

O processo inicial de aceleragdo comeca com o aquecimento de um fio de tungsténio. Assim,
elétrons sdo liberados do material no canhdo de elétrons e conduzidos para os anéis de aceleracgao.

Campos elétricos aceleram as particulas a medidas de velocidade préoximas a da luz
(300.000 km/s) e campos magnéticos sdo responsaveis pela mudanca de trajetéria delas em
um tunel cujo comprimento da circunferéncia mede 518 metros.

Qual é a medida aproximada do comprimento do raio do tunel do Sirius?

A radiacdo passa pelas amostras a serem analisadas nas linhas de luz. Nessas linhas sdo
realizadas medicdes para experimentos que usam diferentes técnicas, como espalhamento
de raios X, espectroscopia do infravermelho ao raio X, cristalografia, tomografia e outras.

A circunferéncia como lugar geométrico

Quando analisamos figuras geométricas com base em certa propriedade, estamos estudando
um lugar geométrico. Considere a definicéo:

Lugar geométrico é um conjunto de pontos que partilham uma propriedade, de modo que:
e todos esses pontos atendam a essa propriedade;
e somente esses pontos tenham essa propriedade.

Na Geometria analitica, estudamos a circunferéncia como um lugar geométrico, pois ela
é um conjunto de pontos que obedecem a seguinte propriedade: todos estdo a mesma me-
dida de distancia do centro. Além disso, todos os pontos da circunferéncia, e somente eles,
atendem a essa propriedade.

Dados um ponto fixo C do plano e uma medida de distanciar, a P
circunferéncia A é o lugar geométrico dos pontos P do plano que
estdo a mesma medida de distancia r de C.

O ponto C é o centro da circunferéncia, e r é a medida de comprimento do raio.

ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA
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Equacdes da circunferéncia

Equacio reduzida da circunferéncia
Assim como procedemos na obtencdo da equacdo da reta, impondo uma condicdo algébrica
para as coordenadas dos seus pontos, também podemos determinar a equagdo da circunferéncia.

Com base em sua definicdo como lugar geométrico, vamos estabelecer uma relacdo para
um ponto qualquer P(x, y) que pertence a circunferéncia de centro C(a, b) e raio de medida
de comprimento r.

<
2
x
=

o
a
Q
o
=
ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

O ponto P(x, y) pertence a circunferéncia se, e somente se, d¢ p=r.

Logo: \/(x —a)l+(y-b’=r

Elevando os dois membros da equac¢do ao quadrado, temos:
(x-a)+(y-b’=r

A equacdo descrita é a equacgao reduzida da circunferéncia de centro C(a, b) e raio de
medida de comprimento r.

Acompanhe o exemplo.
Vamos determinar a equacdo reduzida da circunferéncia de raio de medida de comprimento

r =3 e centro C(-2, 1).
. A . i circunferéncia de centro C(a, b) e
Tomando um ponto P(x, y) qualquer da circunferéncia, temos: raio de medida de comprimento

x—a)Y+(y-b’=r’ e L,

2 2_ 2 x-ay+-b)"=r
[x = (=2)] +(,V—1) =3 Para que seja x> + y* =r?,
(x+2)2+(y—1)2=9

devemos ter:
Logo, (x + 2)> + (y — 1) = 9 é a equacdo reduzida dessa circunferéncia.

Questao. A equagéao reduzida da

x—a=x=>a=0
y-b=y=>b=0

Logo, o centro da circunferéncia
Quando a equacao reduzida da circunferéncia éx? +y2 =r? qual é o centro da circunferéncia?  de equagéo x* + y* = r? 6 C(0, 0).

Atividades resolvidas

R31. Verificar se os pontos A(6, —3) e B(4, 0) pertencem Como obtemos uma sentenga verdadeira, o ponto

a circunferéncia de raio de medida de comprimento
r=4eC(2,-3).
» Resolugao

Primeiro, vamos obter a equacéo reduzida dessa cir-
cunferéncia:

x—a)+(@y—bl=r’

=2 +[y— (=3 =4

x—27+(+3) =16

Para saber se os pontos A e B pertencem a circunfe-

réncia, vamos substituir suas coordenadas na equagao
reduzida obtida.

« Substituindo as coordenadas do ponto A(6, —3) na
equacéo (x — 2)’ + (y + 3)* = 16, obtemos:
(6—2)+(-3+3)’=16=
= 4’ 4+ 0’ =16 = 16 = 16 (sentenca verdadeira)

A(6, —3) pertence a circunferéncia.

« Substituindo as coordenadas do ponto B(4, 0) na
equagio (x — 2)2 +(y+ 3)2 = 16, obtemos:
(4-2+(0+3’=16=

:>22+32:16=>4+9=16=>13=16(senten§a
falsa)

Como obtemos uma sentenga falsa, o ponto B(4, 0)
ndo pertence a circunferéncia.

R32. Determinar as coordenadas do centro C e a medida do

comprimento r do raio de uma circunferéncia a partir
de sua equacio (x + 1)° +y’ = 16.

» Resolucio

Podemos obter o centro C(a, b) e a medida de com-

primento r do raio da circunferéncia comparando a
equacdo na forma reduzida com a equagao dada:
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R33.

(x—a)2+(y—b)2=r2

(x+ 1)? +y2 =160u[x —(-1)]* + (v— 0’ =16
Logo, a = —1e b = 0; entdo, C(—1, 0).
Comor’=16er> 0, entior=4.

Portanto, o centro é C(—1, 0) e a medida de compri-
mento do raio é 4 u.

Determinar a equagdo reduzida da circunferéncia
representada a seguir.

Atividades propostas

71.

72.

73.

74.

75.

76.

194

Obtenha o centro C e a medida de comprimento r do raio
das circunferéncias de equagdes:

a. (x—1)7+ (v— 2)>=100 71a.C1,2)er=10.

b. X'+ (y—3)’=5 71b.C(0,3)er=15.

c. (x=5)+y’ :% 71 c. CG5, O)er:g.

Indique quais dos pontos P(—2, 1), Q(—1, 3), R(-2, 3),
$(0, 1) e T(—1, 0) pertencem a circunferéncia cuja equagao
reduzida é (x + 3)2 + (- 1)2 =5.72.ReT.

ARGUMENTAGAO Uma circunferéncia representada no plano

cartesiano pode ser grafico de uma fungao? Justifique sua

resposta. 73. Nao, pois para alguns valores de x ha dois
valores de y correspondentes.

Escreva a equagao reduzida do lugar geométrico dos pontos

do plano cartesiano que distam 3 u do ponto C(2, —1).
74.x - 22+ (y+1°=9

Determine, em cada caso, a equagao reduzida da circunferéncia

que tem raio de medida de comprimento r e centro C.

a. r=2eC(1,3). b. r=24e2C(0, 0).

75a. (x— 1V +(-3°=4 . 75b.x*+y®=16,
Determine a equacao reduzida da circunferéncia que tem

o segmento de reta RS, de extremidades R(3, 0) e S(-3, 3),
2
como didmetro. 76. x* + <y - %) =%

» Resolucao
De acordo com a figura, C(—1, —3) e P(3, —6).

A medida de comprimento do raio dessa circunferéncia
¢ igual a medida da distancia d ¢ p. Assim:

r=dCIP=>r=\/(3+1)2+(—6+3)2=>

=2r=V16+9=>r=v25=>r=5

Substituindo as coordenadas do centro da circunfe-
réncia e o valor de r na equagéo da circunferéncia,
obtemos:

x—a)Y+@y—-b)’=r’

= (=D + = (-3) =5
x+1)’+(@y+3)°=25

Logo, a equacdo reduzida dessa circunferéncia é:

(x+1)2+(y+3)2:25

Registre em seu caderno

77. Obtenha a equacao reduzida de cada circunferéncia repre-

sentada a seguir.
a.

vértices de um quadrado cuja diagonal BD é um raio da
circunferéncia A, de centro D. Determine a equacgao reduzida
deh. 78.(x+ 27+ (y— 4P =50

A3, 4)
°

\4.,/31(3, - :)

Equacio geral da circunferéncia

A equacao geral da circunferéncia de centro C(a, b) e raio de medida de comprimento r é
obtida desenvolvendo-se os quadrados da equacao reduzida.

(x—a)2+(y—b)2=r2=>x2—2ax+a2+y2—2by+b2—r2=0

Portanto, a equacdo geral da circunferéncia é:

x2+y2—2ax—2by+a2+b2—r2=0

Essa equacdo também é chamada de equag¢do normal da circunferéncia.

Observe que essa equagdo pode ser escrita como x? +y2 —2ax—2by+c=0,emquecéotermo
independente e c = a® + b* — r%. Dessa forma, verificamos que ela é uma equacgdo incompleta
do 22 grau com duas variaveis, ja que a completa é do tipo Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F=0.

ws g
77a.x’ +y? =25 77b.(x - 27 + (y - 1) =10

78. Os pontos A(3, 4), B(3, —1), C(—2, —1) e D(x, y) sdo os
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Observe os exemplos.

a.

Vamos obter a equacao geral da circunferéncia de centro C(-3, 1) e raio de medida de
comprimento r = 2.

Para isso, podemos escrever a equacdo reduzida da circunferéncia e, em seguida, de-
senvolver os quadrados.

X+3°+ (-1 =4=2x"+6x+9+y° - 2y+1=4>
>x2+y?+6x-2y+9+1-4=0
Portanto, a equacdo geral da circunferéncia é: x2+y2+6x— 2y+6=0

y A

|
<

o

xY

. Dada a equacao da circunferéncia x? + y? — 6x + 8y — 24 = 0, vamos determinar o centro C

e a medida de comprimento r do raio.
Para isso, tentamos escrever a equacdo por meio de trindmios quadrados perfeitos.

X+y’—6x+8y/-24=0=>x>—6x+O+y’+8y+ A=24+0+ A
0 D)
Para que (I) e (Il) sejam trindbmios quadrados perfeitos, precisamos completa-los, respec-
tivamente, com os numeros 9 e 16.
Ao adicionarmos 9 e 16 ao primeiro membro, para que a igualdade se mantenha, é
preciso adicionar 9 e 16 também ao segundo membro. Assim:

x2—6x+9 + y’+8y+16 =24+9+ 16
—_——— < 7
(v + 4

49

(x-3?° +

y

/]
0

~4

Portanto, o centro da circunferéncia é C(3, —4) e o comprimento do raio mede 7 u.

Atividade resolvida

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

F_ 2 2 2
A=a +b"—r
r :az+b2—£
:_ D' E* _F
4A7  4A7 A
,— D’ +E*— 4AF
4A°
comD?+E* —4AF>0

as condicdes sdo:

R34. Seja Ax® + By2 + Cxy +Dx+ Ey + F =0 uma equagao Observe que:
completa do 22 grau. Determinar as condigbes que os
coeficientes A, B, C, D, E e F devem cumprir para que B _ _
a equacao dada seja de uma circunferéncia. A~ 1>A=870
> Resolugio
Vamos transformar em 1 o coeficiente de x°. Para isso, % =0=>C=0
dividiremos a equagao por A:
2,482 C Dy By P D D
X +2y +Axy+Ax+Ay+A—O(A7é0) A=-a>a=-—o
Agora, compararemos essa equagao com a equacgio
geral da circunferéncia: E_ _ __E
2 c o A 2b=>b A
X 9} + X/{y + % =0
T Portanto, concluimos que
2 2 2, 2
x“+0y < 20x=2by +a"+b = A=B#0,C=0eD>+E>—4AF>0
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Atividades propostas

79. Determine, se existirem, o centro C e a medida de compri-
mento r do raio da circunferéncia em cada caso.
a x’ +y’—2x+2=0 b. (x+1)°—(y—2>=9

79a.C(1, -1)er= \/~§. 5 ) 79 b. Nao existem.
Analise se a equacgdo 4x~ + 4y~ + 4x + 8y + 9 = 0 representa

uma circunferéncia. 80. Nao representa.

80

81. Dada a equacgio da circunferéncia X+ y2 —6x+ 18y +
+ 8 =0, determine o par ordenado associado ao centro
e a medida de comprimento do raio dessa circunferéncia,
usando para a solu¢ao o método de completar quadrados

e a analise dos coeficientes. 81.C@, -9 er=82.

82. Determine a equacao geral da circunferéncia, em cada caso,

dados o centro C e a medida de comprimento r do raio.
a. ((-3,2)er=3. b. C(0, —5)er=+/5.
Em que condic¢bes a equagdo a seguir representa uma

circunferéncia? 83.p < 1
x2+y2+x+y+§=0

83

82a.x’+y’+6x—4y+4=0 82b.x>+y*+10y+20=0

Posicdes relativas

Registre em seu caderno

84. O quadrilatero ABCD é um retangulo inscrito na circunfe-
réncia de equagao X+ ,v2 —-5=0.

y

a. Se a abscissa de A é 2, o que vocé conclui sobre sua
ordenada? 84a.y =1

b. Determine os pares ordenados associados aos outros

trés vértices do retangulo. 84 b. B(-2, 1), C(-2, —1) e D(2, —1).

c. E possivel calcular a medida da area da regido alaranja-
da? Em caso afirmativo, explique como vocé faria para

determina-la.

84 c. Sim; a medida da area da regiéo alaranjada pode ser
calculada pela diferenga entre a medida da area do circulo e a
medida da &rea do retangulo.

Posicao relativa entre ponto e circunferéncia

Observe a ilustracéo a seguir.

°A

°B

ﬁ.

Nessa situacdo, os pontos A, B e C representam posi¢des distintas de trés jogadores em
relagdo a circunferéncia do circulo central do campo de futebol.

As possiveis posi¢coes de um ponto P(x, y) do plano em relagdo a uma circunferéncia A de centro C
e raio de medida de comprimento r sdo: exterior, interior ou pertencente a circunferéncia.

Para analisar a posi¢cdo desse ponto em relagdo a circunferéncia, comparamos a medida de
distancia d do ponto P ao centro C da circunferéncia com a medida de comprimento r do raio

da circunferéncia:

Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

d>r d<r

O ponto P pertence a
circunferéncia.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

O ponto P é exterior a
circunferéncia.

O ponto P é interior a
circunferéncia.
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ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

Atividades resolvidas

R35. Determinar a posi¢ao de cada um dos pontos indica- a. Determinar a equagdo dessa circunferéncia.
dos a seguir em relagdo a circunferéncia de equacio

Ot v~ 2 =9, b. Indicara posicio dos pontos A(v2, V3) e B(—2,—2) em

relagdo a circunferéncia.

a. P(1,5) b. Q(0,4) ¢ R(3,2) c. Determinar os pares ordenados associados aos pon-
» Resolugido tos pertencentes a circunferéncia e a bissetriz dos
Para saber a posicdo que cada ponto ocupa em relacdo quadrantes impares.

a circunferéncia dada, devemos calcular a medida da

distancia entre cada ponto e o centro da circunferéncia. > Resolugio

Da equacio da circunferénciax” + (y — 2)* = 9, temos o

centro C(0, 2) e a medida de comprimento do raio r = 3. 3. A circunferéncia tem centro C(0, 0) e medida de

) ] L comprimento do raio r = 5.
Calculando as respectivas medidas de distancia, temos:

a. dep=\(1 -0+ (5 -2 > dc, =10

« . A 22
Portanto, a equacdo da circunferénciaéx” 4y~ =5.

b. Vamos determinar a medida da distancia entre cada
Como V10 > 3, entdo d , > r; logo, o ponto P é ponto e o centro da circunferéncia:

exterior a circunferéncia.

d. =12 -0+ ({3 -0)
b. deq=V(0— 07 + (4— 2]’ > d o =2 ca=V W3 -0)
Como 2 < 3, entdo dC,Q < r; logo, o ponto Q é dC,A =45

interior a circunferéncia. ) .
Entdo, d - , =1r; logo, o ponto A pertence a circunfe-

dcp= \/(3 —0’+(2-2"=> dcr=3 réncia.

Entdo, d -  =r; logo, o ponto R pertence a cir-
cunferéncia.

C

de g=V(=2 =0 + (=2 - 0)?

dC’B=‘J§

o

Como V8 > +/5,isto é,d ;> r, 0 ponto B é exterior
a circunferéncia.

R c. Precisamos determinar os pontos de interseccao
. A2 2 . .
entre a circunferéncia (x“ + y“ = 5) e a bissetriz dos
! quadrantes impares (y = x). Entéo:
3 X

é N B n <

y=x
, ., X 4x=523200=53x=2>
. . X +y'=5 2
R36. Observe a circunferéncia representada.
_ \F _ V10
SX=4H2 DX=t"5—
y NG 2 2
5
Parax = \/;_0, temosy = \/;_O; parax = — \/;_O,
V5 Vs temosy = —@.
0 2
X
K‘ Portanto, os pares ordenados procurados sdo
V10 V10 V10 10
% V10 10) , (_J10 _V10),
2 2 2 2

Atividades propostas
85. Indique a posicdo do ponto P(—1, 2) em relagdo a circunferéncia a. P2, -Nex’ + v— 3)’ = 4; 86 a. Exterior

de centro C e medida de comprimento r do raio, em que: b. P(2,2) e (x—2)* + y2 = 4; 86 b. Pertence.

a. C(2,3) e r = 3;85a. Exterior. c. P(—1,0) ex’ + y2 + 2x — 2y — 2 =0. 86 c. Interior.

b. C(—2,2) er=2; 85b. Interior. 87. Se a equacio de uma circunferéncia é x* +y” — 6x — 2y +

c. C(—3,1) er=+/5.85c. Pertence. + 9 =0, calcule o valor de k para que o ponto P(k, 1) esteja:
86. Identifique a posicdo do ponto P em relagdo a circunferéncia a. na circunferéncia; 87a.4ou2.

nos seguintes casos: b. no interior da circunferéncia. 87b.2 <k <4
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88.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO/ARQUIVO DA EDITORA

198

(ESA-2023) Qual é a posicdo do ponto P(5, 3) em relagao
a circunferéncia de centro C(3, 1) e raio igual a 5 unidades?
a. Externo. 88. Alternativa b.

b. Interno, ndo coincidente com o centro.
c. Pertencente a circunferéncia.

d. Coincidente com o centro.

e. Excéntrico.

89a.(x—3)2+(y—2)2:% 89b. (x -3 +(y—2° =1

89. Sabendo que um quadrado tem vértices consecutivos A(3, 3),
B(4,2),C(3,1)eD(2,2), determine:

a. a equacdo da circunferéncia inscrita nesse quadrado;
b. a equagdo da circunferéncia circunscrita ao quadrado;

c. amedida da area da coroa circular formada pelas circun-
A 2
feréncias, em u’. 89 c. 5 v’

Posicio relativa entreretae

circunferéncia

Observe a reproducdo da obra Circles in

a Circle do artista russo Wassily Kandinsky
(1866-1944). Note que algumas figuras
representadas se parecem com circunferén-
cias com regido interna colorida e outras se
parecem com retas. Algumas dessas retas
interceptam as circunferéncias, e outras, ndo.

KANDINSKY, Wassily.
Circles in a Circle. 1923.
Oleo sobre tela,

98,7 cm x 95,6 cm.

Dadas uma reta s e uma circunferéncia A de centro C(x,, y,) e raio de medida de compri-

mento r, ambas no mesmo plano, h

a trés casos possiveis para a posicao relativa entre s e 2,

de acordo com a medida da distancia d entre a reta e o centro da circunferéncia:

Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

d>r d<r

Areta s é tangente a
circunferéncia A.

A reta s é exterior a A reta s é secante a
circunferéncia A. circunferéncia A.

Com base nos trés casos anteriores, concluimos que:

e se d =r, entdo s n A = {A} (s é tangente a circunferéncia 1);

esed>r,entdosni =g (s é exteri

ior a circunferéncia \);

esed<r,entdosni={A, B} (s é secante a circunferéncia }).

Lembre-se de que a medida da distancia de uma reta s, de equagdo ax + by + ¢ =0,

a um ponto C(x,, y,) é dada por:

Cs

_axo+bys+c |

Va? + b?

WASSILY KANDINSKY - MUSEU DE ARTE DA

FILADELFIA, ESTADOS UNIDOS
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Atividades resolvidas

R37.

R38.

Determinar a posicdo relativa entre a reta s de equagao
x +y + 1=0eacircunferéncia de equagao x*+ y2 +
+2x+2y+1=0.

» Resolugao

Primeiro, vamos obter o centro e a medida de compri-
mento do raio da circunferéncia de equacio x” +y° +
+ 2x + 2y + 1 =0 comparando-a com a equagao geral:
x*+y’—2ax—2by+a’+b’—r’=0

Como —2a=2,entdoa=—1.Como—2b=2,entdob=—1.
Portanto, o centro da circunferéncia é C(—1, —1).
Substituindoa=b=—1ema’+b* —r”> =1, obte-
mosr=1.

Agora, vamos calcular a medida da distancia do centro
da circunferéncia a reta s:

. =|1-(—1)+1-(—1)+1 | 1

o e

Comod  <r,entdo aretas é secante a circunferéncia.

Considere a equagao geral da circunferéncia p:
x> +y’ —2x — 2y — 18 = 0. Determinar a equago
geral da reta v tangente a L no ponto P(—3, —1).

> Resolugao

Vamos determinar as coordenadas do centro C da
circunferéncia:

X’ 4+y’—2x—2y—18=0=>

X -+ T+’ -2y +1=18+1+1=>

= (x— 1)+ -1)"=20

Logo, C(1,1).

Lembremos que, se v é tangente a |1 no ponto P, entdo v
é perpendicular a reta que passa por C(1, 1) e P(—3, —1),
que chamaremos de w.

Vamos determinar o coeficiente angular m,, da reta w:
_—1-1_-2_1
WS 32172472

Com isso, podemos determinar o coeficiente angular
m, dareta v:

m

=TT

2
Logo, aequagiodaretavéy +1=—-2(x+3)=>
>2x+y+7=0

Lembre-se:

m,=

E’I

w

e Sejam A(x,, ya) e B(xg, yp) tais que x, # Xp.
O coeficiente angular da reta r determinada pelos
Y= Ya
Xg = Xa
e Se ressao retas perpendiculares, entdo:
m,-mg=—1

pontosAeBé:m=

R39. Representar no plano cartesiano o sistema de inequagdes:

X+y—220
x—4’+ @y —17<9

R40.

> Resolugao

Ainequacdo x + y — 2 > 0 representa um semiplano
situado acima da reta x + y = 2, incluindo a propria
reta. Portanto, temos a representacao grafica a seguir.

Alinequagdo (x — 4)* + (y — 1)° < 9 representa a reuniio
de todos os pontos da circunferéncia (x — 4)* + (y — 1)’ =
=9 com todos os pontos interiores a ela. Como a circun-
feréncia tem centro C(4, 1) e medida de comprimento
do raio r = 3, temos esta representagao grafica.

A solucédo do sistema é a representagao grafica da in-
terseccdo dos dois conjuntos obtidos anteriormente.
Logo, temos:

Obter os valores de k para que a reta y = x + k seja
tangente a circunferéncia X+ y2 -9=0.
» Resolugao

Para determinar o(s) ponto(s) de interseccao entre a
reta e a circunferéncia, resolvemos o sistema:

y=x+k

X +y’—9=0
Substituindo y = x + k na equacgdo da circunferéncia,
obtemos:

X+ (x+k’=9=0

x>+ x> +2kx+k>*=9=0

2+ 2kx+ (k> =9)=0 (equagao do 22 grau)
A=k =42k’ -9)

Devemos ter A = 0, entdo:
—4k>+72=0=>k’=18 >k =3V2 ouk = —3v2

Para haver tangéncia, a equacio do 22 grau em x
deve ter solucdes iguais; por isso, a condicdo: A =0

199
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Atividades propostas

90. Determine, em cada caso, a posicao relativa da reta s em
relagdo a circunferéncia. Se houver pontos comuns (tangente
ou secante), determine esses pontos.

a. ssx+y=6e(x— 1)2 +(y— 'I)2 = 8 90 a. Tangente; P(3, 3).
b. sx—y=1 ex’ +,v2 =1 90 b. Secante; A(1, 0) e B(O, —1).
C. ssy=x+ 3ex2+y2— 2x =0 90 c. Exterior.

91. Para quais valores de k a reta y = x + k é tangente a circun-
feréncia x* + y2 =42 91. -2V2 ou 2V2.

92. A circunferéncia de equagao X+ y2 -8 —8/+16=0
é tangente ao eixo X No ponto A e é tangente ao eixo y no
ponto B. 92.4V2 u

y
B .C
0 A X

Determine a medida de comprimento de AB, em u.
) 93. Respostas no Suple(nento para o professqr.
93. Represente graficamente no plano as inequagdes a seguir.

a. (x+37+ (-39 b. (x—4) " +y°< 16

94. Qual é a medida da area do circulo representado pela
inequacio x” + (y — 1)° — 1< 0, em u’? 94.

Registre em seu caderno

95. Qual é a medida do comprimento da circunferéncia repre-
~ 2 2
sentada pela equagdo x” +y~ =25,em u? 95. 10z u

96. Escreva a inequagao ou o sistema correspondente a cada
representacio grafica. 96 a. (x — 2)° + (y — 3)° < 13

a. y b. y
2
[ 0| «x
B ,,,,C !
o ' [ -2
‘ LC I
o 2 x A0
97. A > 0: a reta é secante; yz-x-2 T
A = 0: areta é tangente; x+2°+(y+2°<4

A < 0: a reta é exterior.
97. Para determinar a posicao de uma reta relativa a uma

circunferéncia, substituimos uma das variaveis, isolada na
equagao da reta, na equacao da circunferéncia e obtemos,
assim, uma equacgao do 2° grau.

Fazendo a analise do discriminante dessa equacao do
22 grau, determine a posicao da reta em relacdo a circun-
feréncia quando A >0, A=00u A <0.

98. ELABORAGAO DE PROBLEMAS EMDUPLA Elabore as equacbes
de umareta s e de uma circunferéncia A. O problema consiste
em determinar a posicao relativa da reta e da circunferéncia.
Troque-o com um colega para que um resolva o problema
formulado pelo outro. Depois, destroquem os problemas

para verificar a resolucdo. 98. Resposta pessoal.

Posicio relativa entre duas circunferéncias

Considerando duas circunferéncias, A, e A,, distintas em um mesmo plano, podemos analisar
a posicdo relativa entre A, e A, comparando a medida da distancia d entre seus centros C, e
C, com as medidas de comprimento r, e r, dos raios das respectivas circunferéncias:

Posicoes relativas entre duas circunferéncias

Circunferéncias tangentes Circunferéncias disjuntas Circunferéncias secantes
2\
M ?
exteriores exteriores
d=ri+r, d>ri+r,
A, A,
|ri—r| <d<r+n
A
interiores interiores
d=[r—n 0<d< |r-n]
um ponto em comum nenhum ponto em comum dois pontos em comum
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Se duas circunferéncias sdo tangentes, é possivel tracar um tridngulo cujos vértices sejam

o ponto de tangéncia e os centros das circunferéncias? Questao. Nao, pois os pontos séo colineares.

Para saber quantos sdo os pontos comuns entre duas circunferéncias, basta conhecer as
medidas de comprimento de seus raios e a medida da distancia entre seus centros. Para saber
quais sdo esses pontos, é preciso resolver o sistema formado pelas equacées a elas associadas.

Observe os exemplos.

a. Vamos determinar a posicdo relativa entre as circunferéncias definidas pelas equacées

x+2°%+(y—12%>=169 e x> + y? — 6y + 9 = 25.

Primeiro, determinamos os centros C,; e C, e as medidas de comprimento dos raios r; e

r, de cada circunferéncia.

Como (x + 2)2 +(y - 12)2 =169, entédo C,(-2, 12) e r; = 13.

Quando d =0, as
circunferéncias 2,
e A, sdo concéntri-
cas, ou seja, tém o
mesmo centro.

Escrevendo a equagdo reduzida da outra circunferéncia, temos:

x’+y?—6y+9=25=>x>+(y-3°=25
Entdo, C,(0,3)er,=5.

Agora, vamos determinar a medida da distancia d entre os centros C; e C;:

d=1[0-(=2)P+ @ - 12)* =85

Observe que [13 - 5|< V85 <13+ 5,0useja: |r;—r,| <d<r +n,

Portanto, as circunferéncias sdo secantes.

b. Vamos determinar a equacdo da circunferéncia de centro C,(-1, 0) e que tangencia

exteriormente a circunferéncia de equacéo (x + 3)* + y? = 1.

Da equagdo (x + 3)* + y> = 1, temos C,(-3,0) e r, = 1.

As circunferéncias sdo tangentes exteriores; entdo: d =r, + r,

Vamos calcular a medida da distancia d entre os centros das circunferéncias:

d=V[-3- (1) +(0-0>=Vd=2

Comor,=1,temos:2=r;+1=r =1

Portanto, a equagdo da circunferéncia é (x + 1)2 + y2 =1.

Atividades propostas

99. Em cada caso, determine mentalmente a posigao relativa
de duas circunferéncias cujas medidas de comprimento
dos raios sao r, e r,, sabendo que d é a medida da distancia
entre seus centros.

a.
b.
c.
d.
e.
f.

rp=4cm;r,=2cm; d = 2 cm.99 a. Tangentes interiores.
ry=4cm;r,=2cm;d=>5cm. 99 b. Secantes.
ry=6cm;r,=4cm; d = 10 cm. 99 c. Tangentes exteriores.
r;=6cm;r, =2 cm;d=1cm. 99 d. Disjuntas interiores.
ry=5cm;r,=3cm; d = 0 cm. 99 e. Concéntricas.

ry=6cm;r,=4cm; d = 12 cm. 99 f. Disjuntas exteriores.

100. Represente duas circunferéncias que tenham apenas um

ponto de interseccao e uma reta que seja tangente a uma

circunferéncia e secante a outra.
100. Resposta no Suplemento para o professor.

101.

Obtenha, se existirem, os pares ordenados associa-

dos aos pontos comuns as circunferéncias de equacdes
2, 2 2, 2

X +y —4x=0ex " +y — 16x=48.

101. N&o ha pontos comuns.

Registre em seu caderno

102. Escreva o sistema de inequagdes correspondente a re-

presentagao graflca a seguir. 102 2+ y2 <36
y Ry

N
/

/]
¥

103. Resolva graficamente os sistemas.

2 2
. {x2+y2<25 b X +y —6x>0
X—y=5 x2+y2—10x<0
103. Respostas no Suplemento para o professor.

104. Qual é a equagao da circunferéncia, cujo centro é a origem,

tangente a reta de equagao 4x + 3y = 20? Calcule a medida
’ 2 ™ . . A .
da area, em u’, da regido limitada por essa circunferéncia.

104. x* + y? = 16; 16 U2
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PARA FINALIZAR O CAPITULO 7

CONEXOES ENTRE CONCEITOS

Analise 0 mapa conceitual a seguir com a relacdo entre alguns contetidos estudados neste capitulo.

usa sentencas matematicas

para

podem ser
associados a

estudar, por exemplo l
Retas [ Circunferéncias ]
podem ser para centro C(a, b) e raio de medida

¢ representadas por de comprimento r, temos

sl

v

* \
Condicao de E] 5 Equacéo geral
alinhamento

Equacao [(x—a)2+(y—b)2=r2 J [ X+y?—2ax—2by+a*+b>—r=0 J

reduzida

evidencia os

de trés pontos

Relacione os nimeros do mapa conceitual com os conteudos apresentados a seguir.
A. Equacdo geral D. Pares ordenados
B. Coeficientes angular e linear E. Geometria analitica

C. Equacdo reduzida Conexaes entre conceitos. A-3; B-4;C-5D-2;E-1.
SUGESTOES DE AMPLIACAO

Livros

O diabo dos nimeros: um livro de cabeceira para todos aqueles que tém medo de Matematica
Hans Magnus Enzensberger
Sao Paulo: Cia. das Letras, 1997.

A Matematica se resume a uma montanha de nimeros? E os calculos, para que servem? O autor,
um dos maiores poetas da lingua alem3, escreveu esse livro pensando em quem tem medo de
Matematica e ndo gosta de estuda-la. Robert, personagem que conduz a histéria, também pensava
que os nUmeros eram monstruosos, absurdos e inGteis. Mas, um dia, ele comecou a sonhar com
Teplotaxl, um senhor do tamanho de um gafanhoto com aparéncia de diabo, que brinca com os
numeros e surpreende com seus conhecimentos matematicos. As situacdes sonhadas pelo menino
apresentam varios assuntos vistos na escola, como a relacdo de Euler e a sequéncia de Fibonacci,
de maneira curiosa e divertida. A leitura amplia o universo de conhecimentos de todos os leitores.

A Matematica das coisas

Nuno Grato
Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2009.

O livro explora exemplos da importancia da Matematica no dia a dia, como o funciona-
mento do Sistema de Posicionamento Global (GPS) e a relacdo da Matematica com outras
areas do conhecimento.
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AUTOAVALIACAO

Q1. Alternativa c.

Q1.0 poligono de vértices A(2, 0), B(1, 1), C(1, 5) e D(0, 3) é um:
a. trapézio. c. quadrilatero.

b. retangulo. d. paralelogramo.

Q2. A medida da distancia, em u, entre os pontos A(1,-5) e
B(6, -2) é: Q2. Alternativa a.
a. V34 b. 36 c. V108

Q3. Para que uma reta s seja paralela a reta r, representada a

seguir, o coeficiente angular de s deve ser I .
Q3. Alternativa b.

d. 6

c. iguala -1

a. iguala —2 >

b. igual a l d. diferente de l

Q4. As retas de equagdes y = —x +1ley=—2x— 6sdo:

Q4. Alternativa a.
a. concorrentes perpendlculares.

b. concorrentes ndo perpendiculares.
c. paralelas coincidentes.
d. paralelas distintas.
Q5. A medida da distancia, em u, entre o ponto A(1, 0) e a reta
y=x é: Q5. Alternativa c.

a. V2 b. 1 c.\/%

Q6. A medida da area do quadrilatero de vértices A(0, 2), B(0, 0),
C(2,0)eD(3,5), em uz, é: Q6. Alternativa c.
a. 2’ b. 2° 2

d 2

d. 2*

Q7.0 centro e a medida de comprimento do raio da circunfe-
. s 2, 2 «
réncia de equagdo x” + y° — 6x = 0 sd0: Q7. Alternativa a.

a. C(3,0)er=3
b. C(0,0)er=6
c. ((0,3)er=3
d. C(0,0)er=3
Q8. Para que a equagdo mx’ + 4y2 + 8x + 12y + 10 = 0 repre-
sente uma circunferéncia, devemos ter: @s. Alternativa b.
c.m=12
d m=2

a.m=38
b.m=4

Q9. A figura a seguir é a representagao grafica do sistema de
inequagdes dado por: Q9. Alternativa a.

x—17+ (@ -2)<

{x y+120
b. x—17+(@y -2’ <

xX—y—1<0
(x+2) +(y+1)

2x—y+1>0

g =3+ -1<1
’ xX—y+2<0

Se vocé ndo acertou uma ou mais questoes, consulte o quadro a seguir para verificar a quais conceitos cada questao
estd relacionada. Depois, releia a teoria e refaca as atividades correspondentes. Se necessario, peca ajuda ao seu professor.

Relacao entre as questoes e os objetivos do capitulo

Objetivos do capitulo

Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Q5 | Q6 | Q7 | Q8 | Q9

Representar pontos, segmentos e retas no plano cartesiano.

X

Calcular a medida da distancia entre dois pontos.

Escrever as equacdes de uma reta e de uma circunferéncia.

e circunferéncia.

Identificar posi¢cdes relativas entre elementos como ponto, reta

Calcular a medida da distancia entre ponto e reta.

Calcular a medida da area de tridngulos usando determinantes.

graficamente.

Resolver inequacdes do 12 grau com duas incognitas e sistemas,
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Capitulo

8 TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

Parte de um dos murais
do Palacio de Alhambra.

Palacio de Alhambra,
em Granada, Espanha.
Foto de 2022.
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Transformacoes geométricas

Além da grandiosidade, o Paladcio de Alhambra, localizado na cidade de Granada, na
Espanha, tem a arquitetura e a decoracdo islamica como atrativos histéricos e turisticos.

Analise a parte de um dos murais desse palacio apresentada nesta pagina. Essa parte é
constituida de figuras que se repetem, formando um padrao e preenchendo todo o plano.

A construcdo geométrica de uma figura congruente ou semelhante a outra figura no plano,
respeitando-se algumas regras, é chamada de transforma¢do geométrica.

As transformacdes geométricas sdo aplicadas em muitas areas do conhecimento, como em
Matematica, Quimica, Engenharia, Arquitetura, Artes, Fisica, Biologia, entre outras.

Confira estes exemplos de transformacdes geométricas presentes na parte do mural do
Palacio de Alhambra apresentada na pagina anterior.

A Vo Al

No inicio da década de 1920, Escher visitou o Palacio de Alhambra e encantou-se com os
murais que decoravam o palacio. Isso o0 motivou a trabalhar as transforma¢des geométricas
em suas obras.

MISTERSTOCK/
SHUTTERSTOCK

Analise a reproduc¢do de um quadro de Escher.

© 2024 THE M.C. ESCHER COMPANY, BAEXEM

ESCHER, Maurits Cornelis. Regular Division Reptiles. 1942. Aquarela, 34 cm x 45 cm.

A figura do lagarto se repete, formando um padrdo em todo o plano da obra.

Seja um plano a. Uma transformacao geométrica 7 é uma func¢do T: a — a que associa a
um ponto P € a outro ponto P' € «, tal que T(P) = P'. O ponto P' é a imagem de P.

Oriente os estudantes a
consultar as paginas 8 e 9
para saber mais sobre
este e os demais Objetivos
de Desenvolvimento
Sustentavel.

Maurits Cornelis
Escher (1898-1972)
foi um artista grafi-
co holandés conhe-
cido por suas obras
com conceitos geo-
métricos.
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Analise estes exemplos de transformagdes geométricas.

Observagio a. Oquadrilatero A'B'C'D' é aimagem do quadrilatero ABCD por uma transformacdo geométrica.
Usando a notacdo B r B

da teoria de fun-

¢do e nomeando a A A’

transformacao geo- ! )
métrica do exemplo
a como T, podemos
dizer que T(A) = A',
T(B)=B',T(O)=C

eT(D)=D'
C D D’ c
Usando uma régua e um transferidor, meca o comprimento dos lados e a abertura dos
angulos internos correspondentes dos quadrilateros A'B'C'D' e ABCD. A figura A'B'C'D"
é congruente a figura ABCD original?
g;fes;ignheonfezeggge”t“ b. O tridangulo A'B'C' é a imagem do tridngulo ABC por uma transformacio geométrica.

congruentes, pois

AB=A'B'=3cm,

AD=A'D'=3cm, c

BC=B'C'=4cme

CD=C'D'=4cm. c

Os angulos internos

correspondentes sdo B B’
congruentes, pois: De="" | 8|

m(A) = m(A") ~ 106°,

(B) =m(B") = 90°, A
@ = m(cz) ~74°e

m(D) = m(D") = 90°.

Portanto, os quadrilateros

éf,%?uzrﬁei_CD sae Usando uma régua e um transferidor, meca o comprimento dos lados e a abertura dos

angulos internos correspondentes dos tridangulos A'B'C' e ABC. Em seguida, mostre que

m
m

Questao 2. Os angulos

internos correspondentes s&o % = % = % = k, em que k € R. O tridangulo A'B'C' é semelhante ao triangulo
Corlgruentg§, pois:
m(A) =m(A’) = 60°, ABC original?

2%)) - 2%; i%%oe Neste capitulo, trabalharemos dois tipos de transformag¢des geométricas no plano: as que
ComoAB=BC=AC=1cme geram uma figura congruente a original e as que geram uma figura semelhante mas nao
A'B'=B'C'=A'C'=2cm, congruente a original.

temos:

AB _ BC _ AC _1

AB' T B'C'T AC' " 2

°
Os segmentos correspondentes Isometrlas

S&o proporcionais.

Portanto, o triangulo A'B'C' é As isometrias ou transformacgoes isométricas sdo transformacdes que tém a proprie-

semelhante ao triangulo ABC. gade de preservar a medida da distancia entre pontos e gerar uma figura congruente a
figura original.

O triangulo A'B'C' é uma isometria ou uma
transformac&o isométrica do tridngulo ABC. A A’

Como AB = A'B', BC=B'C' e AC=A'C' e
os angulos internos correspondentes sdo
congruentes, os triangulos ABC e A'B'C' sdo
congruentes.

A seguir, falaremos sobre os principais tipos de isometria no plano: as reflexdes, as trans-
lagdes e as rotacdes.
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Reflexoes

Existem dois tipos de reflexdo: em relacdo a uma reta ou em relacdo a um ponto. Vamos
analisar cada caso.

Reflexdao em relagcio aumareta

Observe as imagens a seguir.

Destaque de parte da foto;
sem alteracdo de medidas,
com inclusdo de retare

contornos em vermelho. Ponte do Brooklin na cidade de Nova lorque. Foto de 2020.

Observe que, da esquerda para a direita ou da direita para a esquerda, o contorno do
portal é simétrico em relagdo a reta r. Ou seja, a imagem do contorno, por reflexdo em
relacdo a reta r, coincide com ele préprio.

Sejam uma reta r e um ponto P pertencentes a um plano a. Uma reflexdo de P em rela-
¢do a reta r gera um ponto P' em « se, e somente se, r é mediatriz do segmento PP'.

Dizemos que P' é a reflexao ou o simétrico do ponto P em relacdo a reta r. Se o ponto
P pertencer a reta r, o simétrico de P sera o préprio ponto P.

No exemplo a sequir, a reta r é a mediatriz de qualquer segmento de reta que tem como
extremidades um ponto do poligono ABCDE e sua imagem no poligono A'B'C'D'E'. Logo,
r é mediatriz dos segmentos AA’, BB', CC', DD' e EE'. Assim, podemos dizer que a figura
A'B'C'D'E' é uma reflexdo da figura ABCDE em rela¢do a reta r.

r

al B

Em uma reflexdo, o ponto P', imagem de um ponto P em relacdo a uma reta, é o simé-
trico do ponto P. O ponto P, por sua vez, é o simétrico de P'. A reta de reflexdo também
é conhecida como eixo de reflexao ou eixo de simetria. A simetria em relacdo a uma reta
pode ser chamada de simetria axial.

A reta que passa pelo
ponto médio de um
segmento e é perpen-
dicular a ele é chamada
mediatriz do segmento.
Também podemos de-
finir a mediatriz como
o lugar geométrico dos
pontos do plano que
equidistam de dois
pontos fixos e distintos
desse mesmo plano. Na
figura a sequir, observe
que ospontosC,De E
pertencentes a reta t,
que é mediatriz do seg-
mento AB, equidistam
dos pontos A e B. Isso
ocorre com qualquer
ponto que pertence a
reta t.
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Observagio Observe outro exemplo de reflexdo em relagdo a uma reta.

Cada ponto do
segmento XY tem
seu simétrico no
segmentoX'Y".

O segmento X'Y' é simétrico ao segmento XY e, reciprocamente, o segmento XY é simé-
trico ao segmento X'Y'. A reta s é o eixo de simetria.

Verifique a seguir como construir o simétrico de um segmento, em relacdo a uma reta,
utilizando um software de Geometria dindmica.

Dados um segmento AB e uma reta CD, vamos construir o segmento A'B', simétrico a AB.

1. Definidos o segmento AB e a reta CD, construimos a circunferéncia de centro C e raio CA

e a circunferéncia de centro D e raio DA. Uma das interseccdes dessas circunferéncias é o
ponto A. A outra interseccdo é o ponto A', simétrico de A.

2] - A 4]@] ] o
Rl ‘

V.

ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA/ARQUIVO DA EDITORA

2. Usamos uma ferramenta do software para ocultar as construcdes auxiliares a fim de
melhor compreender os préximos passos da constru¢do principal.

Em seguida, construimos a circunferéncia de centro C e raio CB e a circunferéncia de
centro D e raio DB. Uma das interseccdes dessas circunferéncias é o ponto B. A outra
interseccdo é o ponto B', simétrico de B.

(23 P o 22 S
eIl ‘

oY
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3. Tracamos o segmento A'B', que é o simétrico de AB, e ocultamos as circunferéncias do

passo anterior, bem como os pontos C e D.

2] - A 4] @] 2]

o X

Com essa constru¢cdo geométrica, podemos perceber que, para determinar o simétrico de
um segmento, basta determinar os simétricos das extremidades do segmento e, depois, com

as extremidades determinadas, tracar o segmento simétrico.

Figuras com simetria de reflexdao

Observe algumas figuras que apresentam simetria de reflexdo. Note que algumas delas

tém mais de um eixo de simetria.

a. b. C.
r r n
p
N D C
/ S /t
q
B E
A B A B
C F D
Os po’ntos A e\F pertencem'ao O triangulo equilatero O quadrado tem quatro
pentdgono e aretar, que é o e . . ) X ;
) . . : tem trés eixos de simetria. eixos de simetria.
eixo de simetria dessa figura.

Atividade resolvida

R1. Determinar um ponto C na reta r, de modo que a medida
da distancia do ponto A ao ponto B, passando por C,
seja a menor possivel.

B

A
°

» Resolugao

Primeiro, devemos lembrar que a menor medida de
distancia entre dois pontos é a medida do segmento de
reta que tem esses pontos como extremidades. Assim, se
conseguirmos obter um segmento de reta com extremi-
dades em A e B que passe por C, teremos a solucdo do
problema. Como isso ndo é possivel, pois os trés pontos
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ndo sdo colineares, podemos resolver o problema com

o simétrico do ponto A em relagdo a reta r.

Construimos o ponto A', que é o simétrico do ponto A

em relagdo areta r.

B
o
A
[ ]
r
A
°
Feito isso, vamos tragar o segmento AB.
B
A
°
r
A

Ainterseccio entre 0 segmento A'B e aretar é o ponto C

que procuramos, pois r é a mediatriz de AA'; logo, AC = AC.

Analise o que aconteceria se escolhéssemos um ponto
Q, diferente de C, nareta r.

Note que A'C + CB é menor que A'Q + QB, qualquer
que seja Q pertencente a reta r, pois C esta contido no
segmentoA'B cuja medida de comprimento corresponde
a menor medida de distdncia entre A" e B.

Portanto, o ponto de interseccdo entre a reta r e o0 segmen-

to A'B, tal que A' é o simétrico de A em relagdo a retar,
é o ponto G, para o qual AC + CB é minimo.

A atividade resolvida R1 poderia ter sido resolvida usando o mesmo procedimento, porém
com o simétrico do ponto B em relacdo a retar.

Atividades propostas

1. Considere a figura a seguir e areta r. 1. Alternativa c.

r

Qual das alternativas apresenta a figura simétrica a figura
anterior em relagao a reta r?

a. b.

210

2.

Registre em seu caderno

d.

Leia o texto a seguir e depois faca o que se pede.

Uma empresa solicitou a um designer que fizesse um lo-
gotipo. Para realizar o trabalho, ele tragou um quarto do
projeto e pensou: “Vou fazer duas reflexdes para concluir
o desenho; primeiro, em relacdo a reta r; depois, com a
figura original e a obtida na primeira reflexdo, faco outra
reflexdo em relagdo a reta s”.

Copie em uma malha quadriculada a figura que se refere a um
quarto do projeto e desenhe as duas reflexdes que o designer
pensou para obter o logotipo encomendado pela empresa.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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2. Resposta no Suplemento para o professor.

r Pensando nessa ideia, um triangulo PQR, que esta em um
plano cartesiano, foi submetido a duas reflexdes: primeiro,

GDE; em relagdo ao eixo das abscissas; depois, em relagao ao

S o eixo das ordenadas. Assim, foi gerado um triangulo com

(J ; vértices nos pontos P"(—1, —4), Q"(—2, —1) e R"(—7, —5).
07300 Determine as coordenadas dos pontos P, Q e R do trian-

gulo original. 3. P(1, 4), Q2, 1) e R(7, 5).

4. Uma fonte luminosa emite raios de luz em todas as diregoes,
e esses raios seguem em linha reta a partir dela. Uma fonte
esta localizada no ponto A da figura entre dois espelhos

DE DE . .
@0 o @o o paralelos representados pelas retas r e s. Copie a figura e,
® ; ® ; com régua e compasso, desenhe e explique a trajetéria
07_:,00 07_:,00 que um raio de luz deve percorrer até atingir o ponto B,

apos refletir uma vez em cada espelho. Atencédo! Cuidado
a0 usar 0 cCompasso.

Considere que o meio em que esta sendo propagada a luz

3. Uma figura pode ser obtida por meio de uma composicao , S
é 0 mesmo em toda a sua trajetoria.

de reflexdes. Por exemplo, no plano cartesiano a seguir, o

poligono A'B'C'D'E' é a reflexdo do poligono ABCDE em r s
relagdo ao eixo das ordenadas. O poligono A"B"C'D"E", por A
sua vez, € a reflexdo do poligono AB'CD'E' em relagdo ao .

eixo das abscissas. Assim, podemos dizer que o poligono
A"B"C"D"E" é uma reflexdo do poligono ABCDE, primeiro,
em relacdo ao eixo das ordenadas e, posteriormente, ao

eixo das abscissas.

YA
5
A 4 A’ B
L]
3 B
2 E
E C c
D 1 D’ 4. Resposta no Suplemento para o professor.
ST S 5. SOFTWARE Em um software de Geometria dinamica,
-6 -5 -4 -3 -2 - E 5 X S~ -~
4 D" construa um segmento PQ e o seu simétrico P'Q' em
L} —_—
N E" relagdo a uma reta s. Depois, selecione o segmento PQ e
<
c movimente-o com o botdo |4 . Em seguida, faca o mes-
2 —
> B” mo com o segmento P'Q’, com a reta s, com um ponto da
4 A reta s e, finalmente, com o ponto P. Descreva o que vocé
observou em cada movimento. 5- Resposta pessoal.

Reflexdao em rela¢cdao a um ponto

Analise a reproduc¢do de uma obra de Rza Abbasi. Na obra, o artista usou a reflexao em
relacdo a um ponto.

MUSEU NACIONAL DE ARTE ASIATICA DO

SMITHSONIAN INSTITUTION, WASHINGTON, D.C

ABBASI, Rza. Quatro
cavalos. 1616. Tinta sobre
papel, 12 cm x 15,4 cm.

21



ILUSTRAGOES: NELSON MATSUDA/ARQUIVO DA EDITORA

« 0

OQ

212

No exemplo a seguir, o triangulo A'B'C' é simétrico ao triangulo ABC em relagdo ao ponto O.
Para isso, a medida da distancia do ponto A ao ponto O deve ser igual a medida da distancia
de A' ao ponto O. Note que o mesmo ocorre com os pontos B e C em relacdo aos pontos B' e C',
respectivamente. Isso significa que o ponto O é o ponto médio dos segmentos AA', BB' e CC'.
De forma genérica, o ponto O é também o ponto médio do segmento XX', sendo X um ponto
qualquer do triangulo ABC, e X', o seu simétrico pertencente ao triangulo A'B'C'.

O ponto O é chamado de centro de reflexdo. Dizemos, por exemplo, que o ponto A' é simé-
trico ao ponto A em relacdo ao ponto O, e, reciprocamente, o ponto A é simétrico ao ponto A'.

- N

Sejam os pontos O e P pertencentes a um plano «. Uma reflexdo de P em relagdo ao ponto
O gera um ponto P' em « se, e somente se, O é ponto médio do segmento PP'. Dizemos
que P' é a reflexao ou o simétrico do ponto P em relacdo ao ponto O. Se o ponto P coin-
cidir com o ponto O, a reflexdo do ponto P ou o simétrico de P em relagdo ao ponto O
sera o proprio ponto P.

Observe outro exemplo de reflexdo em relacdo a um ponto.

A figura P'Q'R'S' é simétrica a figura PQRS em rela¢do ao ponto O.

Acompanhe a seguir a construcao do simétrico P' de um ponto P em relagdo a um centro
de reflexdo O, utilizando um software de Geometria dindmica.

Dados um ponto O, centro de reflexdo, e um ponto P, vamos construir o ponto P', simétrico
de Pem relagdo a O.

1. Definidos os pontos P e O, tragamos a reta PO.

2 AM el -2
rdrdrardd ‘

2. Construimos a circunferéncia de centro O e raio OP.

2 AM el - e
el ‘

T
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3. Ha duas intersec¢des entre a reta PO e a circunferéncia de centro O e raio OP, sendo
uma delas o ponto P. A outra sera o ponto P', simétrico de P em relacdo a O.

[/ <4]@]4

o

X

4. Ocultamos as construcdes auxiliares, deixando apenas o ponto P, o seu simétrico P' e o

centro de reflexao O.

2/ <4]@]4

L L]l

Questao. Ao movimentar o ponto P, o ponto P'
também se movimentara, mantendo a simetria
em relagdo ao ponto O.

Se for possivel, use um software de Geometria dindmica para fazer essa construcdo. Ao termi-

nar, cliqgue no botdo L“/e movimente o ponto P. O que vocé verificou com esse movimento?

Atividades propostas

6. Em qual das alternativas a figura A'B'CD'E' é simétrica da
figura ABCDE em relagdo ao ponto F? 6. Alternativa a.

a.
B
A
D
E C
F
c E'
~_ p
Al
B
b. 5
A
D T
E q
E' o
D
A
B

Registre em seu caderno

B
A
D ~_
E C
F
B’
A
D" T —_
E (&
B
A
D ~_
E C
F
Al
E
D’
B
c
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7. Resposta no Suplemento para o professor.

7.

214

Uma figura pode ser obtida por meio de uma composiciode | 8.
reflexdes em relagdo a pontos no plano. Pensando nessa ideia,
em uma malha quadriculada, copie a figura e os pontos P e Q.
Depois, faca uma reflexdo da figura em relagéo ao ponto P e,
com a figura obtida, faca outra reflexdo em relagdo ao ponto Q.

Q

Translacoes

8. Exemplo de res