Probabilidade condicional e independéncia de eventos

Aula 8 — Probabilidade condicional

e independéncia de eventos

Nesta aula voceé aprendera os conceitos de probabilidade condicional e
independeéencia de eventos. Voce vera também que esses sao conceitos impor-
tantes na modelagem de fenomenos aleatérios, com aplicagoes em diversas

areas do conhecimento.

Probabilidade condicional

Consideremos o langamento de um dado equilibrado. J& vimos que o
espago amostral desse experimento é 2 = {1,2,3,4,5,6}. Considere o evento
A = “sair face 2”. Se nao temos qualquer informacao além de o dado ser
equilibrado, vimos que Pr(A) = 2.

Suponhamos, agora, que o dado tenha sido lancado e a seguinte in-
formagao fornecida: “saiu facer par”. Qual é a probabilidade de ter saido
face 27 Note a diferencga: agora nds temos uma informacao parcial sobre
o experimento e devemos usa-la para reavaliar a nossa estimativa. Mais
precisamente, sabemos que ocorreu o evento B = “face par”. Com essa in-
formacao, podemos nos concentrar no evento B = {2,4,6} , uma vez que as
faces 1, 3, 5 ficam descartadas em fun¢ao da informagao dada. Dentro dessas
trés possibilidades, a probabilidade do evento A passa a ser % Calculamos,

assim, a probabilidade do evento A, sabendo que ocorreu o evento B. Essa

probabilidade sera denotada Pr (A| B) (1é-se probabilidade de A dado B).

Consideremos, agora, o lancamento de dois dados equilibrados e os
eventos A = “soma das faces é par” e B = “soma das faces é maior ou igual
a 9”. Se sabemos que ocorreu B, qual é a probabilidade de ter ocorrido A?

Queremos calcular Pr(A|B). Temos que

B ={(3,6),(4,5),(4,6),(5,4),(55),(5,6),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

Se ocorreu B, a unica chance de ter ocorrido A é que tenha ocorrido o evento

ANB = {(4,6),(5,5),(6,4), (6,6)}
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e, nesse caso, a probabilidade ¢ 75, ou seja,
4 5 Pr(AnB
Pr(AB) = & — 3 _ PriAn D)

0
10 55 Pr(B)

Esses dois exemplos ilustram o fato geral que esta exibido na Figura 8.1:
se sabemos que aconteceu o evento B, esse evento passa a ser o “novo espaco
amostral” e nesse novo espago amostral, a inica parte de A presente é AN B

- parte sombreada mais clara.

Figura 8.1: Probabilidade condicional Pr(A|B).

Com esses exemplos, estamos ilustrando uma situacao comum, onde
temos que calcular a probabilidade de um evento tendo uma wnformacao

parcial. Esse é o conceito de probabilidade condicional.

Definicao
A probabilidade condicional do evento A dada a ocorréncia do evento
Bé
Pr(ANB)
Pr(A|B) = ———=
(AB) = 5

Note que, nessa definicao, temos que supor que o evento B é um evento

possivel, ja que ele ocorreu. Logo, é 6bvio que Pr(B) > 0.

Exemplos

1. Um grupo de 100 alunos foi classificado quanto ao sexo e a atividade

de lazer preferida, obtendo-se a distribuicao dada na tabela abaixo.

Sexo Atividade de lazer

Cinema Praia Esporte | Total

Masculino 10 12 13 20
Feminino 15 41 9 80
Total 25 53 22 100
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(a) Qual é a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso neste

grupo ser do sexo masculino?

(b) Se a pessoa escolhida prefere a praia como atividade de lazer, qual

é a probabilidade de que seja um homem?

Solugao:

Vamos definir os seguintes eventos: M = “masculino”; F' = “feminino”;

C = “cinema’”; P = “praia”; E = “esporte”.

(a) O problema pede Pr(M). Como ha 20 homens dentre as 100 pes-

soas, temos que
20 2

100 10
(b) O problema pede Pr(M|P). Por definigao,
Pr(M N P) & 12
Pr(M|P) = ——— 2 =10 _ =
H(MIP) Pr (P) 5~ 53
Note que a probabilidade do evento “aluno do sexo masculino”
se modifica quando sabemos que a pessoa prefere a praia como

atividade de lazer.

2. De um baralho de 52 cartas, extrai-se uma ao acaso. Defina os eventos
C' = “carta é de copas” e R = “carta é um rei”. Calcule Pr(C), Pr(R),
Pr(CNR), Pr(C|R).

Solucao: 51
P = — = —
MO =5=1
Pr(R) — - — -
52 13
Pr(CNR)= 1
52
Pr(CNR) & 13 1
r(C1R) Pr(R) 175 1 r(C)

Neste caso, a probabilidade do evento C' nao se modifica quando sabe-

mos da ocorréncia do evento R.

3. De um total de 500 empregados, 200 possuem plano pessoal de aposen-
tadoria complementar, 400 contam com o plano de aposentadoria com-
plementar oferecido pela empresa e 200 empregados possuem ambos os

planos. Sorteia-se aleatoriamente um empregado dessa empresa.
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(a) Qual é a probabilidade de que ele tenha algum plano de aposen-

tadoria complementar?

(b) Qual é a probabilidade de que ele ndo possua qualquer plano de

aposentadoria complementar?

(¢) Seoempregado conta com o plano de aposentadoria complementar
oferecido pela empresa, qual é a probabilidade de que ele tenha

plano pessoal de aposentadoria complementar?

(d) Se o empregado tem plano pessoal de aposentadoria complemen-
tar, qual é a probabilidade de que ele conte com o plano de aposen-

tadoria complementar da empresa?

Solugao:

Vamos denotar por E o evento “empregado tem o plano aposentadoria
complementar da empresa” e por P o evento “empregado possui plano

pessoal de aposentadoria complementar”. O problema diz que

200 2 400 4 200 2

Pr(P)= — = - Pr(F) = — = - Pr(iPNE)= — = -

((P) t(E) (POE) =20 =
Note que essas informagoes podem ser dispostas em forma de tabela

COIMo:

Plano pessoal | Total

Sim Nao

Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 | 500

Os ntimeros em negrito sao as informagcoes dadas no problema; o restante

¢é calculado observando-se os totais de linha e de coluna.

(a) O problema pede

Pr(P U E) = Pr(P) + Pr(E) — Pr(P N E) :§+§_§:g
(b) O problema pede
— 4 1
Pr(PNE) :PI(PUE):l—Pr(PUE)—l—g =%

(¢) O problema pede

Pr(P|E) = % -

[SUENSIIN]
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(d) O problema pede

Pr(E|P) = % _

UGN
I
—_

Atividade 8.1

1. Dois dados equilibrados sao lancados.

(a) Encontre a probabilidade de sairem faces iguais nos 2 dados.

(b) Sabendo-se que a soma das faces foi menor ou igual a 4, calcule a

probabilidade de sairem faces iguais nos 2 dados.
(c) Calcule a probabilidade de sair 5 em pelo menos um dado.

(d) Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine

a probabilidade de sair 5 em pelo menos um dado.

2. A probabilidade de que uma nova campanha publicitaria fique pronta
antes do prazo estipulado pela diretoria foi estimada em 0,60. A proba-
bilidade de que a diretoria aprove essa campanha publicitaria é de 0,50.

A probabilidade de que ambos os objetivos sejam atingidos é 0,30.

(a) Qual é a probabilidade de que pelo menos um dos objetivos seja

atingido?
(b) Qual é a probabilidade de que nenhum objetivo seja atingido?

(c) Se a campanha ficou pronta antes do prazo estipulado, qual é a

probabilidade de que a diretoria a aprove?

3. Sejam A e B eventos do espago amostral 2 tais que Pr(A) =
sePr(ANB) =1

(a) Calcule Pr(AuU B).
(b) Calcule Pr(AN B).
(c) Calcule Pr(A|B).
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Probabilidade condicional como lei de probabilidade

E interessante notar que a probabilidade condicional definida acima
realmente define uma lei de probabilidade, ou seja, a funcao que associa a
cada evento A de € o nimero Pr(A|B) satisfaz os axiomas de probabilidade.
De fato:

Axioma 1: Pr(AN B
PrianB)

Pr(AIB) = —p i 2

pois Pr(AN B) >0 e Pr(B) > 0.

Axioma 2:

Pr (B)
Pr (B)

esta concentrada em B, o que justifica considerarmos B como 0 novo espago

Na verdade, como Pr (B|B) = = 1, toda a probabilidade condicional

amostral para essa nova lei de probabilidade.
Axioma 3:
Sejam A; e Ay dois eventos mutuamente exclusivos (veja Figura 8.2).

Usando a propriedade distributiva, temos que

Pr(A; U Ay|B) = - [(Allag {2?) nBl_ A HPP; )(;)(A2 N B)|

Mas, como A; e A; sdo mutuamente exclusivos, resulta que (4; N B) e
(A2 N B) também o sdo — esses dois eventos correspondem a parte som-

breada da figura. Logo,

Pr(A,UAyp) = “rlh mPBr )(;)(A2 nB) _
_ Pr(AinB)+Pr(4;,NnB)
Pr(B)
Pr (AlﬂB) PI’(AQQB)
Pr(B) Pr(B)
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Figura 8.2: Axioma 3 da probabilidade condicional.

Sendo a probabilidade condicional uma lei de probabilidade, todas
as propriedades vistas anteriormente, que eram conseqiiéncia dos axiomas,

valem também para a probabilidade condicional.

Propriedade 1:

Pr(@|B) = 0

Propriedade 2:
Pr(A|B) = 1 — Pr(A|B)

Propriedade 3:
Pr (A — As) [B] = Pr(A44|B) — Pr[(A; N A3) |B]
Propriedade 4:
Pr((A; U Ay) |B] = Pr(A|B) + Pr(A42|B) — Pr[(A; N Ay) | B]
Propriedade 5:
Ay C Ay = Pr(Ay|B) < Pr(44|B)

Propriedade 6:

ANBC B=Pr(AB) <1

Observacao importante
Note que a defini¢ao de probabilidade condicional esta vinculada ao evento
B em que estamos condicionando, ou seja, se condicionarmos em um outro

evento C, estaremos definindo uma outra funcao de probabilidade — a func¢ao

de probabilidade condicional em C'
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diagrama de arvore.

CEDERJ

Regra da multiplicacao

A definicao de probabilidade condicional leva a um resultado impor-

tante, conhecido como regra da multiplicagao.

Regra da multiplicacao para 2 eventos

Sejam A e B eventos de um espaco amostral ). Entao

Pr(B) Pr(A|B)
Pr(ANB) =
Pr(A) Pr(B|A)

Esse resultado nos permite calcular a probabilidade da intersecao de
dois eventos e é muito util para modelar experimentos que tém carater
seqiiencial, isto é, que sao executados em etapas, uma seguida da outra.
Em tais situagoes, pode ser de ajuda desenhar um diagrama de drvore para

ilustrar os eventos em questao. Vamos ver alguns exemplos.

Exemplos

1. Se um aviao esta presente em determinada area, um radar detecta
sua presenca com probabilidade 0,99. No entanto, se o aviao nao esta
presente, o radar detecta erradamente a presenca de um aviao com
probabilidade 0,02. A probabilidade de um avido estar presente nesta
area é de 0,05. Qual é a probabilidade de um falso alarme? Qual é a
probabilidade de o radar deixar de detectar um aviao? (Note que esses

sao os dois erros possiveis nesta situagao.)
Solugao:

Vamos definir os seguintes eventos:

A = ‘“aviao presente”

D = “radar detecta presenca de aviao”
Os eventos complementares sao:

A = “aviao nao esta presente”

S
I

“radar nao detecta aviao”
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O problema nos da as seguintes informacoes:

Pr(D|A)=0,99  Pr(D|A)=0,02  Pr(4)=0,05
Pela lei do evento complementar, temos que

Pr(D|A) =0,01  Pr(DJ|A)=0,98  Pr(A)=0,9
O problema pede

Pr(D N A) falso alarme
Pr(D N A)

Na Figura 8.3 temos a ilustracao desse experimento. Dai podemos

ver que as probabilidades pedidas sao:
Pr(DNA) =Pr (Z) Pr (D|Z) =0,95x0,02=0,019

Pr(D N A) = Pr (A) Pr (D]A) = 0,05 x 0,01 = 0,0005

D

Figura 8.3: Diagrama de arvore para o problema do radar.

Note que a probabilidade de um erro é a soma dessas probabilidades.

. Considere que duas cartas de um baralho (13 cartas de cada um dos
naipes copas, paus, ouro, espada) sejam extraidas sem reposi¢ao, uma
depois da outra. Qual é a probabilidade de nenhuma das duas ser de

copas?
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Solugao:

Para solucionar esse problema, devemos notar que as cartas no baralho
sao igualmente provaveis, antes e depois da primeira extracao. Vamos

definir os seguintes eventos:

Ci1 = copas na primeira extracao

Cs = copas na segunda extracao

Queremos calcular Pr (61 ﬂUg) . Pela regra da multiplicacao, temos
que

Pr (T, N Ty) = Pr (C)) Pr (C4|Ch)

Na primeira extracao, temos 39 cartas que nao sao de copas, em um
baralho de 52. Na segunda extragao, dado que na primeira nao saiu

copas, temos 38 cartas que nao sao copas em um baralho de 51. Logo,

Pr (G, N Ty) = Pr (C)) Pr (GofTy) = 22 x 2

52 51
Veja a Figura 8.4, onde temos o diagrama de arvore para esse prob-
lema. Cada nd na arvore corresponde a ocorréncia de um evento condi-
cionada a ocorréncia de todos os eventos representados pelos nos ante-
riores no caminho correspondente. Assim, a parte superior da arvore
corresponde a ocorréncia de copas na primeira extragao — evento C
— e a parte inferior a nao ocorréncia de copas na primeira extracao -

evento (.

Continuando com a parte superior, vemos que

13

Pr (01) = 5—2

12

Pr (02‘01) = 5—1
— 39

Pr (02|01) == 5—1

Note que, pela lei do complementar, Pr (Co|Ch) + Pr (C5|C1) = 1. Na

parte inferior da arvore temos

— 39

Pr (01) = 5—2

— 13

Pr (CQ|01) == 5—1
— = 38

Pr (CQ|01) == 5—1
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C,

Figura 8.4: Diagrama de arvore para o experimento de extracao de 2 cartas sem

reposicao.

3. Suponhamos agora a extracao de 3 cartas sem reposicao, onde esta-
mos interessados no mesmo evento “nenhuma de copas”. Queremos
Pr (Ul NC, m@) . Como generalizar a regra da multiplicagdo para
esse caso? Usando um recurso algébrico, podemos escrever (note que
os termos se cancelam):

Pr(CNToNTy) = Pr(Cy) x D206 Pr(¢inCanCy)
Pr (Cl) Pr (Cg N Cl)

Pr(C,nT) Pr(CsnC:Nn0T)

Pr (Ch) Pr (Cy N Ch)

— Pr(T) x
Aplicando a definicao de probabilidade condicional, resulta que
Pr (61 N 62 N 63) =Pr (61) Pr (62|61) Pr (€3|€2 N 61)

Voltando ao baralho, temos, como antes, Pr (61) = g—g e Pr (€2|61) =

g—?. Com o mesmo tipo de raciocinio, resulta que Pr (53@2 N Ul) = %.
Logo,
— 39 38 37
Pr(CiNnCynC3) = —= X — X —
H(CNCNGs) = 5 x5 X g
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Veja a Figura 8.5. No diagrama de arvore, o espago amostral completo

é exibido. Algumas probabilidades sao:

13 12 11 22

— X — X — = —— ramo 1
52 51 50 1700

— 13 39 12 78
Pr(CiNnCynC3) = ﬁxax%:m ramo 3
@ E 38 247

52 “51 %50 1rop  ‘owo0

PI‘(Cl N CQ N Cg) ==

Pr(@l N 02 N 63) ==

22/1700

78/1700

78/1700

247/1700

247/1700
39/52

247/1700

703/1700

Figura 8.5: Diagrama de arvore para o experimento de extracao de 3 cartas sem

reposicao.
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Regra geral da multiplicacao

O exemplo anterior ilustra a regra geral de multiplicacao.

Regra geral da multiplicagao
Seja Ay, Ao, ..., A, uma seqiiéncia de eventos de um espaco amostral €.
Entao

Pr (A1 NAyN---N An) = Pr (Al)PI‘ (A2|A1) ---Pr (An|A1 NAyN--- ﬂAnfl)

Atividade 8.2

1. Em uma pesquisa realizada com um grupo de alunos da UFF, consta-
tou-se que 10% dos estudantes nao utilizam transporte publico para ir
as aulas e que 65% dos estudantes que utilizam o transporte publico
fazem refei¢oes no bandejao do campus. Selecionando-se aleatoriamente
um estudante deste grupo, calcule a probabilidade de que ele use trans-

porte publico e faca refeicoes no bandejao.

2. As preferéncias de homens e mulheres por cada género de filme alugado

em uma locadora de videos estao apresentadas na tabela a seguir.

Tipo de filme
Sexo Comédia Romance Policial
Masculino 136 92 248
Feminino 102 195 62

Sorteando-se ao acaso um registro de locagao, pede-se a probabilidade

de:

a

b

(a) ser um filme policial alugado por uma mulher;
(b) ser uma comédia;
(c) ser de um homem ou de um romance;

)

(d) ser de um filme policial dado que foi alugado por um homem.

3. Uma urna contém 6 bolas pretas e 5 bolas amarelas. Extraem-se
seqiiencialmente 3 bolas dessa urna, sem reposicao. Qual é a probabi-

lidade de que as 3 bolas sejam de cores iguais?
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Independéncia de eventos

Considere novamente um baralho usual, com 52 cartas, 13 de cada

naipe, do qual serd retirada uma carta. Vamos definir os seguintes eventos:

C = “carta é de copas”
R = “carta é um rei”
V = “carta é vermelha’

J& vimos que Pr(C) = £ = 1; Pr(R) = & = 15 ¢ Pr(V) = £ = 1. Vamos
agora calcular as seguintes probabilidades condicionais: Pr(R|C) e Pr(V|C).
No primeiro caso, estamos calculando a probabilidade de sair um rei, dado
que a carta é de copas e no segundo caso, estamos calculando a probabilidade

de sair uma carta vermelha, dado que saiu uma carta de copas.

Pr(RNC) 5 4 1
Pr(R|C) TPC) g = =13 Pr(R)
PH(VIC) = Pr(VnC) _Pr(C) L Pr(V)

Pr(C)  Pr(0)

No primeiro caso, saber que a carta é de copas nao acrescentou in-
formacao 1til para avaliarmos a probabilidade de sair rei, ou seja, saber ou
nao que saiu copas nao altera a probabilidade de sair rei. J4 no segundo
caso, saber que saiu carta de copas faz com que mudemos a probabilidade de
sair carta vermelha. Como podemos ver, se sabemos que saiu carta de copas,
entao a carta tem que ser vermelha. Esses exemplos ilustram um conceito
importante. No primeiro caso, dizemos que os eventos R e C sao indepen-
dentes e no segundo caso, os eventos V e C' sao dependentes. No primeiro
caso, o conhecimento da ocorréncia de C' nao ajuda para reavaliarmos a pro-
babilidade de C’; no segundo caso, o conhecimento da ocorréncia de C' faz

com que mudemos nossa estimativa da probabilidade de V.

Definicao
Sejam A e B eventos de um espaco amostral (2. Entao, A e B sao inde-

pendentes se
Pr(A|B) = Pr(A)

Essa definicao tem algumas implicacoes importantes. A primeira delas
¢é a seguinte:

Pr(A|B) = Pr(A) = Pr(B|A) = Pr(B)
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De fato:

Pr(AnN B)
Pr(B)
= Pr(AnB)=Pr(A)Pr(B) =
Pr(BNA) Pr(A)Pr(B)
Pr(A)  Pr(A)

Pr(A|B) = Pr(A) = = Pr(A)

Pr(BJA) = = Pr(B)

A conclusao disso é a seguinte: se A e B sao independentes, entao B e A

também o sao (comutatividade).

A segunda implicagao, bastante importante, é a seguinte: se A e B
sao independentes, entdao Pr(A N B) = Pr(A) Pr(B). Mas a reciproca dessa
afirmativa também ¢ verdadeira, ou seja, se Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B) entao

A e B sao independentes:

Pr(AnB) = Pr(A)Pr(B)=
) - FADD)_PRAPD)

A e B sao independentes

Esse resultado nos permite estabelecer uma outra definicao equivalente para

a independéncia de dois eventos.

Definicao
Sejam A e B eventos de um espaco amostral 2. Entao, A e B sao inde-

pendentes se
Pr(An B) =Pr(A) Pr(B)

Exemplos

1. Num exemplo anterior, analisamos os dados apresentados na tabela a
seguir, referentes a participacao de funcionarios de uma empresa em

planos de aposentadoria complementar:

Plano pessoal | Total

Sim Nao

Plano da | Sim | 200 200 | 400
Empresa | Nao 0 100 100
Total 200 300 | 500
Naquele exemplo, estudamos os eventos £ = “empregado tem o plano

de aposentadoria complementar da empresa” e P = “empregado possui
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plano pessoal de aposentadoria complementar”. Vamos ver se esses

eventos sao independentes.

Solugao:
Temos que
2
Pr(P) = -
(P) = :
4
Pr(F) = =
(B) = ;
2
Pr(PNE) = g#Pr(P)Pr(E)
Logo, os eventos P e E nao sao independentes. Outra forma de ver
isso é
200 4
Pr(E|P)= — =1+#Pr(E) = =
H(B|P) = S0 = 14 Pi(E) =

. Sejam A e B eventos independentes em um espago amostral (2. Prove

que os seguintes eventos também sao independentes:

Solucao:

(a) Temos que
Pr(AN B) = Pr(B — A) = Pr(B) — Pr(AN B)

Como A e B sao independentes, Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B). Logo,

Pr(ANB) = Pr(B)—Pr(A4)Pr(B)
= Pr(B)[1—Pr(A)]
= Pr(B)Pr(A)

Logo, os eventos A e B sdo independentes.

(b) Pela lei de De Morgan e pela lei do complementar, temos que

Pr(ANB) = Pr(AUB)=1-Pr(AUB)
= 1—-Pr(A) —Pr(B) +Pr(ANn B)
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Como A e B sao independentes, Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B). Logo,

Pr(ANB) = 1—Pr(A)—Pr(B)+Pr(A)Pr(B)

= [1—Pr(A)] —-Pr(B)[1 —Pr(A)]
— (1= Pr(A)][1 - Px(B)
= Pr(A)Pr(B)

Logo, A e B sao independentes.

Atividade 8.3

1. Sejam A e B eventos de um espaco amostral ) tais que Pr(A4) = %,
Pr(B) = p e Pr(AU B) = 3. Determine o valor de p para que A ¢ B

sejam independentes.

2. Volte ao Exercicio 2 da Atividade 8.2. Verifique se os eventos consid-

erados sao independentes.

3. Sejam A e B eventos de um espago amostral ) tais que Pr(A) > 0 e
Pr(B) > 0.

(a) Mostre que se A e B sao independentes, entdo A e B ndo podem

ser mutuamente exclusivos.

(b) Mostre que se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdo A e B nao

podem ser independentes.

Resumo da Aula

Nesta aula vocé estudou dois conceitos fundamentais de probabilidade:
probabilidade condicional e independéncia de eventos e viu também, como

conseqiiéncia direta, a regra da multiplicacao.

e A probabilidade condicional do evento A dada a ocorréncia do

evento B é

Pr(AnN B)

PH(AIB) =~

e Regra da multiplicacao para dois eventos:

Pr(AN B) = Pr(B) Pr(A|B) = Pr(A) Pr(B|A)
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e Regra da multiplicacao geral:
PI'(Al N AQ MN...N An) = PI'(Al) PI'(A2|A1) PI‘(Ag‘Al N AQ) ce

PI'(An‘Al N AQ MN...N Anfl)

e Independéncia de eventos: Se A e B sao eventos de um espago

amostral €2, entao A e B sao independentes se
Pr(A|B) = Pr(A)
ou equivalentemente

Pr(An B) = Pr(A) Pr(B)

Exercicios

1. Sejam A e B eventos de um espago amostral. Sabe-se que Pr(A) = 0, 3;
Pr(B) =0,7 e Pr(AN B) = 0, 21. Verifique se as seguintes afirmativas

sao verdadeiras. Justifique sua resposta.

(a) A e B sao mutuamente exclusivos;

(b) A e B sao independentes;

(c) A e B sdo independentes;

(d) A e B sdo mutuamente exclusivos;
)

(e) Ae A sdo independentes.
2. Dois dados equilibrados sao lancados.

(a) Calcule a probabilidade de sair 6 em pelo menos um dado.

(b) Sabendo-se que sairam faces diferentes nos dois dados, determine

a probabilidade de sair 6 em pelo menos um dado.

(c) Os eventos “seis em pelo menos um dado” e “faces diferentes nos

dois dados” sao independentes?

CEDERJ
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. Uma sala possui trés soquetes para lampadas. De uma caixa com 10
lampadas, das quais 6 estao queimadas, retiram-se 3 lampadas ao acaso,
colocando-se as mesmas nos trés bocais. Calcular a probabilidade de

que:

(a) pelo menos uma lampada acenda;

(b) todas as lampadas acendam.

. O Ministério da Economia da Espanha acredita que a probabilidade de
a inflacao ficar abaixo de 3% este ano é de 0,20; entre 3% e 4% ¢ de
0,45 e acima de 4% é de 0,35. O Ministério acredita que, com inflacao
abaixo de 3%, a probabilidade de se criar mais 200.000 empregos é de
0,6, diminuindo essa probabilidade para 0,3 caso a inflacao fique entre
3% e 4%; no entanto, com inflacdo acima de 4%, isso ¢é totalmente
impossivel. Qual é a probabilidade de se criarem 200.000 empregos

nesse ano?

. Na urna I h& 5 bolas vermelhas, 3 brancas e 8 azuis. Na urna II ha 3
bolas vermelhas e 5 brancas. Langa-se um dado equilibrado. Se sair
3 ou 6, escolhe-se uma bola da urna I; caso contrario, escolhe-se uma

bola da urna II. Calcule a probabilidade de

(a) sair uma bola vermelha;
(b) sair uma bola branca;

(c) sair uma bola azul.

. Joana quer enviar uma carta a Camila. A probabilidade de que Joana

escreva a carta é 1%. A probabilidade de que o correio nao a perca é
9

1%. A probabilidade de que o carteiro a entregue ¢ também 5.

(a) Construa o diagrama de arvore representando o espa¢o amostral

deste problema.

(b) Calcule a probabilidade de Camila nao receber a carta.

. Sejam A e B dois eventos tais que Pr(A) = 0,4 e Pr(AU B) = 0,7.
Seja Pr(B) = p. Determine o valor de p para que

(a) A e B sejam mutuamente exclusivos;

(b) A e B sejam independentes.
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10.

11.

12.

Sejam A e B eventos possiveis de um mesmo espago amostral €. Se
P(A|B) = 1 verifique a veracidade das seguintes afirmativas, justifi-

cando sua resposta.

(a) A e B sao independentes.

(b) A e B sao mutuamente exclusivos.

Sejam A, B, C eventos de um mesmo espago amostral. Sabe-se que
(i) B é um subconjunto de A; (ii) A e C' sao independentes e (iii) B
e C' sao mutuamente exclusivos. A probabilidade do complementar da
uniao dos eventos A e C' é 0,48; a probabilidade da uniao dos eventos
B e C ¢é0,3 e aprobabilidade do evento C' é o dobro da probabilidade
do evento B. Calcule a probabilidade da uniao de A e B.

Uma comissao de dois estudantes deve ser sorteada de um grupo de 5

alunas e 3 alunos. Sejam os eventos:

M, = “primeiro estudante sorteado é mulher”

M, = “segundo estudante sorteado ¢ mulher”

(a) Construa um diagrama de arvore que represente o espago amostral

deste experimento, indicando as probabilidades.
(b) Calcule Pr(M;) e Pr(Ms).

(c) Verifique se M; e M, sao independentes.

Em um campeonato de natacao, estao competindo trés estudantes: Al-
berto, Bosco e Carlos. Alberto e Bosco tém a mesma probabilidade de

ganhar, que é o dobro da de Carlos ganhar.

(a) Ache a probabilidade de que Bosco ou Carlos ganhe a competigao.

(b) Que hipdtese vocé fez para resolver essa questao? Essa hipotese é

razoavel?

Solicita-se a dois estudantes, Maria e Pedro, que resolvam determinado
problema. Eles trabalham na solucao do mesmo independentemente, e

tém, respectivamente, probabilidade 0,8 e 0,7 de resolvé-lo.

(a) Qual é a probabilidade de que nenhum deles resolva o problema?

(b) Qual é a probabilidade de o problema ser resolvido?
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(c) Dado que o problema foi resolvido, qual é a probabilidade de que

tenha sido resolvido apenas por Pedro?

13. Joga-se um dado duas vezes. Considere os seguintes eventos: A =
“resultado do primeiro lancamento é par” e B = “soma dos resultados

é par”. A e B sao independentes? Justifique.

14. Um aluno responde a uma questao de multipla escolha com 4 alterna-
tivas, com uma sé6 correta. A probabilidade de que ele saiba a resposta
certa da questao é de 30%. Se ele nao sabe a resposta, existe a pos-
sibilidade de ele acertar “no chute”. Nao existe a possibilidade de ele
obter a resposta certa por “cola”. Qual é a probabilidade de ele acertar

a questao?

Solucao das Atividades

Atividade 8.1

1. (a) Seja A = “facesiguais”. Entao A = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)}
ePr(d) =25 =1

~3 6
(b) Seja B = “soma das faces menor ou igual a 4”. Entdo B =
{11, (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), B, 1)} e Pr(B) = 35 = 5. O
problema pede
Pr(ANB) 2 1
Pr(A|B) = 2 2) 56 _ 2
(AIB) = =5 1 =3
(c) Seja C'= “5 em pelo menos um dos dados”. Entao

C ={(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(5,5),(6,5), (5,1),(5,2), (5,3), (5,4), (5,6) }

ePrC) = %.
(d) Seja D = “faces diferentes”. Entdo Pr(D) = Pr(A) = 2. O prob-
lema pede
Pr(CND) & 1
Pr(C|D) = ———t =30 = =
H(CID) = =51 573
2. Vamos definir os eventos P = “campanha pronta antes do prazo” e

A = “diretoria aprova campanha”. O problema da que

Pr(P)=0,6 Pr(4)=0,5 Pr(ANP)=0,3
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(a) Pr(AUP) = Pr(A)+Pr(P)—Pr(ANP)=0,6+0,5—0,3=0,8
(b) Pr(ANP)=Pr(AUP)=1—-Pr(AUP)=0,2
Pr(ANP) 0,3

(c) Pr(A|P) = PrP) 0.6 0,5.

5

3. (a) Pr(AUB) =Pr(A)+Pr(B)—Pr(ANB) =3 +5—1 =52 =L
(b) Pr(ANB) =Pr(AUB) =1-Pr(AUB) = 3

—. Pr(AnB) Pr(A)-Pr(ANB) -3 1 3
© pr(afs) - PANB) _Prid) PrAnp) 3ok 43
Pr(B) 1 —Pr(B) 1-1 238
Atividade 8.2
1. Vamos definir os seguintes eventos: T = “aluno utiliza transporte
publico” e B = “aluno come no bandejao”. O problema da que
Pr(T) = 0,10 Pr(B|T) = 0,65
O problema pede
Pr(T N B) =Pr(T)Pr(B|T) = 0,9 x 0,65 = 0,585
2. Vamos definir os seguintes eventos: C' =“comédia”’; R = “romance”;
P = “policial”; M = “masculino”; F' = “feminino”.
(a) Pr(PNF) =&
(b) Pr(C) = % = &5
_ _ (1364924248)+(92+195)—92 __
(¢) Pr(MUR) = Pr(M)+Pr(R)—Pr(RNM) = R =
671
835
_ Pr(POM) _ _
(d) Pr(P|M) = Pr(M) 136+2;28+248 - %
3. Vamos definir os eventos P; = “bola preta na extracao i”; A = “bola

amarela na extracao i”, i =1, 2, 3.
Seja M = “3 bolas de mesma cor”. Entao

Pr(M) =Pr(P.N PN Ps) 4+ Pr(A; N Ay N A;s)
= Pr(P) x Pr(P|Py) x Pr(BPs| PN Py) +
r

P (Al) X PI‘(AQ‘Al) X PI'(A3|A1 N Az)
6 5 4 5 4 3
9

= — X —=X—=-+—X-—=X=
117 10 1171079

42 2

33 33 11
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Atividade 8.3

1. Para que A ¢ B sejam independentes temos que ter Pr(A N B) =
Pr(A)Pr(B) = 2. Mas

1 1 p 1 4p 3 3
r )= T 5 TP 5 537 5 "9 7P T3

2. Oseventos sao P = “campanha pronta antes do prazo” e A = “diretoria

aprova campanha” e o problema d& que
Pr(P)=0,6 Pr(A4) =0,5 Pr(AnP)=0,3
Como Pr(AnN P) = Pr(P)Pr(A), segue que P e A sdo independentes.
3. (a) Ae B independentes = Pr(ANB) =Pr(A)Pr(B) >0..Ae B

nao sao mutuamente exclusivos.

(b) A e B mutuamente exclusivos = Pr(AN B) = 0 = Pr(A|B) =
0# Pr(A) >0 .. Ae B nao sao independentes

Esse exercicio é importante, no sentido em que ele diferencia os
conceitos de eventos disjuntos e eventos independentes, que muitas

vezes sao confundidos pelos alunos.

Solucao dos Exercicios

1. (a) Pr(ANB)=0,21#0.. A e B nao sao mutuamente exclusivos
(b) Pr(AN B) =0,21 = Pr(A) Pr(B) .. A e B sao independentes

(c) A e B independentes = A e B sdo independentes (ver exemplo
resolvido)

(d) A e B independentes = A e B nao sio mutuamente exclusivos
(ver Atividade 8.3, Exercicio 3)

(e) Ae A sdao mutuamente exclusivos = A e A nio sdo independentes
(ver Atividade 8.3, Exercicio 3)

2. Vamos definir os eventos A = “face 6 em pelo menos um dado” e B =
“faces iguais”. Entao

A = {(1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6),(6,1),(6,2),(6,3), (6,4), (6,5)}

B = {(17 1)’ (272)’ (373)’ (47 4)’ (575)’ (676)}
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(1) Pr(4) = 1
Pr(ANB) Pr(A)-Pr(ANB) & —3

Pr(B) 1 —Pr(B) 2

(b) Pr(A|B) =
Pr(A)
(c) Pr(A|B) # Pr(A) = A e B nao sdo independentes
3. Seja A; = “lampada i acende”, i1 =1,2,3
(a) Seja P = “pelo menos uma lampada acende”. Entao

ﬁzzlﬂZQQZ;g

Logo,
Pr(ﬁ) = Pr(zl) X PI‘(ZQ|Zl) X PI'(Zg‘ZQ ﬂzl)
6 5 4 1 5
— —_xIx=—Z=pPr(P) ==
09 3 g7 PP =35

(b) O problema pede

PI'(Al N A2 N Ag) = PI'(Al) X PI'(A2|A1) X PI'(A3|A2 N Al)

4 3 2 1
= —X-X-=—
10 9 8 30
4. Vamos definir os seguintes eventos: B = “inflacao abaixo de 3%”; M =

“inflacao entre 3% e 4%”, A = “inflacao acima de 4%” ¢ E = “200.000
empregos”. O problema da o seguinte:

Pr(B) = 0,20 Pr(M) =0,45 Pr(A) =0,35
Pr(E|B) = 0,6 Pr(E|M)=0,3 Pr(E|A) =0
Veja a Figura 8.6. Dai concluimos que
E=(ENB)U(ENM)U(ENA)
e, como os eventos sao mutuamente exclusivos,
Pr(E)=Pr(ENB)+Pr(ENM)+Pr(ENA)
Logo,

Pr(E) = Pr(B)Pr(E|B)+ Pr(M)Pr(E|M) + Pr(A) Pr(E|A)
= 0,20 x 0,60 + 0,45 x 0,30 + 0,35 x 0
= 0,255
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N\
N

Figura 8.6: Particao do espaco amostral para o problema da inflacao espanhola.

5. Veja a Figura 8.7, onde temos os seguintes eventos: V = “bola ver-
melha”; B = “bola branca”; A = “bola azul”; I = “urna 1”; I] =

“urna II”

1/3

1
2/3

V' 5/16

B 3/16

A 8/16

VvV 3/8

5/8

Figura 8.7: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.5.

(a) Temos que

Pr(V)

Pr(VNI)+Pr(VNII)
Pr(I) Pr(V|I) + Pr(11) Pr(V|I1)

1>< 5+2
3716 3
5 12
48 48

3
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(b) Temos que
Pr(B) = Pr(B

5

(c) Temos que
Pr(4) = I+ Pr(ANII)

r(A|I) + Pr(II)Pr(A|I)

"UD

)
2
= x0

T3

Note que Pr(V) + Pr(B) 4+ Pr(A) = 1.

6. Veja a Figura 8.8, onde temos os seguintes eventos: E = “Joana
escreve a carta”; C' = “correio nao perde a carta”; T' = “carteiro entrega

a carta”.

T 910

T
110

Figura 8.8: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.6.

Vamos definir o evento R = “Camila recebe a carta”. O problema pede
Pr(R). Mas
Pr(R) = Pr(E)+Pr(ENC)+Pr(ENCNT)
= Pr(E) +Pr(E) x Pr(C|E) +

Pr(E) x Pr(C|E) x Pr(T|C' N E)
2 8§ 1 8 9 1

~ 107101071010 10

= 0,24+0,8x0,1+0,8%x0,9x0,1
= 0,240,08+0,072 = 0,352
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7. Temos que Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) —Pr(ANB) = 0,7= 0,4+
p—Pr(ANB)

(a) Pr(ANB)=0=0,7=0,44+p=p=0,3

(b) Pr(AN B) = Pr(A)Pr(B) = 0,7 = 0,4+ p — 0,4p = 0,6p =
0,3=p=0,5

8. Pelos dados do problema temos que

Pr(4|B) E%%%$Q:1:>
Pr(B) —Pr(AnB)
Pr(B) = 1=
_ Pr(AnB) _
- E = o
Eg%gzz 0= Pr(ANB) =0

Logo, A e B sao mutuamente exclusivos e, portanto, nao podem ser

independentes.

9. O problema d& os seguintes fatos:

B c A
Pr(ANnC) = Pr(A)Pr(C)
Pr(BNC) = 0
Pr(AuC) = 0,48
Pr(BUC) = 0,3
Pr(C) = 2Pr(B)
e pede
Pr(AU B)

Como B C A, entdo AUB = A= Pr(AUB) = Pr(A).

Pr(BUC) = 0,3=Pr(B)+Pr(C)-Pr(BNC)=0,3=
Pr(B)+2Pr(B)—-0 = 0,3=Pr(B)=0,1

Logo, Pr(C) =0, 2.

Pr(AUC) = 0,48 = Pr(ANC) = 0,48
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Como A e C sao independentes, segue que A e C' também o sdo. Logo,

Pr(A) Pr(C) = 0,48 = Pr(4) x 0,8 = 0,48 = Pr(4) = 0,6

e, portanto
Pr(AuB)=Pr(A4) =0,4

10. (a) Veja a Figura 8.9.

H, 2/7
H, 3/8
M, 5/7
H, 3/7
M, 5/8
M, 4/7

Figura 8.9: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.10.

(b) Temos que

Pr(M,) — g
PI’(MQ) = PI’(Ml N Mg) + PI’(Hl N Mg)
= Pr Ml) PI'(M2|M1) + PI’(Hl)PI'(M2|H1)
5 4 3 5 35 5
= = X=4+=X===— ==
8§ 7 8 7 5 8

(c) Temos que
4
PI'(M2|M1) = ? 7£ PI'(MQ)

Logo, M, e M, nao sao independentes.

11. Sejam os eventos A = “Alberto ganha”; B = “Bosco ganha”; C' =

“Carlos ganha”. Como eles sao os tinicos competidores, temos que
Pr(A)+ Pr(B)+Pr(C) = 1=
2Pr(C)+2Pr(C)+Pr(C) = 1=
Pr(C) = % =

Pr(A) = Pr(B)=-
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(a) O problema pede
Pr(BUC) = Pr(B)+Pr(C)—Pr(BNC)

Note que pode haver empate entre Bosco e Carlos. No entanto,
é razodavel supor que os eventos B e C' sejam independentes, uma
vez que numa competicao honesta, nenhum competidor interfere

no desempenho dos outros. Logo,

Pr(BUC) = Pr(B)+Pr(C)—-Pr(BNC)

= Pr(B)+ Pr(C) — Pr(B) Pr(C)
2.1 2 13
5 5 25 25

(b) Foi necessario fazer a hip6tese de independéncia, que é razodvel,

conforme explicado no item anterior.

12. Sejam os eventos M = “Maria resolve o problema” e P = “Pedro
resolve o problema”. Sejam M e P os respectivos complementares.
Temos que

Pr(M) = 0,8 Pr(P)=0,7
Pr(M) = 0,2 Pr(P)=0,3
(a) O problema pede Pr (FQW). Pela hipdtese de independéncia

(sabemos que, se A e B sao eventos independentes, entdo os seus

complementares também o sao) temos que
Pr (FOM) =0,3x0,2=0,06

(b) Seja R = “problema resolvido”. O problema pede Pr(R) =
Pr (P U M). Temos que

Pr(R) = Pr(PUM)=1-Pr(PUM)=1-Pr(PNM)=
= 1-0,06=0,94

(¢) Seja P, = “apenas Pedro resolve”. A questao pede Pr(P;|R).

Temos que
Pr(PPNR) Pr(PNM)
r(PilR) Pr (R) Pr (R)
- 0,7x0,2 =0, 1489
0,94
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13.

14.

Vamos esquematizar o espago amostral e os eventos A e B da seguinte

forma:

Dado 2
1 2 3 4 5 6
1| B B B
2|A AB A AB A AB
Dadol 3| B B B
41 A AB A AB A AB
5| B B B
6|A AB A AB A AB

Em cada cela colocamos a letra do evento que acontece na respectiva
combinagao dos dados. Entao, Pr(A) = Pr(B) = 38 = £ e Pr(ANB) =

o =1 =3 X 3 =Pr(A) x Pr(B). Logo, A e B sio independentes.

Veja a Figura 8.10, onde temos os eventos S = “sabe a resposta” e

A = “acerta a resposta’.

E dado que

2]

Pr(S) =0,3 = Pr(

)=0,7
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A 1
0,3
S
N 0
A 0,25
0,7 0,75
A

Figura 8.10: Diagrama de arvore para o Exercicio 8.14.

Se o aluno sabe a resposta, ele acerta a questao. Se ele nao sabe, ele

pode “chutar” entre as 4 alternativas. Logo,
Pr(AlS) =1 Pr(A|S) = 0,25
O problema pede Pr(A). Tem-se que

Pr(A) = Pr(ANS)+Pr(ANS)
= Pr(S) x Pr(A|S) + Pr(S) x Pr(A]S)
= 0,3x1+0,7%x0,25=0,475
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