METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIA IS

2- Resolucao de Sistemas
Nao-lineares.

2.1- Método de Newton.
2.2- Método da Iteracao.
3.3- Méetodo do Gradiente.




2- Sistemas Nao Lineares de Equacoes

Considere um sistema nao linear de n equacdes com n
Incognitas.

(X% %, %) =0 f, ] X, |

f ’ e =0

J 06 %) ou f(x)=0 conf = :fz & = :& 1(
FL (X %, %) =0 T X

Note que como caso particular podemos ter um sistema
linear de equacdes algébricas:

00 X %) T A X X e 8, X~ =0
) f2(X1’ Xz""’)%):azlxl'l' A Xyt Ay X~ b2:0

\fn(xl’XZ’”")%):anlxl_i_ ahZXZ-I_”'anan_bn :O

ou Ax—-b=0




2.1- Método de Newton

Considere um sistema nao linear de n equacdes com n
Incognitas.

(X%, . %)=0 f X, |

f o f

J R X% %)=0  t0 =0 conf = R R R T
\fn(Xl’XZ"”’)%):O 1:n Xq

Resolveremos este problema com aproximacdes sucessivas.
: : ~ k — k Kk Kk

Seja a aproximacdo k com X' =(X,%,:-, %) sendo uma das

raizes de X com erro Ax* = (AXS,AxS,--- ,AX). Logo x = x* +Ax*

fx“+Ax)Y=0 (2)

Supondo que f(X) é continuamente diferenciavel num dominio
convexo que contem X e X" podemos expandir a funcao em
série de potencia entorno do ponto X* e desprezamos as
potencias maiores que 1 (termos nao lineares).



2.1- Método de Newton

Linearizacao do sistema (2).

f(x) =f(x* +AX*) =f(x*) +f '(xX)Ax“ =0 (3) ou

( of,
f(x)=f (X X XY+ A A — 1 AX=0
() = (¢, %, 0, %) x|, X + XZ X+ a)% . X
of of of
f,(x)= f,(x, X5, - +—2| AX+—2 AX+---+—2| AX=0
| ()= f,04, %, %) o X ), % x|, X
of of of
f =~ f 0 A A+ AXC=0
(X)) = (X%, X) x|, X x|, X! x|, X,

Devemos entender f'(x) como sendo a matriz Jacobiana das
funcbes f,,f,,---, . com respeito as variaveis X ,X,, -, X

n []



- 2.1- Método de Newton

of, of,  of ]
ox, 0%, 0X,
of, of, . o
F'(x) =W(x) =| 0%, 9% X,
of, of,  of,
0%, 0% X, |
O sistema (3) € um sistema linear da forma:
_ o | of of of _ i}
k — 1 — 1 i k
fl(x ) axl y axz . ax1 y AX
RO o], ) T ax e |7 [0 oufx) + wixk)axk =0
fn(Xk) afn afn afn AX:](
- T 0% 0% | 0% | |~ 7




2.1- Método de Newton

Se a matriz W(x*) é ndo singular, entdo possui inversa e segue
W (X)) (X)) + W (X )AX ] =0= Ax*“=-W(x ) (x “) logo
XT=x"+Ax* =x"-Wx"(x") comk=0,1,2,...

Para a aproximacéao zero podemos escolher x° como um valor
estimado grotescamente para a raiz procurada.

Este € o Método de Newton e note que devemos calcular a
matriz inversa em cada passo: x*** = x* - W (x*)*f(x*). Se a
matriz inversa W (x)™ é continua na vizinhanca da solucdo
procurada X e a aproximacao inicial x° é suficientemente perto
de x’, entdo podemos fazer a seguinte aproximacao para obter
o Método de Newton Modificado:

W(Xk)—l ~ W(XO)—l

Xk+1 — Xk _ W(XO)—l.I:(Xk)



2.1.1- Existéncia de Raiz do Sistema e Convergéncia do
Metodo de Newton

Teorema 1. Seja um sistema nao linear de equacdes com
coeficientes reais, onde as func¢des f(X) sdo definidas e
continuas junto com suas derivadas parciais de primeira e
segunda ordem num dominio Q. Ou seja, f(X)OC?(Q) .

f %,
f
f(x)=0 comf =|.°| ex= &
L X, B
Suponha x®e o fecho de sua vizinhancaV (x°) = {HX X H < Ax} 0Q
serem pontos de Q, onde| | é a m-norma e as seguintes

condi¢cOes serem validas:

: : 0 : _
1) A matriz Jacobiana W(x) em X~ tem inversa W(x°) e
sao os cofatore

1
\W.J Wi
do elementdN;

" |detw (<)} = .,

HW(X) H <A, comHW(x )H = max




2.1.1- Existéncia de Raiz do Sistema e Convergéncia do

Método de Newton
2) HW(XO)_lf(XO)Hm < B, < %,

n

3) 2

k=1

9° f,(x)
0X;0%,

<Ccom (,j=1; n) exOV(x°)

4) as constantes Ay, B e C satisfazem a desigualdade

H, =2nA B C<1.
Entdo o Método de Newton XP™ =xP =W (xP)*f(x?), p=0,1,2,...

converge para esta escolha de aproximacao inicial x°e
X =lim x" é a solucdo do sisterfi&x) =0 tal (

p— o

Note que, sempre que sejam verificadas

todas as hipoteses do teorema o método ,
de Newton converge para uma solucao Xo
que é raiz do sistema na vizinhanca de X.

X =x°

<2B, <Ax.




2.1.1- Existéncia de Raiz do Sistema e Convergéncia do
Metodo de Newton

Note que, se f(X)0C?(Q) e o sistema f(x) =0 tem em Q uma
solucdo X segue que f(X')=0eW(X )#0 e as condi¢cdes do
teorema séo validas para qualquer ponto x° suficientemente
perto de Xx.

Por outro lado, para que a condicao 2) seja valida é importante
observar qgue B, fornece uma estimativa da diferenca entre as
aproximacoes primeira e Inicial. Desta forma podemos verificar
rapidamente se esta desigualdade ¢é verificada assim que a

primeira aproximagao seja calculada:

B} AX
0\~1f (0 —||y1 _ O aA
2) |W(x°)*(x )Hm =|x" ~x Hms Bys—-
Também, podem ser obtidos resultados de convergéncia
analogos aos anteriores para o0 caso em gue a nhorma

considerada é || || ou| |, -



2.1.1- Existéncia de Raiz do Sistema e Convergéncia do
Metodo de Newton

Definicao de Taxa de Convergéncia para os Métodos
iterativos:

Dizemos que um método iterativo converge para a solucdo X
com taxa de convergéncia de ordem Q se a seguinte
desigualdade se verifica[] k > k

Q

especifica

*

k+1 *

Hx - X scka—x

especifica

onde C nao depende de X"

[

In - especifica

Taxa de — HX - X especifica
Convergéncia P = HX C_ o

Computacional In HX R especifica

especifica



2.1.2- Unicidade da Solucado do M etodo de Newton e Taxa
de Convergéncia e Estabilidade.

Teorema 2: Se as condi¢cOes 1) a 4) do Teorema 1 sao
verificadas, ento existira no dominio [x -x°| <2B;<Ax uma
unica solucao do sistema f(x) =0.

Teorema 3. Se as condicOes 1) a 4) do Teorema 1 sao
verificadas, entao a seguinte desigualdade se verifica para as
aproximacdes sucessivas X"

x-x] =[2] wre)

onde X é a solucéo do sistema f(x')=0 e 4, =2nA B C<1.

Falta algum resultado que garanta a estabilidade da
convergéncia do Méetodo de Newton quando varia a escolha da
aproximacao inicial!



2.1.2- Unicidade da Solucado do M etodo de Newton e Taxa
de Convergéncia e Estabilidade.

Teorema 4. Se as condicbOes 1) a 4) do Teorema 1 sao

verificadas e -2 B,C < Ax onde f, =2nAB C<1 entdo o Metodo
Ho
de Newton converge para sua unica solucao X ‘do sistemaf(x) =0

no dominio |x -x°| <2B,<Ax para qualquer escolha da

aproximacao inicial yoque pertenca ao dominiojlyx° — y©

- X _’UOB.

m 2/,10

Note que se 2B, <Ax ey, <1 entdo para a aproximacao inicial x°
sempre ha uma vizinhanca e qualquer ponto desta vizinhanca
pode ser escolhido como aproximacao inicial para que o Método
de Newton seja convergente para a solucdo procurada X.

Suponha B, < QBO:& cong> 1fixe,= max{ .4/ ) logo pelo
teorema 1 e 4 o Método de Newton paralquer aproximacao iniciad
< 1 /uO B

m 2,UO

. .~ ~0 , *
gue verifique a condlgaHx - X" sera convelggrarax




2.1.3- Exemplo 2 pag. 462 do Demidovich

Use o Método de Newton para encontrar a solucéo aproximada

positiva do sistema de equagoes: [x? + V+7Z=1
12X+ Yy —4z=0
3" -4y+Z =0

comecando com a aproximagcao inicial X% = ¥ = % =0.5.

Solucdo: Nosso sistema é | (XY, 2= X+ y+ Z2-1=0
M étodo de Newton fz(x,y,z):2>3+ V-4 20
XK= =W ()T ) (%, y,9=3X -4y 2=0
of, of,  af,
ox dy 0z Para executar cada
w(x) = | 2 9f:  0f; aproximacao devemos
ox dy 0z calcular em cada passo

of, of, of, ) ) o\ 1
3 x oy P f(x*), W((x") eW (x")

N




Solucédo: Nosso sistema e

2.1.3- Exemplo 2 pag. 462 do Demidovich

X =Y, =2 =0.5.

N

(f(xy,2= R+ y+ 2-1=0
f,(x,y,2=2X+y-42z=0

(XY, 2)=3X-4w 72=0

—0.25] [£,(,¥°, 2)=(0.5¢+ (0.5f+ 0.5)*-1=-0.2¢
f(x°)=|-1.25|=<f,(x°,y°,2)=2(0.5F + (0.55— 4(0.5% - 1.2F
-1.00] | £,(x°, ¥, 2)=30.5)° - 40.5 +(0.5)° = ~1.00
([ 2x 2y 2z 1 1
W(x)=|4x 2y =-4| logoW (x°)= 1 -4| e deWv(x’) ¥- 4
| 6X -4 22| -4 1
-15 -5 -5 [0.875
W (x°)™" = 4i0 -14 -2 6| ex'=x"-W(X*)(x")=]0.500
11 7 -1 0.375]




2.1.3- Exemplo 2 pag. 462 do Demidovich
Para a iteracao 2 devemos calcular

1 0.15625
0.28125
| 0.437/50
(2X 2y 2z
4x 2y -4
6x -4 2z
[ -15.25

F(x) =

[
N

W(X)

1

WO =575

| —-19.25
(e assim sucessivamente,

note que a medida que
, X =
aumenta o numero de

iteragBed(x“) - 0

logoW/(x") =

12.25 - 1.7

0.78521 |
0.49662

0.36992 |

F(x®) =

-4

[ 0.00001 |
0.00004

| 0.00005

f(x%) =

(f.0<¢, V', 2)=(0.875f + (0.5000+ (0.37%) 4 0.15€
f,(X, ¥, 2)=2(0.875f+ (0.500- 4(0.375) 0.Z8.
(XY, 7)=3(0.875f— 4(0.500) (B75)= 04379
(1.750 1 0.750

3.500 1
5250 -4 0.750

-375 -47
—23.625 —2.6250 9.8 ex® =x'—-W(x)™(x") =

e dewW/(x") ¥- 64.75

10,7898
0.4966
0.3699

1 0.00727
0.01451

0.02176



2.1.3- Exemplo 2 pag. 462 do Demidovich
Visualizacao grafica do problema




Frase do Dia

“True Laws of Nature cannot be linear.”

Albert Einstein



