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RESOLUCAO DE SISTEMAS NAO LINEARES

Uma equagdo que contenha uma expressdo do tipo X2, y2, X.y, ﬂ sen(x), €%,
z

etc, é chamada ndo-linear em x, y, z, ..., porque ela ndo pode ser escrita como
ax +by+cz+ .. =cte
que é uma equacao linear emx, y, z, ...
Um sistema de n equagfes e n incognitas X1, X2, ..., Xn € chamado de n&o-linear se

uma ou mais equacdes € ndo-linear. Trazendo todos os termos diferentes de zero a esquerda

de todas as equacdes, tem-se uma forma geral que pode ser usada para qualquer sistema
ndo-linear.

£ (X, %X, %,)=0
fo (X %0 %) =0

f, (X, %X,y X,) =0
ou simplesmente

f,(x)=0
f,(x) =0

f (x)=0

em que X™= (X, X,,..., X, ).

Em notacdo vetorial, o sistema linear acima pode ser escrito como: F(x) = 0, em que

X, f,(x)
‘o] % . szztk)
X, f.(x)

Um vetor que X = (X1, X2,..., Xn) que satisfaz F(i) = 0 é denominado raiz do sistema
ndo-linear.
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Exemplos:
0 X>+y*=4
X2 _ y2 :1

Reescrevendo este sistema na forma do sistema, temos:

!

Este sistema ndo-linear admite quatro solucgdes, que sdo 0s pontos onde as curvas
X? +y? =4 ex?-y?=1 se interceptam.

f(x,y)=x*-y?*-0.2=0

2
) f,(x,y)=x"-y+1=0

Este sistema ndo tem solugdo, ou seja, ndo existem pontos onde as curvas
x> —y?—-0.2=0¢e x*—y+1=0 se interceptem.
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Meétodo de Newton

O método mais amplamente estudado e conhecido para resolver sistemas de
equacdo ndo lineares € o Método de Newton.

No caso de uma equacdo ndo linear a uma variavel, o Método de Newton consiste
em se tomar um modelo local linear da funcéo f(x) em torno de x, e este modelo é a reta
tangente a funcdo em Xx.

Considerando inicialmente um sistema de equacGes ndo lineares com duas equagdes
e duas incdgnitas, temos:
{fl(x y)

,¥)=0
fZ(X,y)=0

Desta forma, buscamos determinar o vetor solugdo (x,y) tal que F(x,y) =0 e

fi(xy)
Flxy) = (fz(xJY))'
Seja (xo,yo) uma aproximagéo inicial para a solugdo (x,y) do sistema. Expandindo
fi(x,y) e f5(x,y) por série de Taylor em torno do ponto (Xo,yo) até a derivada de primeira
ordem e igualando a zero a série truncada, temos:

{ a ) a 7
4|f1(x,y> = ooy + LB (g Iy g
0 , 0 )
o) = falra o) + LI 4 I,y
ox oy
Este sistema pode ser reescrito como:
( 0 , 0 ,
—f1(x0,¥0) = M(x —Xp) t M(}’ = Yo)
0x oy
0 , 0 )
_fZ(XOJyO) — M(x —_ xO) +M(y —_ yo)
0x oy

A solugdo deste sistema fornece uma nova aproximagdo para a solucdo (x,y)
desejada. Na forma matricial, temos:

of, o,

& 5 [X_Xojz(_ fl(XO’yO)]
% % Y=Y - fz(Xo’yo)
ox oy

3(%9.¥o)
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Definindo J(xo, Yo) a matriz Jacobiana avaliada no ponto (Xo, Yo), temos:
— —f (X,
J(Xo,yo)(x H 0% MJ
Y=Y — f,(X0, Yo)

Denotando dx = (X — Xo) e dy = (Y — Yo), temos o sistema linear:

d>< _fl(XO’ yo)j

J %01 Yo =
( 4 ){dyj [_fz(xo’yo)

Resolvendo este sistema por um método numérico, temos os valores de dyx e dy.
Desta forma, a nova aproximacao (X, y) é determinada por:

X=Xo+dx e y =VYo + dy

Os valores obtidos para x e y ndo sdo os valores de x e y, mas sdo o0s valores de uma
nova aproximacao, ou seja:

X1=Xo + d;

y1=Yo+ dj

Repetindo o procedimento de linearizacdo em torno do ponto obtido (Xo,Yo), isto &,
fazendo a expansdo das funcbes f1 e fo por série de Taylor até a derivada de 12 ordem,

obtemos uma nova aproximacao (Xz, y2). Assim, sucessivamente, no ponto (Xiyi), temos o
processo iterativo:

- — (X, ) )
J(x,, yk{xk“ X ] :( (% yk)j — Processo iterativo de Newton
Yier = Yk — £, (% Vi)

Denotando ri = (Xi+1 — Xi) € Si = (Yi+1 — i), resolvemos o sistema de equacdes lineares
obtido anteriormente e determinamos a nova aproximacao (X+1, Yk+1) por:

Xk+1 = Xk + dyf

Yir1 = Yk + dy

Convergéncia:
Condicdes para a convergéncia do metodo de Newton:

As funcdes fi = (x, ¥), i = 1, 2 e as derivadas até 22 ordem devem ser continuas e
limitadas numa vizinhanca da raiz (x, y).

2. Det[J(x.,y,)]#0.
A solucdo inicial (o, yo) deve ser proxima da raiz (i, y).
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Critério de Parada:

= Erro absoluto:
X=X <& €Y=Vl <e.
= Erro relativo:
|Xk+l_xk|<g e |yk+l_yk|<g.
|Xk+l| |yk+1|
= Anélise de F(x,y) =0

1% Y)|<e e |f(x.y)|<e.
Se um dos critérios acima estiver satisfeito pare o método.
Generalizacdo do Processo Iterativo de Newton:

04X %,) =0 ACH S

f,(%, %00 X,) =0 (X, Xy X))

Seja & F(X, %,,.X,) = 0; em que, F(X, X,,..., X,) =

f (X, %, X,) =0 (X, Xy X))

O processo iterativo de Newton € dado por:

of, of of X=X Kok k
B e s N | I ! —f.(x5 X X5)
oX, X, X, || X —x!
of, of of
T | )
2 n -
of, of, of, o )
—f, (x5 x5 x
axl aXz axn Xk+1_X n( PP AR ")
De modo simplificado, temos:
X< xK —f (x5, XE)
366X X=X = (X x)
X=X ) = (X X
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em que J(x,x‘,..,x") éa matriz Jacobiana avaliada no ponto (x*,x*,...,x").
Denotando dy =x*—x*; dj=x"-x;... df=x""—x, temos 0 sistema de equacdes

n

lineares para ser resolvido:

d —f (X X)
306 )| 85 ] TR0 R | gy (0 = e ()
d —fn(xf,.x'z‘,...,x':)
em que:
d X! f,(x)
q® = d'zk - x® = x§ e F(x)= fz(x(k))_
@) e L)

Utilizando um método direto para resolver este sistema linear obtido, temos 0s
valores de df ; d¥ ... d* e a nova solugdo aproximada x***,xt*, ..., x*** é dada por:

k+1 k k
X x| [d
k+1 k k
X X d
2=+ Y e () = (x®) +(d™)
) ) e

Convergéncia:
Condicoes para a convergéncia do método de Newton generalizado:

1. As fungBes f,(x,%,....x,); 1 =1, 2, .., n e suas derivadas até 2% ordem devem ser
continuas e limitadas numa vizinhanga da raiz (x,,x,,...,x,)".
2. Det[J(x,xt,..x) ] #0, parak =0,1,...

3. Asolugdo inicial (x°,x’,..,x°)" deve ser proxima da (x, ,%,,....X,)" .

OBS: A sequéncia gerada pelo Método de Newton (x,x‘,..,x*)", a partir de uma solugéo
inicial  (x°,x?,...,x°)" suficientemente proxima da solugdo do sistema, converge para

(X ,%,,....X )", e aconvergéncia é quadrética.
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Critério de Parada:

Anélise de F(x,x,,...x,)= F(x)=0:
|[FO)| = max|f,(x¥|<e

1<i<n
Andlise do Erro absoluto:

Hx(k+1) _X(k)H —  max Xik+1 .
o0

I<i<n

xik‘<g

Andlise do Erro relativo:

XD _ 5 (0
X(k+l)

o0

Nas expressdes acima as formulas podem ser simplificadas considerando-se:

XKD x4 — g0 g ykid _yk _ gk

Exemplo:

Resolver o sistema de equacdes ndo lineares utilizando o método de Newton com
(X0, Yo) = (0.5, 0.5) e £=0.01.

X +y°=1
x> —y=0
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Exercicio:

Resolver o sistema de equagfes ndo lineares utilizando o método de Newton com
(Xo, Yo) = (1, 5) e e =(0.01).
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{

X +y?-9=1

Xx+y-3=0

Solugéo:(

X
y

i

—0.002654
3.002654

)

Prof* Adriana Cherri
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Meétodo de Newton Modificado

A modificacdo sobre o Método de Newton consiste em tomar a cada iteracdo k a
matriz J(xo, Yo, ..., o), em vez de J(Xk, Yk, ..., Zk). A partir de uma aproximagé&o inicial (o, Yo,
..., 20), uma sequéncia de solucdes é gerada a partir da solugéo do sistema linear:

I — (X% Vi Zy)

Sy — £, (Xes Vi Z4)
I (X Yorreen1 Z) N :

t, — . (Xes Yiron Z4)

Desta forma, a matriz Jacobiana € avaliada apenas uma vez e, para todo k, o
sistema linear a ser resolvido a cada iteracdo tera a mesma matriz de coeficientes:
J(Xg,s Yorreer Zp) -

Se usarmos a fatoracdo LU para resolvé-lo, os fatores L e U serdo calculados

apenas uma vez e, a partir da 22 iteracdo, serd necessario resolver apenas dois sistemas
triangulares para obter os valores de ry, Sk, ..., tk.

Exemplo:

Resolver o sistema de equacBes ndo lineares utilizando o método de Newton
Modificado com (Xo, Yo) = (1, 3) e £ =0.01.
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Exercicios

1 Resolva pelo Método de Newton, com & =103, 0s sistemas a seguir.

X\ +x2=1 5
a com x° =
xf—xzzz—1 3.2

com x° =

x +3.Inx —x2 =0 3.5]
2% — XX, =5.% +1=0 2.2

X+ X2+ %=1 05
g <2xX2+X;—4x, =0 com x°=|05
3X —4X, + X%, =0 0.5

X +2X, + X, =4
h. 32x7+x2 —4x, =—1 com x° =

N

3X —4X,+%, =0

2 Resolva pelo Método de Newton Modificado, com £ =107, os sistemas 2, 3, 4 e 5 do
exercicio anterior.
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