Solucao de sistemas nao lineares
Método de Newton



"
Varias equacoes, varias incognitas

Queremos resolver:




" J
Exemplol: Interseccao de duas parabolas.

f1(x, %)= %° =%, =0.2=0 X2

fl(xl,xz):xzz—x1+1:0 /
Nao temos So|u(;f')esllllllllllllllll >




"
Exemplo (2x2) — 2 variaveis, 2 incognitas

raizes

X2+y2:4
X2_y2:1

A

\

Escrevendo na forma
do slide anterior

\4

) f(x,y) =x2+y2-4=0
g(x)y) = x*-y*=1

\



"
Tomando duas funcoes quaisquer

i

\

i

\

f(xy) =0

g(x,y) =0

m Suponha que (X, Yo) € uma aproximacao de uma
solucao do sistema.

m VVamos usar o desenvolvimento de Taylor em torno
deste ponto:

1 TOGY) = 1(X0,Yo) + T(X0,Y0) (X-X0) + T,(X0,Y0)(Y-Yo)

g(x,y) = 9(Xo:Yo) + 9x(X0,Y0)(X-X0) + 9,(X0,Y0) (Y-Yo)



"
Exemplo - Taylor (1/2)

) f(x,y) =x°+y?-4=0
g(x,y) = x% -y>-1

\

f,=2x,1,=2y,09,=2X% g, =-2y

Pelo teorema de Taylor, sabemos que perto do ponto
(x,y) = (1.5,1.5), podemos escrever:

i

) f(X,Y)em torno de (x,y)=(1.5,1.5) ~ f(XO’yO) t 3(X'X0) + 3(y'yo)
I0Y)em tormo de (x,y)=(1.5,1.5) ~ 9(X0:Yo) + 3(X-Xg) - 3(Y-Yo)

\



Exemplo - Taylor (2/2)

JTxy) =x2 +y? -4
g(x,y) = x2-y>-1

\
’

fFOGY) em tomo de (xyy=(1.5.1.5) = f(X0sY0) + 3(X-Xo) + 3(Y-Yo)
g(xiy)(em torno de (x,y)=(1.5,1.5) ~ g(XO’yO) t B(X'XO) B 3(y'yo)

A

\

No ponto (1.6,1.6):

f(x,y) = 1.12 f(x,y) = 0.5+ 3*0.1 + 3*0.1 = 1.1
g(x,y) =-1 g(x,y) =-1+3*0.1-3*0.1=-1



" A
Como queremos obter uma raiz:

) 0 =1(X,y) = 1(X0:Yo) + Tx(X0,Y0) (X-X0) + 1,(X0,Y0)(Y-Yo)
0 =g(X,y) = 9(Xo,Yo) + 9x(X0:Y0)(X-Xo) + 9y(X0,Y0) (Y-Yo)

I

0= f(Xo.Yo) *+ fulX0:Y ) (X-X0) + f,(X0.Y0) (Y-Yo)
| 0= g(X0:Yo) + 9x(X0:Y0) (X-Xg) + 9y(X0,Y0) (Y-Yo)

A

) T(X0:Yo) = Tx(X0,Y0) (X-X0) + 1,(X0,Y0) (Y-Yo)
-9(X0:Yo) = 9x(X0:Y0) (X-Xg) + 9y(X0,Y0) (Y-Yo)




=
Em forma matricial:

; T(X0:Yo) = Tx(X0,Y0) (X-X0) + 1,(X0:Y0) (Y-Yo)
-9(X0:Yo) =  9x(X0:Y0) (X-Xg) + 9y(X0,Y0) (Y-Yo)

(fx fyj fx—xoj:[—uxo,yo)j
Jy gy (Xo,yo)\y_yo _g(XO’yO)

)

\

'

J(Xy,Yo) = Matriz Jacobiana no ponto (X,,Y,)

J (X_Xoj:(_f(xo’%)j
o y—y ) = 9%, Yo)



"
Resolvendo

3 (X_Xo]:(_f(xo’yo)]
oy =y, ) (=90 Vo)
X=X —J1 _f(xo’yo)
y=Yo) "= 90%, o)
l Problema:

- Custoso calcular J+

(Xj _ (Xo] n J_l(xo,yo)i: f (Xo’ yo)j
Y, Yo 9(%: o)




"
Resolvendo um sistema linear

3 (X_Xoj:(_f(xo’yo)j
ol y—y ) (= 9%, Yo)

m Em vez de calcular J-1, vamos chamar (x-x,) de r e (y-y,)

de s:
3 (rj:(_f(xo’yo)]
vl 5] = 9%, Yo)
Matriz conhecida Variaveis Vetor conhecido
N~ -

—

Sistema linear



"
Processo iterativo

) (- f(xo’ yo)
‘](xo,yo) B
s) (=9(X: Yo)
m Ao resolvermos o sistema, teremos s e r e poderemos
facilmente obter os novos valores de x, e y,

X =T+ X,
y=sS+Yyj

Lembre gque X, y hao sao os valores de X, y, mas os valo-
res de uma nova aproximacao, ou seja:

X, =T+ X
Yi=StYy



"
Método de Newton

Repetindo 0 processo, temos 0 processo iterativo de Newton:

‘](Xk1 yk)(xkﬂ : Xk] _ (: f (Xk1 yk)j
Yirr ~ Yk 9(%e» i)



"
Método de Newton

m Podemos generalizar o processo iterativo de Newton para
sistemas lineares de dimensao n:

(X =% ) [~ 0% Vi )

Yiern ~ Yk - f (Xk’yki"'izk)
J(xk,yk,...,zk)s ' i

Z1—Z )\~ T (X Y Z))

Precisaremos de métodos eficientes para resolver os sistemas
lineares



"
Método de Newton

Convergéncia

m Quando o método converge, a convergéncia é
quadratica.

m O método de Newton converge se:

As funcoes f. (x,y,...,2) parai=1, ..., n e suas derivadas
parciais ate segunda ordem sejam continuas e limitadas
numa vizinhanca V contendo a raiz (x*,y*,...,z%).

o determinante do Jacobiano e diferente de zero em V.
A solucao inicial deve ser suficientemente proxima da raiz.



"
Meéetodo de Newton - Algoritmo

m resolva o sistema linear

(1Y) (= 0% Vi Z)

S = f,(Xs Yereer Z)
I (% Yierns 2 e

U fa(Xa Yo 2

m determine a nova solucao

X =T X

yk+1 =S+ yk

Zy =L 7



"
Meéetodo de Newton - Algoritmo

m calcule o erro_atual

Xk+1_Xk r
Yeaa 7Y S
YT = = el f)

Zen %4 | It T
—— norma Infinito



"
Voltando ao exemplo

JT(xy) =x2 +y2-4=0
g(x,y) =x2-y>1=0

\

f.=2x,1,=2y
Ox = 2X, gy = '2y

j= f, 1, _ 2X 2y
g, 9, 2X —2V
lteracao de Newton:

‘](Xk’ yk)(xkﬂ : ij _ E: f (Xk1 Yk)]
Yirn ~ Yk 9(Xc Vi)



"
Voltando ao exemplo

y

Y4

%) [~ 06 %) 5
s 17 )<( 1)L

Yi+1 ~ Yk - g(xk’ Yk)
(2Xk 2y, j[xkl —ij :(— f (%, yk)j
2Xk - ZYk Yi+1 ~ Yk - g(xk’ Yk)

XO _ X](_) _ 1,5
xg 1,5

Critério de parada: erro menor que 102

ot



ResglligaodorExemplo: 0
fL(X)=x+x; -4, Of (x)=(2x, 2X,) K?ﬁ
fo(x)=x7-x5-1, Of,(x)=(2x, —2X,) K}
. . B
l(X) 1(X) 2)& 2X2 |

' 0% 0 X
F(X) = 2 | =
| {2& -ZXJ
matriz i, 0%
Jacobiana -
0
Célculo no ponto inicial: x0=| X :[1,5}
X5 1,5

fo(x?)=x{ - x5 -1

b=~ F (x°) :_{fl(xo)le2+ X3 -4} :_{0’5}{-0,5}

2% 2X 3 3
A=F'(x%="" 2 |-
2Xp —2X| [3 -—3



H -
ReSONEDSistema:A z=bh

3 3 -

k+1 k 159

Determine nova solucao:x" ~=x"+z

_r 15] [0,0833] [15833]
X =X"+z = + = 1)
1,5 - 0,25 1,25

0.94




ReSONEO SistemaA z=bh

S R RS e I

vooox
Determine nova solugo:x**=x* +z E . /
1_,0 15] [0,0833] [15833]
X =X"+7 = + — L
1,5 -0,25 1,25 i
Teste de parada: HZKHOO :ma)({‘zl"..."zn‘} < £

24| =max{|0.0833,|-0,25] :0,25? £ =0,01

Continua, k=k+1=1



SHCacao: o {x%_ ] {1,5833 }
X3 1,25
b=-F(x}) :_{xlz + X5 —4} :_{ 0,0693 }:__—0,0693 }
xf - x5 -1 - 0,0557 | 0,0557
e F,(Xl):Fxl 2X; }{3,1667 2,5 }
2X; —2X, | [31667 -2,5

Resolva o sistema;:

Az=b

3,1667 2,5 Z1 —0,0693 | 0,0021
_ — _
3,166/ -2,5|| z» 0,0557 — 0,025



) BB ,5833
x| 125
2 2 _ 0,0693 - 0,0693
b:_F(Xl):_ X12+X22 4 - _ —
Xl - X2 - 1 - 0,0557 0,0557

2 X 2 X 3,1667 2,5
A=F ,(Xl) _ 1 2 |-

2% = 2X5 3,1667 - 2,5

Resolva o sistema:A z=Db

3,1667 2,5 Z1 —0,0693 Lo 0,0021
= — =
3,667 —-2,5|| 7, 0,0557 - 0,025

1.5 + 0

Determine nova solucao:

1.4

xK*l=xK 17 E 5

1.2

2_.1 15833 | |[-0,0021] [15812]
X"=X"+7 = + — 1]
125 | | -0,025| | 1,225 | |

1.45 15 155 15 1.65 17



" J
Teste de parada:

2, =malefful <
(0/0)

2| =max{|-00021}|- 0,025} =0,0254 £ = 0,01

Continua, k=k+ 1 =
2



" J
Teste de parada:
|, e <

24| =max{|- 00021}~ 0,025} =00253¢ =001

(00

Continua, k=k+ 1 =
2

X 1,5812
X 2 = 1 =
X5 1,225

x2 + x3 - } :_{ 0,000818 }_{— 0,000818 }
1

b=-F(x?)=-] %" "2 =
X2 — X5 - - 0,000431 0,000431

2X; 22Xy }_{3,1624 2,45}

A = F'(Xl): =
2%, -2x%,| |31624 - 2,45



"RadBNEGSIStema:A z=b

3,1624 2,45 Z1 —0,000818 | 0,0000612
= — =
3,1624 - 2,45 || z, 0,000431 — 0,000255

k+1

. ~ +1 _ k
Determine nova solugao:X™ “=X"+2Z

5 158127 [-0,0000612 [1,5811
XZ=X+z = + =
1,225 | | —0,000255 | |1,2247



"RadBNEGSIStema:A z=b

3,1624 2,45 Z1 —0,000818 —0,0000612
— — —
3,1624 - 2,45 || z, 0,000431 — 0,000255

) ~ k+1
Determine nova solugao:X

5 158127 [-0,0000612 [1,5811
X°=x“+z= + =
1,225 | | —0,000255 | |1,2247

=xK +7

Teste de parada: HZkH :max{‘zﬂr“,‘zn‘} < £
(00)

24| =max{|-0,0000612],|- 0,000255]} =0,000255 < £ = 0,01

T

Pare = Verdadeiro

5 [ %] [15811 , _
X° = = Metodo convergiu
X5 1,2247 em 3 iteracGes!!



"
Método de Newton Modificado

O Meéetodo de Newton Modificado consiste em
tomar a cada iteracdo, sempre, /(<" ) , em vez
de J(x(”). O metodo iterativo é dado pela
seqiiéncia x = &) ),

Neste procedimento temos que resolver no
passo k o sistema linear: J(x(o))5=—F(x(k))



" J
METODO DE NEWTON MODIFICADO

O Método de Newton Modificado tem a vantagem de calcular
uma unica vez a matriz Jacobiana

(O)Q,
No caso de resolver por fatorac}gé LW, os fatores L e U
também serao calculados uma unica vez.



"
Apligue o método de Newton Modificado

Y

Xeor =% ) _ [~ F % Vi) Kly
j_[_g(xk’yk)] K

yk+1 - yk
(2Xk 2y, j[xkl —ij :(— f (%, yk)j
2Xk - ZYk Yi+1 ~ Yk - g(xk’ Yk)

XO _ X](_) _ 1,5
xg 1,5

Critério de parada com erro menor que 10

J (X, yk)[

S



