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Primeiro Exemplo - Estagiarios

Trés pessoas serdo selecionadas aleatériamente de um grupo de
dez estagidrios administrativos. Esses trés formardo um comité
com trés cargos diferentes: o primeiro serd nomeado coordenador,
o segundo fiscal e o terceiro secretario.

Metade do grupo sdo estudantes de tltimo ano de graduagdo, sem
nenhuma experiéncia dentro da empresa. Os outro cinco sdo
estagidrios hd um semestre, e ja concorrem por uma vaga efetiva
na empresa.
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Primeiro Exemplo - Estagiarios

O espaco de configuracdes possiveis para a formacdo do comité é:

H = {NNN, NNA, NAN, ANN, NAA, ANA, AAN, AAA}

Onde a ordem representa os cargos (coordenador, fiscal, secretério)
e A indica um estagiario antigo, enquanto N um estagiario novo.

Defina o evento A = { O coordenador é um estagidrio antigo }, de
modo que A = { O coordenador é um estagiario novo }. Defina
também os eventos By, Bi, B> e B3, associados ao nimero de
estagidrios novos no comité.

By = {k estagiarios novos no comité}
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Primeiro Exemplo - Estagiarios

Para cada configuracdo, temos uma probabilidade associada:

Evento Probabilidade

NNN | 5/10%4/9%3/8 =3/36
NNA | 5/10%x4/9x5/8 =5/36
NAN | 5/10%x5/9%4/8 =5/36
ANN | 5/10%5/9%4/8 =5/36
NAA |5/10%5/94/8 =5/36
ANA | 5/10%x5/9%4/8 =5/36
AAN | 5/10%4/9%5/8 = 5/36
AAA | 5/10%4/9%3/8=3/36
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Primeiro Exemplo - Estagiarios

Observando os pontos amostrais na tabela anterior (NNN, NNA,
etc.), construimos uma tabela de distribuicdo conjunta de A e B.

By By B> B3 Total
A 3/36  10/36 5/36 0 18/36
A | 0 5/36 10/36 3/36 | 18/36
Total | 3/36 15/36 15/36 3/36 | 18/36




Aula de Exercicios - Teorema de Bayes

Primeiro Exemplo - Estagiarios

(1) Qual é a probabilidade de que o comité tenha pelo menos dois
estagidrios novos?
Resp.: O evento é B, U Bs. Note que é uma unido disjunta,
isto é, B, N B3 = ). Entdo P(82 U B3) = P(Bg) + P(B3) =
18/36.

(2) Qual é a probabilidade de ter um coordenador antigo no
comité?
Resp.: P(A°) =18/36 = 1/2.
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Primeiro Exemplo - Estagiarios

(3)

Qual é a probabilidade de ter dois estagidrios novos no
comité, e um deles ser o coordenador?

Resp.: A conjuncao “e" indica interseccdo de eventos. No
caso, P(By N A€), que é a probabilidade conjunta, ou
simplesmente P(B, N A) = 10/36.

Qual é a probabilidade de ter pelo menos um estagiario novo
no comité e um deles ser o coordenador?

Resp.: P(A*N{BiUByUB3}) =

P(A€ N By) + P(A°N By) + P(A°N B3) = 18/36
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Primeiro Exemplo - Estagiarios

(5)

Se sabemos que o coordenador é um estagidrio antigo, qual é
a probabilidade de que o comité tenha dois estagidrios novos?
Resp.: Queremos P(B;|A). Pela definicdo de probabilidade

condicional, P(By|A) = P(B, N A)/P(A) = L% = 5/18

Se o comité tem dois estagidrios novos, qual é a probabilidade
que o coordenador seja um estagiario antigo?

Resp.: Queremos agora P(A|B;). Novamente pela definicdo,
P(A|By) = P(B,nA)/P(B;) =5/15
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Primeiro Exemplo - Estagiarios

(7) Se o comité tem pelo menos dois estagidrios novos, qual é a
probabilidade de que o coordenador seja um estagidrio antigo?

Resp.:

P(AN{B,UB: P(ANB)+P(ANB:
P(A|{B, U Bs}) = BlgiBe Bol) — PULBLEES) — 518

(8) Se o comité tem pelo menos um estagiario novo, qual ¢ a
probabilidade de que o coordenador seja um esgatidrio novo?
Resp.: De modo semelhante ao item anterior,

P(AS|{By U B, U Bs}) = 18/33
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Primeiro Exemplo - Estagidrios - Exercicio

(9) S&o independentes os eventos Ae B;, i =0,1,2,37
Lembre-se da definicdo de independéncia: os eventos G e H
sdo independentes se, e somente se, P(G N H) = P(G)P(H).

(10) Defina, a partir da tabela, dois eventos mutuamente
exclusivos.
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Segundo Exemplo - Controle de Qualidade

Uma companhia multinacional tem trés fabricas que produzem o
mesmo tipo de produto. A fabrica | é responsavel por 30% do total
produzido, a fabrica Il produz 45% do total, e o restante vem da
fabrica Ill. Cada uma das fabricas, no entanto, produz uma
proporcao de produtos que nao atendem aos padrdes estabelecidos
pelas normas internacionais. Tais produtos s3o considerados
“defeituosos” e correspondem a 1%, 2% e 1,5%, respectivamente,
dos totais produzidos por fabrica.

No centro de distribuicdo, é feito o controle de qualidade da
producdo combinada das fabricas.
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Segundo Exemplo - Controle de Qualidade

(1) Qual é a probabilidade de encontrar um produto defeituoso
durante a inspecdo de qualidade?
Resp.: Seja o evento A = {Produto Defeituoso} e
F; = {Produto da Fabrica i}. Sabemos, pelo enunciado, que
P(F1) =0,3, P(F;) = 0,45 e P(F3) = 0,25. Além disso,
sabemos que P(A|F1) = 0,01, P(A|F2) =0,02 e
P(A|F3) = 0,015.
Ent3o, pela lei da probabilidade total,

P(A) = P(A|F1)P(F1) + P(A|F2)P(F2) + P(A|F3)P(F3) =

= 0,3%0,01 + 0,45 % 0,02 + 0,25 0,015 = 0,01575
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Segundo Exemplo - Controle de Qualidade

(2) Se durante a inspegdo, encontramos um produto defeituoso,
qual é a probabilidade que ele tenha sido produzido na fabrica
1?

Resp.: Aqui, aplicaremos o Teorema de Bayes usando o item
anterior para encontrar P(A):

P(A|F2)P(F) 0,02 0,45
P(F|A) = -
(F2]A) P(A) 0,01575

= 0,5714
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Terceiro Exemplo - PSA com um padrao de ouro imperfeito

Considere novamente os dados sobre rastreamento de cancer de
prostata. Recorde os eventos associados aos experimentos:

A = DRE4+ B = PSA+ C = Paciente tem cancer
A¢ = DRE- B¢ = PSA- C¢ = Paciente n3o tem cancer
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Terceiro Exemplo - PSA com um padrao de ouro imperfeito

Suponha que temos uma informac3o confidvel da prevaléncia de
cancer de préstata na populagdo — através de dados do censo do
Ministério da Saudde — ou seja, conhecemos P(C).

Definimos também a sensibilidade do PSA (dada por P(B|C)), e a
especificidade (dada por P(B¢|C¢)).

Defina VPP = P(C|B) o Valor Preditivo Positivo, a propor¢io de
individuos doentes dentre aqueles que tiveram um resultado
positivo no teste. Analogamente, defina VPN = P(C€¢|B€) o Valor
Preditivo Negativo.
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Terceiro Exemplo - PSA com um padrao de ouro imperfeito

Se um outro teste tem um padrdo de ouro perfeito, isto é, se
somos capazes de determinar com 100% de seguranca se um
individuo estd doente ou n3o através dele, podemos determinar a
especificidade, sensitividade, VPP e VPN do PSA usando esse
outro teste como referéncia, tudo através da tabela 2x2 dos dados
observados.
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Terceiro Exemplo - PSA com um padrao de ouro imperfeito

Se por outro lado, ndo temos um padrdo de ouro perfeito, apenas
um teste convencional (ou standard) que é usado para diagnosticar
a doenga (mas que normalmente é mais caro ou de mais dificil
acesso - como a bidpsia ou métodos invasivos para o paciente),
entdo devemos aplicar o Teorema de Bayes para obter os valores
preditivos do teste novo.
P(C|B) = P(B, C) _ P(C)P(B|C) _
P(B) P(B)
_ P(C)P(BIC)
~ P(C)P(B|C) + P(Cc)P(B|Cc)
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Terceiro Exemplo - PSA com um padrao de ouro imperfeito

Neste caso, precisamos do valor da prevaléncia (probabilidade “a
priori” ), que pode ser tomado de uma fonte externa — Como o
Ministério da Sadde. Suponha que encontramos como prevaléncia
o valor de 0,097 = P(C) = P(C¢) = 0,903

Sensitividade = P(B|C) = 481/1881 = 0,26
Especificidade = P(B<|C€) = 16699,/17595 = 0,949

Probabilidade total: P(B) = 0,097 * 0,26 + 0,903 * 0,051 = 0,071
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Terceiro Exemplo - PSA com um padrao de ouro imperfeito

Denotaremos o Valor Preditivo Positivo por VPP, e o Valor
Preditivo Negativo por VPN, para o caso do cancer de préstata.

0,02522
VPP = P(C|B) = — = 0,3542
(ClB) = o1 =03
P(Cc N B°)
_ (o} c\ __ —
VPN = P(C¢|B°) = ~hE
P(C)P(B|CF) _0,8724

f— — — 2
P(CE)P(BS|C) + P(C)P(B|C) — 00846 ~ 0%
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Terceiro Exemplo - Interpretando os resultados

Na populagdo de homens com mais de 50 anos, se espera que
9,7% deles tenham cancer de préstata.

Sensitividade: Dos individuos doentes, 26% sio positivos no
teste.

Especificidade: Dos individuos s3os, 94% s3o negativos no
teste.

VPP: Dos individuos com teste positivo, 35,4% sdo doentes.

m VPN: Dos individuos com teste negativo, 92,3% n3o sdo
doentes.
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Terceiro Exemplo - Combinando Diagndsticos

Podemos analisar a combinacdo de dois testes diagndsticos.
Seja Dy o evento “pelo menos algum teste é positivo”, ou seja,

DRE+, PSA+ = ANB
D, = DRE+, PSA- = AnB¢
DRE-, PSA+ = A°NB

D = DRE-, PSA—= AN B*
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Terceiro Exemplo - Combinando Diagndsticos

Nos interessa a probabilidade de cancer, dado Dy.

P(CNDy) P(C N D)
PLEIPI =50,y = POP(DIC) + PCIP(DICE)

= P(D«|C) = P(ANB|C) + P(ANB°|C) + P(A“NB|C) =
189 145 292 626

~ 1881 ' 1881 ' 1881 1881

= P(Dy|C°) = P(AN B|C) + P(AN B°|C®) + P(A° N B|C) =
_ 141 1002 755 _ 1757

17595 ' 17595 ' 17595 17595

=0,33

= 0,09985
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Terceiro Exemplo - Combinando Diagndsticos

E portanto, o valor preditivo positivo sera:

0,097 * 0,33
VPP = P(C|Dy) = ) ’ = 0,2637
(€10 0,097 0,33 + 0,903  0,09985 '

Fica como exercicio verificar que o valor preditivo negativo sera:

VPN = P(C|DS) = 0,926



