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Modédulo de Leis dos Senos e dos Cossenos
Leis dos Senos e dos Cossenos.

1 Exercicios Introdutdrios

Exercicio 1. Calcule o que se pede em cada um dos itens
abaixo.

a) Qual o cosseno do maior angulo do tridngulo de lados
medindo 5, 6 e 77

b) Qual o cosseno do menor dngulo do tridngulo de lados
medindo 7, 8 e 107

¢) Num tridangulo com lados medindo 5 e 6 e dngulo entre
eles de 60°, qual o lado oposto ao angulo informado?

d) Qual o cosseno de maior dngulo do tridngulo de lados
medindo 2, 3 e 57

Exercicio 2. Dois lados de um triangulo medem 6 m e
10 m e formam entre si um angulo de 120°. Determinar a
medida do terceiro lado.

Exercicio 3. Os lados de um tridngulo obtusdngulo medem
3, 4 e z. Podemos afirmar que

a) b<az<T. ) l<z<VToub<az<T.
b) V7 <z <5. d) x=5ouz=T.

Exercicio 4. Sendo a o lado oposto ao angulo «, b oposto
a e c oposto a 7, em um triangulo, calcule:

a) o seno de  para a =4 cm, o = 30° e b = 8 cm;

b) o valor de v para a = v2 cm, 3 =45° e b=2; e

3
¢) o cosseno de a para a = /3, sen~y = % e c=10.

Exgrcfcio 5. Dadp um triangulo ABC' com BC = 5v2 cm,
BAC =45° ¢ ABC = 30°. Qual a medida de AC ?

Exercicio 6. Calcular o raio da circunferéncia circunscrita
a um triangulo do qual se conhecem um lado AB = 10 m
e o angulo oposto C' = 60°.

Exercicio 7. Um navio, deslocando-se em linha reta, visa
um farol e obtém a leitura de 30° para o angulo formado
entre a sua trajetéria e a linha de visada do farol. Apéds
navegar 20 milhas, através de uma nova visada ao farol,
obtém a leitura de 75°. Determine a distancia entre o
farol e o navio no instante em que fez a 2% leitura.

(Use v2=1,4).

Exercicio 8. Dado um triangulo de lados 5 ¢m, 7 cm e
8 cm, determine o valor do cosseno e do seno do menor
angulo interno desse triangulo.

Exercicio 9. No triangulo ABC, os lados AC' e BC me-
dem 8 cm e 6 cm, respectivamente, e o angulo A vale 30°.
Quanto vale o seno do angulo B?

Exercicio 10. Trés ilhas A, B e C' aparecem num mapa,
em escala 1 : 10000, como na figura 1. Das alternativas, a
que melhor aproxima a distancia em km entre as ilhas A e
B é:

. 1050
A : 12 cm C
Figura 1
a) 2,3 b) 2,1 c) 1,9 d) 1,4 e) 1,7

2  Exercicios de Fixacao

Exercicio 11. Os lados de um tridngulo sdo 3, 4 ¢ 6. O
cosseno do maior angulo interno desse triangulo vale:

11 11

3

3 3

2 d) -2 _2
© Ty
Exercicio 12. Calcule o que se pede em cada um dos itens
abaixo.

a) Qual o cosseno do maior dngulo do tridngulo de lados
medindo 4, 5 e 67

b) Qual o cosseno do menor angulo do tridngulo de lados
medindo 7, 8 e 107

¢) Qual o cosseno de maior angulo do tridngulo de lados
medindo 5, 10 e 157

Exercicio 13. Em um tridangulo, as medidas de seus la-
dos, em metros, sdo trés nimeros inteiros consecutivos e a
medida do maior angulo é o dobro da medida do menor.
Determine a medida do menor lado deste triangulo.

Exercicio 14. A, B e C sao pontos de uma circunferéncia
de raio 3 cm, AB = BC e o angulo ABC mede 30°. Cal-
cule, em cm, o comprimento do segmento AC.

Exercicio 15. Um AABC tem lados AB, AC e BC que
medem, respectivamente, 5 cm, 10 cm e 9 cm. Determine
a medida da mediana relativa ao lado AC.

Exercicio 16. Em um paralelogramo ABCD, os lados AB
e AD medem, respectivamente, v/2 cm e z ¢cm, e 6 é o
angulo obtuso formado entre eles. Se a diagonal maior
mede 2x cm, entao qual o valor do seno do angulo 67
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3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 17. Considere o tridngulo retangulo da figura 2.

C

Figura 2

Sabendo-se que @ = 120°, AB = AC = 1 cm. Determine
a medida de AD.

Exercicio 18. Na figura 3, AD = 2 cm, AB = /3 cm,
a medida do angulo BAC é 30° e BD = DC, onde D é
ponto do lado AC' . A medida do lado BC , em cm, é

B

D
Figura 3

Exercicio 19. Uma circunferéncia de raio 14 cm circuns-
creve um triangulo ABC'. Calcule a medida do lado AB,
sabendo-se que o triangulo ABC' néao é retangulo e que o
angulo AC B mede 30°.

Exercicio 20. Na figura 4, tem-se o triangulo ABC inscrito
em uma circunferéncia de centro D.

A

Figura 4

Se AB =6 cm e AC = 9 cm, o perimetro do triangulo
ABC, em centimetros, é aproximadamente igual a

a) 18,4  Db) 19,8  ¢) 20,6 d) 21,4 ) 22,9

Exercicio 21. Num tridngulo ABC, retangulo em A, temos
B = 60°. As bissetrizes destes dngulos se encontram num
ponto D. Se o segmento de reta BD mede 1 cm, determine

a medida da hipotenusa.

Exercicio 22. Na figura 5, tem-se

D
Figura 5

BAC = 45°, BDC = 60°, AD =5 u.c. ¢ DC = 10 u.c..
Com base nesses dados, calcule BC.

Exercicio 23. Um observador, situado no ponto A, dis-
tante 30 m do ponto B, vé um edificio sob um angulo de
30°, conforme a figura abaixo. Baseado nos dados da fi-
gura 6, determine a altura do edificio em metros e divida
o resultado por v/2.

Dados: AB = 30 m; ACD = 30°; CAB = 75°%
ABC = 60°;, DCA = 90°.

Figura 6
Exercicio 24. A proporcao
c_9
h
implica que
e_g_ ety
f h  f+hR

Interprete o resultado acima e o aplique juntamente com
a lei dos senos para resolver os itens abaixo.

a) No tridngulo ABC| p é o semiperimetro e R o raio do
circulo circunscrito. Prove que

sena + sen 8 + sen~y = %

b) Os senos dos angulos de um tridngulo sdo nimeros ra-
cionais. Mostre que os seus cossenos sao também raci-
onais.
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Exercicio 25. As paginas de um livro medem 1 dm de base

e V1++/3 dm de altura. Se este livro for parcialmente
aberto, de tal forma que o angulo entre duas paginas seja
60°, a medida do angulo «, formado pelas diagonais das

péginas, sera:

60°

Figura 7

Exercicio 26. Calcule a drea do triangulo ABC' tal que
AB =1 cm, BC = 0,5 cm e o angulo ABC tem o dobro
da medida do angulo BAC.
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Respostas e Solugoes.
1.
a) O maior angulo do tridngulo é o oposto ao maior lado.

Chame de a o angulo oposto ao lado de medida 7. Apli-
cando a Lei dos Cossenos temos:

72=524+62-2-5-6cosa
1
(§] chegaremos a CoOsx = g

b) O menor angulo do tridngulo é o oposto ao menor lado.
Chame de « o angulo oposto ao lado de medida 7. Apli-
cando a Lei dos Cossenos temos:

72=824+10°-2-8-10cos«
23

32

¢) Aplicando a Lei dos Cossenos temos:

e chegaremos a Cosx =

a® =546 —2-5-6cos60°
e chegaremos a a = v/31.

d) Observe que esses lados nao formam um tridngulo, pois,
pela desigualdade triangular deveriamos ter a < b+c e
na questao 5 = 3 + 2.

2. Seja a o lado oposto a 120°, entao podemos escrever
que

a> = 62+102-2-6-10-cos120°
1

a® = 36+100—120~<—2>

a = V196

a = 14 m.

3. (Adaptado do vestibular da UNIMONTES MG)

Para o triangulo existir deveremos ter, pela desigualdade
triangular, 4 — 3 < z < 4+ 3, ou seja, 1 < x < 7. Perceba
que se x = 5 teremos o tridngulo retangulo pitagorico E
Se x for o maior lado, o triangulo sera obtusangulo se

2 > 32442

> > 25
x > b
Entao, 5 < z < 7. Mas, se  nao for o maior lado, teremos
42 > 32427

2 < 7

x<\ﬁ

Portanto, obtemos 1 < z < V7. Resposta na letra C.

1Catetos medido 3 e 4 e hipotenusa medindo 5, esse é o tridngulo
retangulo com menores medidas inteiras para os lados.

4.

a) Pela lei dos senos, temos que:

a _ b
sena senf
4 B 8
sen30°  senf
senff = 1.

b) Pela lei dos senos, temos que:

V2 2

sen o sen 45°
1
seno = 3
a = 30°.

Portanto, como a + 8 4+ v = 180°, entao v = 105°.

c) Pela lei dos senos, temos que:

V3 10

sen « sen 7y
V3 10
sena %
3
1
sena = TO

Pela férmula fundamental, ficamos com

sen’a + cos?a = 1
1\2
<10) + cos’a = 1
cos’a = 1- €L
100
99 3v11
cosa = —_— = —.
100 10

5. Pela lei dos senos, temos que

52 AC
sen45°  sen30°
52 AC
ve o1

9 2
AC = 5cm.

6. Da lei dos senos, temos que

b
2 = - = = 2R
sen 3 sen 7y

sen «

sendo R o raio da circunferéncia circunscrita ao AABC.

10 103
»sengoe  CReR=—3—

Dai
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7. Seja A o ponto em que o navio se encontra no pri-
meiro momento, B o do segundo, C' um ponto qualquer
da trajetoria do navio e F' o do farol. Da interpretacao
do enunciado, concluimos que F AB = 30°, AB = 20 mi-
lhas, FBC = 75° e BF = d milhas. Podemos concluir que
BFA = 45° e, pela lei de senos, ficaremos com:

d B 20
sen30°  sen45°
4 _ 20
12— V22
20
d = =
V2
20
d =
1,4
d = 14,3 milhas.

8. Seja a o menor angulo interno. Ele serd o oposto ao
lado de medida 5 e, aplicando a lei dos cossenos, teremos

52 = 7°4+82-2.7-8-cosa
25 — 49 — 64
—cosa = —————
2-7-8
11
cosa = —.
14
Aplicando a férmula fundamental, obteremos
sen’ar 4 cos’a = 1
2, 4 (1L 2 .
sen“q — =
14
5v/3
sena = —.
14

9. Da lei dos senos, temos que

8 6
sen B sen30°
. 2

B = =
sen 3

10. (Extraido do vestibular do MACK SP)
Observe que BC'A = 45° e, aplicando a lei dos senos, te-
remos

AB 12
sen45°  sen30°
AB = 12V2.

Apés o uso da escala, AB = 120000/2 cm ou AB = 1,7
km, que esta na letra E.

11. O maior angulo do triangulo é o oposto ao maior
lado, chame-o de 6, e o seu lado correspondente serd o de
medida 6. Aplicando a Lei dos Cossenos, temos

62=232+4%2—-2.3 4cos0.

1
Consequentemente cos § = 51 e a resposta ¢é a letra B.

12.

a) O maior angulo do tridngulo é o oposto ao maior lado,
chame-o de 3, e o seu lado correspondente serd o de
medida 6. Aplicando a Lei dos Cossenos, temos

62 =52 442 —2.5-4cosB.
) 1
Assim, cos 8 = 3

b) O menor angulo do tridngulo é o oposto ao menor lado.
Chamando-o de v, o seu lado correspondente sera o de
medida 7. Aplicando a Lei dos Cossenos, temos

72 =102 +82—2-10- 8cos~.

23

Assim, chegaremos a cosy = 3
c) Observe que esses lados ndo formam um tridngulo, pois,
pela desigualdade triangular deveriamos ter a < b+c e

na questao 15 =10 + 5.

13. (Extraido do vestibular da UECE)

Sejam os lados do triangulo iguaisa x — 1, x e x + 1 e os
respectivos angulos iguais a «, 8 e 2a. Interpretando o
enunciado e aplicando a lei dos senos, temos que

x—1 x4+l

sena sen(2a)
x4+

cosa = .

Agora, aplicando a lei dos cossenos, obteremos:

(x—1)?2 = 2°4+(@+1)?—-2-2-(x+1)-cosa
1
(@-1?2 = x2—|—(z+1)2—2~0:-(a:—|—1)~2i+_2
. 1)2
-2 +1 = x2+x2—|—2x+1—x(x7+1)
z —
22 tda = v (z+1)?
rz—1
(z+1)?
4 = LT
(z+4) p—
(x+4)(z—1) = 22+2z+1
243z -4 = 2242241
r = 5.

Assim, o menor lado mede z — 1 = 4 m.

14. (Adaptado do vestibular da FUVEST SP)
Da lei dos senos, temos que

AC

=2-3
sen 30°

e dai AC =3 em.
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15. Observe que, pela lei dos cossenos, obtemos

BC? = AB?+ AC?—-2-AB- AC - cos BAC
92 = 524+102-2.5-10-cos BAC
. 11

cos BAC = %

Agora, Sendo BM a mediana relativa a AC, teremos
AM =5, BAC = BAM e, pela lei dos cossenos, teremos

BM? =
BM? =

AB? + AM? — 2. AB- AMC - cos BAM
11
52452 -2.5.5. —

25
BM = 28 = 2V7cm.

16. Denotemos AD = BC por x e AB = CD por y. Pela
lei dos cossenos, temos

AC? = 22 +9y*—2-x-ycos(180° —0)
AC? = 2?2 +y* =22 y(—cos(h))
AC? = 224+ 9%+2-2-ycos(h)

BD?* =2* +y* — 2.2 -ycos(h),

ou seja, AC' > BD. Seguindo com os valores do enunciado,
obteremos

(22)2 = 224 (2v2)2 42z - 2v2cos(d)
422 = 2?4222 +2v22% - cosd
4 = 1+42+2V2 cosb
1 = 2v2-cosb
1
cos = ——
22
2
1 2
Assim, senf = /1 — () = £ Ficamos com o
2V/2 4

valor positivo do seno, pois 6 < 180°.

17. (Extraido do vestibular da UFU MG)
Observe que ADC = 60° e, como AB = AC, temos
ACD = 45°. Pela lei dos senos, temos
AC AD
sen 60° sen 45°

\/§ V6
- = — CIn.
2 2

18. (Extraido do vestibular da FUVEST SP)
Pela lei dos cossenos, temos

AD =

2
BD? = V3 +22-2.v3.2 cos30°
BD = 1 cm.

Além disso, como BD = DC', temos AC = AD + DC =3
cm e, pela lei dos cossenos, chegamos a

BC? = \/§2+32—2-\/§~3-COS30°

BD = V3cm.

19. (Extraido do vestibular da UNB)
Da lei dos senos, temos que

AB
sen 30°

=2-14, dai AB = 14 cm.

20.  (Extraido do vestibular da UNIFOR CE) Como
BAC é um angulo inscrito na circunferéncia de centro O,

BAC = BTDC = 60°. Pela lei dos cossenos, temos
BC? = 6°+9*—2-6-9-cos60°
BC = V63
BC = 7,9

Portanto, AB + BC + CA = 22,9.

21. (Extraido do vestibular do ITA)

Observe que se a hipotenusa BC' mede x, entao AB =

|8

Agora, no AADB, como D é incentro, teremos DAB =
45°, ABD = 30° e ADB = 105°. Como sen105° =

M, pela lei dos senos, obtemos
AB B BD
sen105°  sendbe
x _ senl05°
2 7 sendb°
V6 + V2
r _ 4
2 V2
2
r = 14++V3cm.

22. (Extraido do vestibular do UFBA)
Observe que ABD = 15° e, pela lei dos senos, chegamos a

BD B AD
sen45°  sen15°
V2
r _ 2
57 Vowe
4
o 10V2
T Vi-ve
B 10
r = 71
z = 5(WV3+1) uc.

Agora, pela lei dos cossenos, obtemos

BC? = 10*+(5(vV3+1))2—=2-10-5(v3 4 1) - cos 60°
BC = V150
= 5V6uc.
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23. (Extraido do vestibular do UNB)
Observe que se CD = w, entao AC = zv/3. Agora, no
AABC teremos AC'B = 45°, pela lei dos senos, obtemos

AB B AC
sen 45° sen 60°
30
V2
Dividindo o resultado por v/2, obtemos - 15.

V2

T metros.

24.

a) (Extraido do material do PROFMAT)
Usando a lei dos senos, temos que

b
a = = ¢ = 2R
sen a sen 3 sen -y
o que implica

a+b+c _ 9R
sen « + sen 5 + sen «y
sena+senf+seny 1

a+b+c 2R

a+b+c
sena +senf +seny = 12%
sena+sen S +seny = %
|

b) (Extraido da Olimpiada de Matemdtica da Russia)
Como os senos sao racionais, a sua divisdo é racional.
Agora, usando a lei dos senos temos que:

a b c

sen sen sen vy

Isso implica que

a B b
sena  senf
b senf
a  sena

b c

Ou seja, — € Q, analogamente — € Q. Agora pela lei
a a

dos cossenos, obteremos

2 b2 + % — 2bccosa

a =
LR b ¢
1 = 5+—5—-2-—-—-cosa
a a a a
2
b c\2
(-6
a a
cosa =
b ¢
9.-.2
a a
Portanto, como o numerador e denominador sao racio-
nais,
cosa € Q.
Analogamente, cos 5 € Q e cosvy € Q. |

25. (Extraido do vestibular da FUVEST SP)
Pelo Teorema de Pitagoras, podemos calcular o valor x de
cada diagonal fazendo

2
( 1+\/§> +12 x>
2+/3.

Agora, na base também hd um tridngulo equildtero for-
mado pelas bases do livro e seus extremos. Observe que po-
demos formar um triangulo entre as diagonais das paginas
e seus extremos e, pela lei dos cossenos,

xr =

12 = 2(@)2—2( 2+\/§>2-cosa
o 2( 2+\/§)2—1

2( 2+\/§)2
3+2V3
4423
V3

2

Portanto, o = 30°.

26. (Extraido da Olimpfada Paraibana de Matemética)
Sejam BAC =0, ABC =20 e AC = z. Pela lei dos senos,
temos que

T 0,5
sen20  send

T 0,5
2senfcosd  senf
r = cosf.

Agora, pela lei dos cossenos, teremos

124+22-2-1-2-cosb

V3

r = —.

2

0,52 =

Como AC? + BC? = AB?, pela reciproca do Teorema de
Pitdgoras, AABC é retangulo em C, e sua area sera

ELABORADO POR CLEBER ASSIS E TIAGO MIRANDA
PRODUZIDO POR ARQUIMEDES CURSO DE ENSINO
CONTATOQCURSOARQUIMEDES.COM
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