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APRESENTACAD

Caro estudante,

Este livro tem como objetivo estimular vocé a compreender a Matematica para
utiliza-la no seu dia a dia e na continuagao dos seus estudos. Além disso, busca
favorecer o desenvolvimento de competéncias e habilidades que o auxiliem a ser
um cidadao critico, criativo, autbnomo e responsavel. Na sociedade contemporanea,
€ muito importante que vocé seja capaz de ler a realidade, enfrentar novos desafios
e tomar decisdes éticas e fundamentadas.

Além dos conteddos matematicos especificos, o livro ainda traz possibilidades

de explorar o uso de recursos tecnolégicos, como softwares de Geometria dinamica
e planilhas eletronicas, e de refletir sobre as relagcdes entre a Matematica e outras
areas do conhecimento.

Desejamos que essa obra contribua para que vocé reflita e interfira na
sociedade em que estd inserido com base em conhecimentos cientificamente
fundamentados.

Bons estudos!

Os Autores



CONHEGA SEU LIURO

Abertura de capitulo
Nas paglnas.de abertura, Yoce é conV|dado:al observar’ e T
textos e/ou imagens relacionados ao conteddo do capitulo GEOMETRICAS

e aresponder a questdes cujo objetivo é proporcionar um
momento de reflexdo sobre o contexto apresentado e os
conteudos ja estudados.

ATIVIDADES [ LIGETE ATIVIDADES

Atividades resolvidas
e Atividades

As atividades resolvidas apresentam uma forma organizada
de resolucao e devem ser um momento de reflexao e de busca
por outras formas de resolucao. Ja as atividades sao variadas
e visam a pratica do contetido em estudo. H4 também
oportunidades de elaboracdo, analise de atividades e
compartilhamento com seus colegas e o professor.
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104 = " o8 EXPLORANDO EIR T !

Calculos fatoriais utilizando o Scratch

bl
arastar o3 blocos para i de rabalho,na centroda e

Desenvoluendo a fungao fatorial no Scratch

Explorando a tecnologia

Nesta secao, vocé vai ter a oportunidade de aprofundar seus
conhecimentos matematicos e desenvolver o pensamento
computacional, com ou sem o auxilio de tecnologias digitais.

166 = 187

Luca Pacioli, um dos precursores dos
processos contabeis

(Forun ei Férum ‘

Consumo sustentavel

: E uma oportunidade para trocar e compartilhar
ideias com seus colegas e o professor, a partir de
temas contemporaneos.

Histéria da Matematica

Nesta secdo, vocé vai ter a oportunidade de
ler textos sobre a histéria da Matematica
relacionados aos contetdos que estao sendo
estudados no capitulo.




LINGUAGENS € 8uA8 TECHOLOTIAS Boxes

Esther Mahlangu e a cultura ndebele

Glossario

um pouco mas sobr  rtta & 3 ulura dbele, s o8 text0. gl

Explicacao de termos matematicos
ou da lingua portuguesa.

Pense e responda

Momentos que valorizam,

por meio de questoes, sua
participacao na construcdo do
conhecimento, incentivando vocé
a interagir, investigar e refletir
sobre o contetido em estudo.

Conexdes com...

Nesta secao, vocé vai explorar temas diversos e interdisciplinares relacionados ao contetido (D] Para assistir
em estudo, com o objetivo de desenvolver a competéncia leitora, a cidadania e o senso

critico, por meio de atividades investigativas, pesquisas e discussdo com os colegas. Para ler

Para acessar

O -\_ ATIVIDADES COMPLEWENTARES

VEC) Dentre s dvess plnfccoes

Para ouvir

£ 4 £ 5

Sugestdes de livros, links, filmes,
podcasts etc. a fim de complementar
o contetido do livro.

Apresentacao de uma dica
interessante ou informacdo
relevante a respeito do contetdo.
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Atividades complementares Para refletir
Nesta secdo, vocé vai encontrar questdes de exames oficiais relacionadas Neste momento, vocé vai ter a oportunidade de refletir
aos contetidos estudados. E uma oportunidade para verificar seu sobre o que estudou em cada um dos capitulos e fazer
conhecimento em relagéo ao que foi abordado no capitulo. uma autoavaliagdo de seu desempenho.

OBJETOS EDUCACIONAIS DIGITAIS N

Os icones a seguir identificam os diferentes tipos de objetos educacionais digitais Atividades a serem
presentes neste volume. Esses materiais digitais apresentam assuntos
complementares ao conteudo trabalhado na obra, ampliando a aprendizagem. de uma calculadora

@ @ ‘ ‘ @ [ms] Atividades em duplas.

VIDEO PODCAST CARROSSEL INFOGRAFICO MAPA CLICAVEL
DE IMAGENS CLICAVEL

realizadas com o auxilio

Atividades em grupos.

Os sites indicados nesta obra podem apresentar imagens e eventuais textos publicitarios junto ao contetdo de referéncia, os quais ndo
condizem com o objetivo didatico da colecdo. Nao ha controle sobre esses conteddos, pois eles estdo estritamente relacionados ao histérico
de pesquisa de cada usuario e a dinamica dos meios digitais.
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MATEMATICA
FINANCEIRA

“Corre, que agora o prego baixou!”, “30%, 40% e 50% de desconto em
toda a loja!”, “Aproveite a Black Friday!".

E bem provavel que vocé ja tenha se deparado com frases como essas
em propagandas de televisdao, na internet ou até mesmo em vitrines de
lojas, pois 0 comércio tenta, constantemente, atrair consumidores por meio
de promocoes, ofertas e diferentes formas de pagamento.

Atualmente, uma data que se destaca pelos seus descontos é a da Black
Friday, um evento mundial que ocorre, geralmente, na ultima sexta-feira de
novembro, em que os precos de diversos produtos diminuem, sobretudo
eletronicos e eletrodomésticos. Os valores oferecidos na Black Friday tém
como base os precos dos produtos durante todo o ano, considerando taxas
e impostos.

Os consumidores, porém, devem ficar atentos as supostas promocoes,
pois algumas lojas podem agir de forma desonesta e, as vezes, ilicita. Além
disso, eles precisam acompanhar, ao longo do ano, o histérico de precos
dos produtos que pretendem comprar na temporada da Black Friday, pois
assim garantem a aquisicao da mercadoria por um valor realmente menor.
Alguns estabelecimentos praticam a manobra de aumentar os precos de
seus produtos alguns dias ou semanas antes desse evento e aplicam des-
contos atrativos, quando, na verdade, estao vendendo pelo preco original.

NO LIVRO.
28] Agora relina-se a um colega, e facam o que se pede em cada questdo.

Ver as Orientagdes para o professor. . .
1. De acordo com o texto, como os descontos sdo comumente divulgados?

Por que vocés acham que se utiliza essa maneira de indica-los?

ROIBIDA

MATERIAL PARA DIVULGACACIDNEDIMORANEID
REPRODUCAO P

2. Uma prética cada vez mais frequente no e-commerce (comércio eletronico)
é o0 anuncio de um produto cuja compra pode ser efetuada de duas formas:
parcelada sem juro ou a vista com desconto. Uma venda que siga esse mo-
delo é realmente isenta de juro? Justifiquem.

3. O texto destaca um tipo de cuidado que o consumidor deve ter no momento
de realizar as compras durante a Black Friday. Que outros cuidados devemos
ter ao comprar em eventos como esse?

4. Em uma Black Friday, um produto teve um desconto inicial de 10% e, em se-
guida, mais um desconto de 20%. Qual foi o desconto percentual total que
esse produto sofreu? 28%
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CESAR CONVENTI/FOTOARENA

= Vitrine com cartazes sobre promocoes da Black Friday, Sdo Paulo (SP).
0 uso de propagandas grandes e vistosas nas vitrines das lojas é umas das
maneiras de chamar a aten¢do dos consumidores. Fotografia de 2022.




Introducao

Muitas situacdes do nosso cotidiano envolvem Matemadtica financeira: compras de produtos a
vista ou a prazo, aplica¢ées financeiras, assim como negociacoes diversas que envolvam financiamen-
tos, pagamento de dividas, preco de aluguel, reajuste de salario, entre outras. Conhecer os conceitos
relacionados a situagdes como essas nos ajuda a analisar se determinada proposta é vantajosa ou nao.

Porcentagem

No Ensino Fundamental, vocé estudou porcentagem. Vamos retomar esse assunto para apli-
ca-lo, com outros conceitos, em situacdes que acompanharemos mais adiante.

Porcentagem € uma razao entre um numero real x e 100, que é indicada por x%. Para
efetuar operacées, utilizamos representacdes fracionarias ou decimais.

Exemplos:
60 6 3 12 3
0 —_—,— e —_— e —_— = —_—e,— e —_— 0
a) 60% 100 10 : 0,6 c) 0,12 100 %5 12%
f— Lé-se: sessenta por cento.
28 7 125 5
0 = &2 = L — = £ = =Z = 0,
b) 28% 100~ 25 0,28 d) 1,25 100 7 125%

A expressao "por cento" vem do latim per centum, que significa "dividido por cem". Quando
utilizamos o sufixo agem, indicamos que se trata de um substantivo.

~
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O termo x%, em que x é um nimero real qualquer, representa a razdo —— e é chamado

100
de porcentagem, taxa percentual ou, simplesmente, percentual.
X

100
derando x desses objetos.

Agora, vamos considerar a situagao a seguir.

Observe que também quer dizer que, em cada grupo de 100 objetos, estamos consi-

LUCIANA WHITAKER/PULSAR IMAGENS

A agricultura familiar ¢ uma forma de producao
agricola em que a gestao e o trabalho sao realizados
predominantemente por membros de uma mesma
familia. De acordo com o Censo Agropecudrio 2017,
realizado pelo IBGE, 77% dos estabelecimentos
agropecuarios do pais eram classificados como
agricultura familiar, o que correspondia a cerca de
3,9 milhoes de estabelecimentos. Com base nessas
informacgdes, qual era aproximadamente o total de
estabelecimentos agropecuarios no Brasil em 20177

= No Brasil, a Lei n° 11.326 instituiu, em 2006, a Politica
Nacional de Agricultura Familiar e Empreendimentos
Familiares Rurais. Na imagem, producao de hortalicas,
em Porto Seguro (BA). Fotografia de 2024.

12 =
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Para responder a pergunta, vamos chamar o total de estabelecimentos agropecuarios de n.
Assim, temos:
77

77% de n é igual a 3,9 milhdes — 100 n = 3,9 milhdes = 0,77 - n = 3,9 milhdes =

milhdes = n = 5,1 milhdes

I

0,77
Portanto, havia aproximadamente 5,1 milhdées de estabelecimentos agropecuarios no Brasil

em 2017.

=>n=

» Aumentos e descontos

Um smartphone custa R$ 1.000,00 em determinada loja.
Se o cliente optar pelo pagamento a vista, a loja concede um
desconto de 5% sobre esse valor.
Para calcular o preco do smartphone a vista, precisamos
determinar 5% de R$ 1.000,00 e subtrair de R$ 1.000,00 o
valor, em reais, do desconto calculado.
5% de R$ 1.000,00 — 0,05 - 1000 = 50, ou seja, R$ 50,00
R$ 1.000,00 — R$ 50,00 = R$ 950,00
Portanto, o preco do smartphone a vista com o desconto
é R$ 950,00. = Na compra de um smartphone,

Também podemos calcular diretamente o valor, da além do preco e das condi¢des
seguinte maneira: de pagamento, devemos ficar

atentos a especificacdes técnicas.

1000 — 0,05 - 1000 = 1000 - (1 — 0,05) = 1000 - 0,95 = 950

Para calcular o valor de algo ap6s um desconto de p%,
podemos multiplicar o valor original por <1 — %)

Agora, considere que essa mesma loja, na semana seguinte, aplicou um aumento de 3% em
todos os produtos. Para determinarmos o valor do smartphone ap0s esse reajuste, precisamos
calcular 3% de R$ 1.000,00 e adicionar a R$ 1.000,00 o valor, em reais, do aumento calculado.

3% de R$1.000,00 — 0,03 - 1000 = 30, ou seja, R$ 30,00
R$ 1.000,00 + R$ 30,00 = R$ 1.030,00

Portanto, o preco do celular apdés o aumento é R$ 1.030,00.
Também podemos calcular diretamente o valor, da seguinte maneira:

1000 + 0,03 - 1000 = 1000 - (1 + 0,03) = 1000 - 1,03 = 1030

Para calcular o valor de algo apés um aumento de p%,

podemos multiplicar o valor original por <1 e L)

100

OLEKSIY MARK/SHUTTERSTOCK.COM



Aumentos e descontos sucessivos

Considere, agora, a situacao a seguir.

O prec¢o de um produto sofreu um aumento de 8% em marco e, em abril, foi reajustado
em 12%. Podemos dizer que aplicar esses dois aumentos sucessivos equivale a aplicar um
Unico aumento de 20% sobre o preco inicial?

Para responder a pergunta, vamos calcular um Unico aumento de 20% sobre o preco de um
produto e calcular aumentos sucessivos de 8% e 12% sobre esse preco, em seguida, vamos com-
parar os resultados obtidos. Suponhamos que o preco inicial do produto seja R$ 500,00.

I. Aplicando um uUnico aumento de 20% sobre o preco do produto, temos:
(1+0,2)-500=12"-500 =600
Considerando um uUnico aumento de 20%, obtemos R$ 600,00.
Il. Aplicando os aumentos sucessivos, temos:

 Preco do produto apds o primeiro aumento (reajuste em marco):
(1 + 0,08) - 500 = 1,08 - 500 = 540, ou seja, R$ 540,00
 Preco do produto apds o segundo aumento (reajuste em abril):
(1+ 012) - 540 = 1,12 - 540 = 604,80
Portanto, o preco do produto ap6s os dois aumentos sera R$ 604,80.
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Observe que os valores obtidos nas verificacdes I e Il ndo sao iguais. Isso nos permite exem-
plificar que aumentos percentuais sucessivos nao equivalem a um Unico aumento representado
pela soma das porcentagens correspondentes. Analogamente, podemos verificar o mesmo para
descontos, ou seja, descontos percentuais sucessivos nao equivalem a um Unico desconto per-
centual representado pela soma das porcentagens correspondentes.

Vamos avancar nessa analise. De acordo com os calculos anteriores, sabemos que
540 = 1,08 - 500, entao:

1,12 - 540 = 1,12 - 1,08 - 500 = 604,80
540
Assim, para calcular o preco do produto apds os dois aumentos sucessivos, podemos calcular:
(1+0,12)-(1+0,08)-500=1,112"-1,08 - 500 = 1,2096 - 500 = 604,80

O produto destacado anteriormente indica um aumento correspondente a um percentual
acumulado de 20,96%. Assim, aplicar um aumento de 8% sucedido por um aumento de 12% é
0 mesmo que aplicar um aumento Unico de 20,96%.

Saiba que...

Para facilitar alguns célculos, podemos utilizar a calculadora. Observe uma maneira de
realizar o calculo referente a taxa acumulada de aumento apresentada anteriormente:

00000000 E0LE0 s )

1y =
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» Lucro e prejuizo

Nas transacdes comerciais e financeiras, ¢ comum o uso de termos como custo, que cor-
responde aos gastos envolvidos na producao de um produto e a outras despesas, e receita ou
preco, que é o valor arrecadado com a venda de um produto.

Quando calculamos a diferenca entre a receita e o custo de um produto, temos duas situacoes:
« se o valor obtido for um nimero positivo, dizemos que a transacao gerou lucro;

« se o valor obtido for um nimero negativo, dizemos que a transagcao gerou prejuizo.

E usual o uso das expressdes “preco de custo” (C) para nos referirmos aos custos e “preco
de venda” (V) para nos referirmos as receitas. Assim, podemos escrever a seguinte relacao para

expressar o lucro (L):
L=V-C

O lucro também pode ser expresso como um percentual em relacao ao preco de custo ou
ao preco de venda. Por exemplo: uma mercadoria cujo preco de custo é R$ 280,00 foi vendida
por R$ 320,00, gerando um lucro de R$ 40,00. Assim:

« 0 percentual de lucro sobre o preco de custo é:% = % = % = 0,143 = 14,3%
« 0 percentual de lucro sobre o preco de venda é:% = % = % = 0,125 = 12,5%

« BANCO CENTRAL DO BRASIL. Museu de Valores. Brasilia, DF: BCB, [2024]. Tour virtual.
Disponivel em: https://www.bcb.gov.br/acessoinformacao/museu/tourvirtual/. Acesso em:
25 set. 2024.

Por meio do link, vocé pode fazer uma visita virtual ao Museu de Valores do Banco Central,
explorando a histdria econémica do Brasil e descobrindo curiosidades sobre o dinheiro.

Se julgar conveniente, pode-se propor aos estudantes que pesquisem se ha algum museu como esse ou algum
tipo de exposicao sobre o tema na regidao em que moram e, se possivel, que visitem presencialmente esse museu
ou exposicdo e compartilhem a experiéncia com a turma.

Gipaanichi 3-8 RESOLVIDAS

1. Um vestido que custa R$ 540,00 tem des- Resolucao
conto de 20% se comprado a vista. Qual é o Para determinar o salario antes do reajuste,
preco a vista do vestido? podemos dividir o novo saldrio por (1 + %)
Resolucao ' o 1650 _ 1650 _ 1500
Para determinar o preco do vestido a vista, a+01 11
odemos multiplicar o valor inicial por
b p P P Logo, o saldrio de Edgar antes do reajuste
(1 - m>1 era R$ 1.500,00.

540-(1 — 0,2 =540-0,8 = 432
Portanto, o preco do vestido a vista & R$432,00. | ™ Estudar Matematica financeira

favorece o desenvolvimento da N
2. Edgar teve um aumento salarial de 10% e pas- Educacéo Financeira, pois auxilia L}o@‘;s‘i@‘“
< - - . SO
sou a receber R$ 1.650,00. Qual era o salario a tomar decisdes monetdrias mais f%‘f@h
. . . . \a
de Edgar antes do reajuste? inteligentes e conscientes. *g&@
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A populacao atual de uma cidade é aproxi-
madamente 50 000 habitantes. Sabendo que
essa populacdo cresce 10% ao ano, qual serd
a populacao dessa cidade daqui a trés anos?

Resolucao

Considerando 50000 habitantes a popula-
cao inicial, vamos aplicar trés aumentos su-
cessivos de 10%:

(1+0,0)-(1+0,10) - (1+ 0,10) - 50000 =
= 1,331 - 50000 = 66550
Portanto, em trés anos, a populacdao dessa
cidade sera, aproximadamente, 66550

habitantes.

. Sobre o valor de uma mercadoria foram apli-

cados dois descontos sucessivos, um de 10%
e outro de 12%. Calcule o percentual acumu-
lado de descontos correspondente a esses
dois descontos sucessivos.

Resolucao

Representando o preco inicial da mercadoria
por x e aplicando os dois descontos sucessi-
vos, temos:

1-=0N-1—-012)-x=09-088x=
= 0,792x ou 79,2% de x

Como o valor inicial representa 100%, pode-
mos concluir que o desconto equivalente é:
100% — 79,2% = 20,8%

. Um produto cujo preco de custo é R$ 420,00 é

vendido com um lucro de 30% sobre o preco
de venda. Qual é o preco de venda desse
produto?

Resolucao

Considerando C o preco de custo, L o lucro e
V o preco de venda, temos:

t=v-c (D

Do enunciado, temos:

= 30% =y =030=

=L =030V ()

Substituindo @ em @, obtemos:
o30vV=VvV-C=
=C=V-030V=
= C= 0,70V

Substituindo C = 420, determinamos V-
420 = 0,70V =
= V =600
Portanto, o preco de venda é R$ 600,00.

. Um produto cujo preco de custo era R$ 800,00

foi vendido por R$ 980,00. Qual foi o percen-
tual de lucro sobre o preco de custo?

Resolucao
Sendo L o lucro, C o preco de custo e V o
preco de venda, temos:

L=V-C=
= L =980 — 800 =
=L =180

Logo, o lucro foi R$ 180,00.
Assim, temos:

L_180 _ = 22,59
C =800 = 0225 =225%

Portanto, o percentual de lucro sobre o preco
de custo foi 22,5%.

. Um comerciante, para promover as vendas

de brinquedos de sua loja, divulgou a seguin-
te propaganda:

Compras avista: —
- 10% de desconto —

— o

o T

EDITORIA DE ARTE

Esse comerciante sabe que, apés o descon-
to, certo brinquedo deve ser vendido por
R$ 54,00 para nao ter prejuizo. Determine
qual deve ser o preco minimo do anuncio
desse produto nessa promocgao.

Resolucao

Seja x o preco minimo do anuncio desse brin-
quedo, ap6s um desconto de 10%, o seu valor
de venda deve resultar em R$ 54,00, entéo:

x-(1—-01)=54=
= x-09=5%4=
54

= x ==
X 019:>

= x=60
Portanto, o preco minimo do anuncio do brin-
guedo deve ser R$ 60,00.

16 =
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Copie o quadro a seguir no caderno e com-
plete-o com os valores que estao faltando.

Fracao Represgntagao Porcentagem
decimal
9
0 09 90%
% 0,25 5%
3
200 0,065 6,5%
47
e 047 47%
% 0,08 8%
2. Calcule.
a) 14% de 3000 420 c) 0,6% de 300 1,8
b) 9% de 250 22,5 d) 24% de 1000 240
3. a) aproximadamente 92 250 habitantes
3. A populacdo de uma cidade, com cerca de

90000 habitantes, cresce anualmente 2,5%.
Quantos habitantes essa cidade tera:

a) ao fim de 1ano? b) ao fim de2anos?
3. b) aproximadamente 94 556 habitantes

. (ESPM-SP) Deseja-se obter copia reduzida

de um documento. A fotocopiadora opera
reduzindo proporcionalmente as dimensoes
do documento original. Sabendo-se que, para
copias comuns, o equipamento indica em seu
visor: “Dimensao = 100%", qual devera ser o
valor digitado no painel de comandos, para
que a area do documento reduzido seja igual

a um quarto de area do documento original?
50%

. (UFPE) Em um exame de vestibular, 30% dos

candidatos eram da area de Ciéncias Sociais.
Dentre estes candidatos, 20% optaram pelo
curso de Administracao. Indique a percenta-
gem, relativa ao total de candidatos, dos que
optaram por Administracao. 6%

Uma mercadoria tem seu preco reajusta-
do anualmente com um acréscimo de 5%.
Supondo que o preco atual seja R$200,00, qual

sera o preco dessa mercadoria daqui a 3 anos?
aproximadamente R$ 231,52

(UFV-MG) A viacdo No Leito do Asfalto faz a
linha entre duas cidades que distam 800 km
uma da outra. Por questdo de seguranga,
foram determinadas duas paradas obriga-
torias para o revezamento dos motoristas.

NAD ESCREVA
NO LIURO.

O primeiro trecho da viagem corresponde a

40% de todo o trajeto e o segundo trecho, a

55% do restante. Calcule:

a) A distancia que é percorrida no primeiro
trecho da viagem. 320km

b) A distancia que é percorrida no segundo
trecho da viagem. 264 km

c) O tempo de percurso do terceiro trecho,
caso o motorista mantenha uma velocida-
de média de 90 km/h. 2,4h ou 2h24min

8. (Enem/MEC) Em janeiro do ano passado, a di-
recao de uma fabrica abriu uma creche para
os filhos de seus funcionarios, com 10 salas,
cada uma com capacidade para atender
10 criangas a cada ano. As vagas sao sortea-
das entre os filhos dos funcionarios inscritos,
enquanto os nao contemplados pelo sorteio
formam uma lista de espera. No ano passado,
a lista de espera teve 400 nomes e, neste ano,
esse numero cresceu 10%.

A direcdo da fabrica realizou uma pesquisa e
constatou que a lista de espera para o préxi-
mo ano tera a mesma quantidade de nomes
da lista de espera deste ano. Decidiu, entao,
construir, ao longo desse ano, novas salas
para a creche, também com capacidade de
atendimento para 10 criancas cada, de modo
que o numero de nomes na lista de espera no
proéximo ano seja 25% menor que o deste ano.
O ndmero minimo de salas que deverdo ser
construidas é alternativa b

a)10. b) N. ¢ 13. d) 30. e) 33

9. Em uma loja, um aparelho de ar-condiciona-
do custa R$ 8.000,00 a vista.
Vendido a prazo, o valor desse aparelho sofre
um acréscimo de 8%, e o total é dividido em
duas prestacdes iguais. Qual é o valor de cada
prestacao? R$4.320,00

10. (UFPel-RS) Uma raquete custa na loja A R$ 15,00
mais caro que naloja B. O proprietario daloja A,
percebendo a diferenca, lanca uma promo-
¢ao oferecendo desconto de 10% para que
o preco de sua mercadoria se torne o mesmo
preco da loja B. Quanto custa a raquete na
loja B? R$ 135,00

=17
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11.(FGV-SP) Uma mercadoria, cujo preco de

tabela é R$ 8.000,00, é vendida a vista com
desconto de x%, ou em duas parcelas iguais
de R$ 4.000,00, sendo a primeira no ato da
compra e a segunda um més apdés a com-
pra. Suponha que o comprador dispde do
dinheiro necessario para pagar a vista e que
ele sabe que a diferenca entre o preco a
vista e a primeira parcela pode ser aplicada
no mercado financeiro a uma taxa de 25%
ao més. Nessas condigoes:

a) se x = 15, serd vantajosa para ele a compra
a prazo? Explique. nao
b) Qual é o valor de x que torna indiferente
comprar a vista ou a prazo? Explique. 0
X —

12.(UFPR) Numa loja de automéveis usados, a

comissdo paga a cada um dos vendedores
consiste num percentual sobre o total de
vendas do vendedor mais um bénus por
meta atingida, conforme a tabela abaixo:

Total Percentual Bonus
de vendas sobre o total por meta
no més de vendas atingida
Até
0,8% R$ 0,00
R$ 80.000,00 ° 3
Entre
R$ 80.000,00 e 1,0% R$ 600,00
R$ 200.000,00
Acima de 1,2% R$ 900,00
R$ 200.000,00 e '

a) Qual é a comissao paga a um vendedor
que consegue vender R$ 120.000,00 em
um més? R$1.800,00

b) Quanto um vendedor precisara vender
em um més para receber uma comissao
de R$ 3.900,00? R$250.000,00

c¢) Um dos vendedores apresentou uma
reclamacgao ao gerente da loja porque
havia recebido R$ 1.000,00 de comissao.
Explique por que esse valor esté errado.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Uma mercadoria teve seu preco reajustado
em 18%. A pedido de um cliente, foi dado um
desconto de 5% sobre o0 novo preco, passan-
do a mercadoria a custar R$ 302,50 a mais
que seu preco inicial. Qual era o preco inicial
dessa mercadoria? R$2.500,00

Amélia fixou em 18% o lucro sobre o preco
de custo de uma mercadoria que comprou
para revender. Sabendo que o custo dessa
mercadoria foi R$ 250,00, por quanto devera
ser revendida? R$295,00

Certa mercadoria foi comprada por R$ 860,00.
Por quanto deve ser revendida para que o

lucro seja de 20% sobre o preco de custo?
R$ 1.032,00

Um comerciante comprou dez sacas de bata-
tas por R$ 210,00. Por quanto ele deve reven-
der cada saca para obter um lucro de 20%
sobre o preco de venda? R$ 26,25

(PUCCamp-SP) O preco pedido pelos 18 volu-
mes da enciclopédia Tesouro da Juventude
em um sebo é uma verdadeira “pechincha”.
Com os 17% de desconto ja embutidos no
preco, a enciclopédia toda pode ser compra-
da por R$ 478,08. Supondo que cada volume
tenha o mesmo preco, conclui-se que o preco
que o sebo anunciou, por volume, antes do
desconto, era de alternativa e

a) R$28,00. c) R$38,00. e) R$32,00.
b) R$26,00. d) R$36,00.
O preco de um produto em uma loja é

R$ 39,00. O dono da loja, mesmo pagando
um imposto de 20% sobre o preco de venda,
obtém lucro de 30% sobre o preco de custo.

Qual é o preco de custo desse produto?
R$ 24,00

Qual é o preco de custo de um produto
vendido por R$ 240,00 em cuja transacdo o
comerciante teve um lucro de 20% sobre a
venda? R$192,00

20.(Vunesp-SP) A diferenca entre o preco de

venda anunciado de uma mercadoria e o
preco de custo é igual a R$ 2.000,00. Se essa
mercadoria for vendida com um desconto de
10% sobre o preco anunciado, dara ainda um
lucro de 20% ao comerciante. Determine seu
preco de custo. R$6.000,00

12. ¢) Uma resposta possivel: Porque o valor maximo de comissao correspondente a primeira faixa do

18 = total de vendas é R$ 640,00, e o valor minimo de comissao correspondente a segunda faixa é R$ 1.400,00.
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Juros

No Brasil, existem duas modalidades de compra: com pagamento a
vista e com pagamento a prazo. Resumindo, a compra a vista significa
que o valor total da mercadoria ou do servico é pago no momento da
compra; ja a compra a prazo significa que o valor total ndo é pago no
ato da compra, é parcelado em prestagcdes ou pago integralmente apds
um tempo.

A compra a prazo pode vir acompanhada de juro, de modo que o
valor a ser pago ao final pode ser maior do que o valor a vista.

Acompanhe a situagao a seguir.

O preco a vista de uma geladeira é R$ 1.450,00. Bruno comprou
essa geladeira e pagara todo o valor daqui a 30 dias, ou seja, um
més apos a compra. Nessas condic¢oes, a loja cobrou juros de 8%
sobre o preco a vista.

Ao fazer essa compra, Bruno assumiu o compromisso de pagar um
valor adicional chamado de juro, que corresponde a uma porcentagem
do preco a vista e depende do prazo para pagamento.

Juro (J) é uma compensacao financeira que se paga pela uti-
lizacao de uma quantia por determinado periodo.

Observe, por exemplo, uma maneira de calcular o valor adicional
que Bruno vai pagar na compra da geladeira. Podemos usar uma cal-
culadora para fazer esse célculo.

DR (=

AVISTA

R$ 1.450,00

FOCAL POINT/SHUTTERSTOCK.COM /REPRODUGAQ/PROCEL/INMETRO

= Na compra de eletroele-
tronicos, podemos
verificar os mais eficien-
tes e os que consomem
menos energia obser-
vando o Selo Procel de
Economia de Energia.

Ou seja, a loja cobrou R$ 116,00 de juros na venda dessa geladeira a prazo.
Além da palavra juro, os termos apresentados a seguir sao muito frequentes no estudo de

Matematica financeira.

« Capital (C): quantia monetaria investida ou disponivel para investimento também deno-

minada valor presente ou principal.

« Taxa de juros (i): taxa percentual que se paga ou se recebe pela compensacao da aplica-
cao de um capital. Essa taxa deve vir acompanhada da unidade de tempo a que se refere.

Exemplo: 5% ao dia, que pode ser escrita como 5% a.d.; 2% ao més ou 2% a.m.; 8% ao ano

ou 8% a.a.

« Tempo (t): periodo que decorre desde o inicio até o fim de uma operacao financeira.

« Montante (M): investimento rentabilizado, ou seja, é o capital acrescido dos juros acu-
mulados em determinado periodo (capital + juros). Também é denominado valor futuro.

=19



Assim, o juro (J) é o valor obtido ao se aplicar uma taxa percentual (/) sobre um capital (C) em
determinado periodo de tempo (t).

E importante observar que, se a taxa i for mensal, o tempo t devera ser expresso em meses.
Se i for uma taxa anual, t deverd ser expresso em anos.

Nas operacoes financeiras, o tempo pode ser classificado em:

« exato: usa o0 ano civil de 365 ou 366 (ano bissexto) dias, em que os dias dos meses sdo con-
tados pelo calendario (28, 29, 30 ou 31 dias).

« comercial: usa 0 ano comercial, no qual o més tem sempre 30 dias, e 0 ano, 360 dias.

Neste Capitulo, caso nao esteja indicado, vamos considerar o tempo comercial.

» Juro simples

Nos tempos atuais, raramente é adotado o regime de juro simples em transacées. Quando
utilizado, ele é praticado em operacdes de curtissimos prazos, como calculos de multas por
atraso de pagamento, por exemplo, de faturas.

Denominamos juro simples aquele calculado sempre sobre o capital inicial.

~
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Suponha, por exemplo, que uma quantia de R$ 2.000,00 tenha sido aplicada a juro simples,
segundo uma taxa de 4,5% ao més, durante 3 meses. Para obter o valor correspondente aos
juros nesse periodo, calculamos:

juros = 4,5% de 2000 + 4,5% de 2000 + 4,5% de 2000

juros do 1e més juros do 2° més juros do 32 més

REPRODUCAO PROIBIDA

juros = 0,045 - 2000 + 0,045 - 2000 + 0,045 - 2000
juros = (2000 - 0,045) - 3 = 270
Portanto, nesse periodo, o capital de R$ 2.000,00 gerou R$ 270,00 de juros.
Como o juro simples (J) é diretamente proporcional ao capital (C), a taxa de juros (i) e ao
tempo (t), podemos usar a seguinte relacao:

J=C-j-t

Para determinar o montante, ou valor total obtido pela aplicacao, adicionamos o juro ao
capital, ou seja, utilizamos a relacao:

M=C+J ou M=C+C-i-t ou M=C-(1+i-t)

Aplicando essas relacdes a situacao anterior, temos:
J=C-i-t
J=2000"-0,045-3 =270
Logo, M = C + J, ou seja, M = 2000 + 270 = 2270.
Portanto, ao final da aplicacdo, o montante sera R$ 2.270,00.
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Gupiniii 3-8 RESOLVIDAS

8. Uma pessoa aplicou R$ 3.000,00 & taxa de
2% a.m. durante 5 meses no regime de juro
simples.

a) Quanto recebera de juros ao final desse
periodo?

b) Que montante terd ao final dessa
aplicacao?

Resolucao

a) Sendo C =3000,/ =2% = 0,02et =5,
temos:
J=3000"-0,02-5=J=300
Portanto, a pessoa recebera R$ 300,00 de

9. (Unimontes-MG) A que taxa mensal de juros
simples um capital de R$ 500,00, aplicado du-
rante 10 meses, produz R$ 150,00 de juros?
Resolucao
Seja i a taxa mensal de juro simples dessa apli-
cacao. Pelo enunciado, temos:

« juro J obtido na aplicacao: R$ 150,00;
- capital C aplicado: R$ 500,00;
» tempo t de aplicacao: 10 meses.
Substituindo esses valoresem J = C - i -
obtemos:
150 =500-i-10=
=150=5000"i=

juros. =i= % =
b) O montante é a soma do capital com os —i=003=
juros: =i=3%
M = 3000 + 300 =M = 3300 Portanto, a taxa i mensal de juros simples deve
Logo, o montante sera R$ 3.300,00. ser 3%.
N\ -—
23. a) R$ 700,00 —
ATIVIDADES = b)Rs252000

) R$ 945,00

21. (UEA-AM) Ronaldo fez um empréstimo de
R$ 1.000,00. Ao final do primeiro més, foram
aplicados juros de 10% sobre o valor da divida,
e ele fez um pagamento de R$ 300,00. Ao final
do segundo més, foram aplicados juros de 10%
sobre o saldo da divida, e ele fezum pagamen-
to de R$500,00. Ao final do terceiro més, foram
aplicados juros de 10% sobre o saldo da divida,
e ele fez um pagamento para quita-la. O valor
do ultimo pagamento feito por Ronaldo foi de

a) R$ 418,00. d) R$ 531,00.
b) R$ 309,00. e) R$200,00.
¢) R$ 500,00 alternativa a

22.(ITA-SP) Uma loja oferece um computador e
uma impressora por R$ 3.000,00 a vista ou
por 20% do valor a vista como entrada e mais
um pagamento de R$ 2.760,00 apds 5 meses.

Qual é a taxa de juro simples cobrada? 3% a.m.

23.Qual é o juro simples que um capital de
R$ 7.000,00 rende quando aplicado:
a) durante 4 meses, a uma taxa de 2,5% a.m.?
b) durante 1ano, a uma taxa de 3% a.m.?
c) durante 3 meses, a uma taxa de 0,15% a.d.?

24.(Ufop-MG) José deposita mensalmente em
um fundo, a partir de 12 de janeiro, a quantia
de 200 reais, a juros simples de 1,5% ao més.
Calcule o seu montante no fim de um ano,
para um total de 12 depdsitos. r$ 2.634,00

25.Calcule o juro simples que um capital de
R$1.800,00 rende a taxa de 2,7% a.m., quando
aplicado durante 2 meses. R$97,20

26.Calcule o capital que se deve empregar a
taxa de 6% a.m., a juro simples, para obter
R$ 6.000,00 de juros em 4 meses. R$25.000,00

27. Determine o montante obtido na aplica-
¢do de um capital de R$ 12.000,00, a taxa
de 1,5% ao més, a juro simples, pelo prazo de
9 meses. R$ 13.620,00

28.Um capital de R$ 8.000,00, aplicado duran-
te 6 meses, resulta em um montante de
R$ 9.200,00. Determine a taxa mensal de juro
simples dessa aplicagao. 2,5% a.m.

= 21
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» Juro composto

A maioria das operac¢des financeiras, como
compras a médio e a longo prazo, compras
com cartao de crédito, aplicacbes financeiras,
empréstimos bancdrios, entre outras, utiliza o
regime de juro composto, também conhecido
como juro sobre juro.

Denominamos juro composto o valor
de juro gerado em um periodo e incorpo-
rado ao capital, passando a participar da

composicao de juro no periodo seguinte. = Ao contratar um empréstimo é importante analisar
juros, prazos e taxas extras.

Acompanhe a situagao a seguir.

Mariana investiu R$ 800,00 a taxa de 0,8% ao més, durante 4
meses, no regime de juro composto. Quanto Mariana tera ao final
dessa aplicacao?

~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUCAO PROIBIDA

No regime de juro composto, devemos considerar o juro calculado em cada periodo e adi-
ciona-lo ao capital anterior para constituir um novo capital, sobre o qual sera calculado o juro
do periodo posterior. Nesse exemplo, temos o seguinte:
 Calculo do juro obtido no 1° més:

0,8% de 800 = 0,008 - 800 = 6,40
800 + 6,40 = 806,40 (montante do 12 més)

Ao final do 12 més, Mariana terd R$ 806,40.

 Calculo do juro obtido no 22 més:
0,8% de 806,40 = 0,008 - 806,40 = 6,45

806,40 + 6,45 = 812,85 (montante do 2° més)

Ao final do 2° més, Mariana tera R$ 812,85. Observe o calculo do

. CA . . 0 Ao montante de Mariana
Calculo do juro obtido no 3° més: T PG, VAT e

0,8% de 812,85 = 0,008 - 812,85 = 6,50 juro obtido é um valor

812,85 + 6,50 = 819,35 (montante do 32 més)  aproximado e, mesmo
assim, afirmamos

Ao final do 3° més, Mariana tera R$ 819,35. que Mariana terd uma
quantia exata com

« Calculo do juro obtido no 4° més: duas casas decimais

0,8% de 819,35 = 0,008 - 819,35 = 6,55 [
819,35 + 6,55 = 825,90 (montante do 4° més)  © expt“que por que isso
acontece.
Assim, ao final do 4° més, Mariana tera R$ 825,90. -—

Ver as Orientacdes
para o professor.
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AR,

Suponha essa mesma quantia aplicada em regime de juro simples, considerando uma taxa de 0,8% ao més,
durante 4 meses. Use uma calculadora para determinar o montante obtido nessa situagcao e 0 compare com o
valor obtido na aplicagao feita por Mariana. O que vocé observa?

R$ 825,60. E um valor menor quando comparado ao montante obtido considerando a mesma taxa e o mesmo periodo em -—

regime de juro composto. . i .
Observe que a maneira apresentada para resolver esse problema é trabalhosa e necessita de

muitos passos para que seja obtida a resposta. Imagine realizar esse calculo se Mariana deixar
essa quantia aplicada por um periodo de 36 meses.
Vamos, agora, obter uma férmula que deixara a resolu¢cao mais pratica.
Considere M o montante de um capital C aplicado em um regime de juro composto a uma
taxa i.
ComoM=C+J=C+ C-itemos:
Montante obtido no 1° periodo:
M=C+C-i=C0+i)=M=C0+1
Montante obtido no 22 periodo:
M,=M,+M,-i=M(QO+i)=Cc0+H1+i)=C0+iP=M=Cl+i?
Montante obtido no 32 periodo:
My=M,+M,-i=M0+1)=C1+iP0+i)=Cc0+iP=>M=C0+i}
Montante obtido no 4° periodo:
M,=M;+M,-i=MQ0+i)=C0+P0+i)=CO+i)=M=C0+i*
Considerando uma quantidade de periodos t, 0 montante obtido nesse periodo pode ser
calculado pela expressao:

M=+ i)

Utilizando a férmula apresentada para calcular o montante obtido na aplicacdo feita por
Mariana, temos:

M = 800 - (1 + 0,008)* = M = 800 - (1,008)*

Podemos realizar esse calculo utilizando uma calculadora cientifica, como indicado a seguir.

Ga) o) o) <)) o) o) s ) )4 ) (= |' 825.9088417 '
. . . .. , Utilizar uma calcu-
Logo, o montante obtido por Mariana ao final dessa aplicacao sera ladora cientifica em

aproximadamente R$ 825,91. situagdes envolvendo
Lembre-se de que, quando fazemos aproximacgoes, podemos obter | Juro composto torna os
. célculos mais praticos.
diferentes resultados para um mesmo problema. Compare, por exemplo,
) ) ; ) ] Em alguns modelos de
o resultado obtido por meio da expressao com os célculos anteriores. calculadora cientifica,
Muitas vezes temos o capital e o montante e desejamos saber é necessario realizar
0 juro obtido na aplicacdo. Se necessario, podemos calcular o valor do | Primeiro o calculo

. - . envolvendo a potencia-
juro utilizando a férmula M = C + J, pela qual temos: ¢ao e, posteriormente,

multiplicar o resultado
J=M-—-C pelo capital.
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Juros e funcoes

Existe uma inter-relacao entre o juro simples e a funcao afim e entre o juro composto e a
funcao exponencial, como veremos a seguir.

Um capital de R$ 1.000,00 foi aplicado a uma taxa de 12% ao ano. Vamos calcular o
montante obtido, ano a ano, para os regimes de juro simples e de juro composto e ana-
lisar os resultados.

Para calcular o montante, ano a ano, da aplicacdao em regime de juro simples, vamos utilizar
arelacitoM = C+ C-i- t,na qual, ao substituirmos os valores C = 1000 e i = 0,12, obtemos:
M = 1000 + 1000 - 0,12 - t, ou seja, M = 1000 + 120t
Observamos que a expressao obtida é a lei de uma funcao afim, com varidvel depen-
dente M e varidvel independente t. Atribuindo a t os valores 1, 2, 3, 4, 5, ..., obtemos os valores
correspondentes de M:

t (em ano) 1 2 3 4 5

M (em reais) 1120 1240 1360 1480 1600

Nesse caso, os valores do montante obtidos, ano a ano, sao termos da progressao aritmética
(1120, 1240, 1360, 1480, 1600, ...), de razao r = 120, com termo geral a = 1000 + 120n, corres-
pondente a lei de uma funcao afim, com n restrito ao conjunto dos nimeros naturais nao nulos.

Assim, dados o capital e a taxa de juros, o montante obtido pelo regime de juro simples
relaciona-se com a ideia de func¢do afim, na qual o montante varia em funcao do tempo.
Como isso ocorre para todos os casos em que ha regime de juro simples, podemos associar
o calculo do montante a lei da funcao afim dada porrM=C+ C-i-t

Considerando a situacdo enunciada, na qual o capital de R$ 1.000,00 é aplicado a taxa de 12%
ao ano, o montante, a juro composto, pode ser obtido pela relagao:

M = 100001 + 0,12)!, ou seja, M = 1000 - 1,12

Observamos que a expressao obtida é a lei de uma fun¢ao exponencial, com variavel dependente
M e variavel independente t. Atribuindo a t os valores 1, 2, 3, 4, 5, ..., obtemos os valores correspon-
dentes de M:

t (em ano) 1 2 3 4 5

M (em reais) 1120 1254,40 1404,93 1573,52 1762,34

Nesse caso, os valores do montante obtido, ano a ano, sao termos da progressao geo-
métrica (1 120; 1254,40; 1404,93; 1573,52; 1762,34; ..), de razao g = 1,12, com termo geral
a = 1000 - (1,12)", correspondente a lei de uma fun¢ao exponencial, com n restrito ao con-
junto dos numeros naturais nao nulos.

au =



Assim, dados o capital e a taxa de juros, o montante obtido pelo regime de juro composto
relaciona-se a ideia de funcao exponencial, na qual o montante varia em funcao do tempo. Como
isso ocorre para todos os casos em que ha regime de juro composto, podemos associar o calculo
do montante a lei da funcdo exponencial dada por M = C(1 + i)..

Vamos, agora, analisar o grafico das duas funcdes em um mesmo plano cartesiano e analisar
os valores obtidos.

Montante (em reais) |
10.000,00
9.000,00 ;2
8.000,00 -
7.000,00 2
6.000,00
5.000,00 -
4.000,00 -
3.000,00 - 2 e e T

2.000,00 | _o--0 1 4 T

- S

1.000,00 l l
0,00

.~
EDITORIA DE ARTE

0123 456 7 8 9101112131415 16 17 18 19 20 Tempo
(em ano)
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- - @- - montante em regime de juro composto
- - ®-- montante em regime de juro simples

No gréfico estdo indicados alguns pontos pertencentes aos graficos das funcdes. Note
gue ndo tracamos a reta nem a curva da funcdo exponencial com linhas continuas, pois o
dominio de ambas as funcdes é N*. O tracejado apenas indica a tendéncia da curva e auxilia
na visualizacao dos resultados.

Observando os graficos, percebemos que, parat = 1, 0o montante obtido é o mesmo para
os dois regimes de juro. A partir dai, quanto maior o tempo de aplicacdo, maior a diferenca
entre os montantes obtidos no regime de juro composto e no de juro simples.

Assim, para o caso de um investimento, a rentabilidade em regime de juro composto
sera maior do que a rentabilidade em regime de juro simples a partir do segundo periodo
de investimento. Se a situacao for de empréstimo, a divida aumenta mais a cada periodo,
a partir do segundo, no regime de juro composto em relagdo ao mesmo empréstimo em
regime de juro simples.

» VENTURA, Dalia. O que sao juros compostos, a "bola de neve" matematica da qual os super-ricos tiram proveito.
BBC News Brasil, [s. I.], 26 fev. 2023. Disponivel em: https://www.bbc.com/portuguese/articles/cy051k19y740.
Acesso em: 26 set. 2024.

A reportagem explora o conceito de juro composto, destacando seu crescimento exponencial por meio de exemplos.


https://www.bbc.com/portuguese/articles/cy051k19y74o
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Gipitinichi 3-8 RESOLVIDAS

10.Um investidor aplicou R$ 500.000,00 a juros

compostos de 2% ao més. Quantos reais ele
tera apds 5 meses de aplicagao? Qual serad o
valor dos juros obtidos?

Resolucao
Utilizando a expressdo apresentada, deter-
minamos o montante obtido pelo investidor
apods 5 meses de aplicacao.
M= C( + i))= M = 500000 - (1+ 0,02 =>
= M = 552040,40
Para calcular o juro obtido, utilizamos a ex-
pressaoJ =M — C.
J = 552040,40 — 500000,00
J = 52040,40
Assim, apdés 5 meses, o investidor tera
R$ 552.040,40, e os juros obtidos serdo de
R$ 52.040,40.

(Vunesp-SP) Um capital de R$ 1.000,00 é apli-

cado durante 4 meses.

a) Encontre o rendimento de aplicacao, no
periodo, considerando a taxa de juro sim-
ples de 10% ao més.

b) Determine o rendimento da aplicacao,
no periodo, considerando a taxa de juro
composto de 10% ao més.

Resolucao

Do enunciado, temos C = 1000, t = 4 meses,

e a taxa, em ambos os casos, é i = 10%.

a) Para o calculo do rendimento no regime
de juro simples, temos:

J=C-i-t=J=1000-01-4 =400

O rendimento da aplicacao ao final de
4 meses no regime de juro simples serd
R$ 400,00.

Para o calculo do montante no regime de
juro composto, temos:
M=Cl+i)t=M=1000-(1+0]1)*=
=1000 - 1,1* = 1464,

Porém, como devemos encontrar o rendi-
mento, temos:

J=M— C=J=14641 — 1000 = 464,
O rendimento da aplicacéo, ao final de 4
meses, no regime de juro composto, sera
R$ 464,10.

b

~

12.

Calcule o valor dos juros compostos que
0 banco cobra em um empréstimo de
R$25.000,00 a 26% ao ano durante 24 meses.

Resolucao

Inicialmente, vamos calcular o montante
desse empréstimo. Do enunciado, temos:
C=25000;i=26% a.a. = 0,26 a.a.;

t = 24 meses = 2 anos

Usando a férmula do montante, obtemos o
valor de M:

M=Cl+i)=

= M = 25000 - (1 + 0,26)* =

= M = 25000 - (1,26)* =

= M = 39690

ComoM = C + J, temos:
J=M—-C=J=39690 — 25000 = 14690
Portanto, o banco cobra R$14.690,00 de juros.

.Por quanto tempo Jorge deve deixar aplicada

a quantia de R$ 6.000,00 para que ela gere
um montante de R$ 9.348,00, quando aplica-
da a taxa de 3% ao més no regime de juro
composto?

Resolucao

Os dados do problema sao: C = 6000,

M =9348ei=3%am.

Usando a férmula do montante, temos:

M = C(1 + i)

Logo: 9348 = 6000 - (1 + 0,03)f
e 9348 L

Assim: (1,03)" = 2525 = (1,03) = 1,558 =

=t = log, ;1,558

Aplicando a propriedade de mudanca de
base, temos:

_ log 1,558

~ log 1,03
Utilizando uma calculadora cientifica, obte-
mos os valores dos logaritmos:
log 1,588 = 0,19257 e log 1,03 = 0,01284

Assim:
019257 _

©0,01284

Portanto, Jorge deve aplicar seu capital por
15 meses.

t 15
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ATIVIDADES

29. Um investidor aplicou a quantia de R$200.000,00

a taxa de juro composto de 0,7% ao més.
Que montante esse capital vai gerar apds
6 meses? aproximadamente R$ 208.548,38

30.Um capital de R$ 20.000,00 foi aplicado a
juro composto durante oito meses a taxa
mensal de 0,6% ao més. Que montante
sera obtido ao final dessa aplicacdo? (Use:
1,0068 = 1,0490.) aproximadamente R$ 20.980,00

31. valter fez um empréstimo no banco no valor
de R$ 30.000,00 pelo prazo de 24 meses.
Sabendo que a taxa de juros compostos co-
brada pelo banco é 0,95% a.m., qual é o mon-

tante que ele pagard ao final do empréstimo?
aproximadamente R$ 37.642,03

32.Qual é o valor a ser aplicado hoje, a uma

taxa de juro composto de 2% a.m., para que
uma pessoa receba R$ 8.000,00 ao final de 6
meses? aproximadamente R$ 7.103,77

33.Joso deseja comprar um carro cujo preco a
vista, com todos os descontos possiveis, é
R$21.000,00, valor que ndo sera reajustado nos
proximos meses. Ele tem R$ 20.000,00, que
podem ser aplicados a uma taxa de juro com-
posto de 2% ao més, e escolhe deixar todo
o seu dinheiro aplicado até que o montante
atinja o valor do carro. alternativac

Para ter o carro, Joao deverd esperar:
a) dois meses e terad a quantia exata.
b) trés meses e terd a quantia exata.

c) trés meses e ainda sobrarao, aproximada-
mente, R$ 225,00.

d) quatro meses e terd a quantia exata.

e) quatro meses e ainda sobrarao, aproxima-
damente, R$ 430,00.

34. Luis vai aplicar certa quantia em um fundo

imobilidrio a uma taxa de juro composto de
5% a.a., ele deseja que, apds 6 anos, essa quan-
tia gere um montante de R$ 25.000,00. Qual
valor aproximadamente Luis deve aplicar?

a) R$18.000,00. d) R$19.328,45.
b) R$18.655,38. e) R$19.230,77.
c) R$18.910,15. alternativa b

NAD ESCREVA
NO LIURO.

35. Celina aplicou R$ 40.000,00 em um banco, a
juros compostos de 16% a.a., capitalizados
anualmente. Qual é o valor dos juros obtido
ao final de 2 anos? aproximadamente R$ 13.824,00

36.Qual é o montante que um capital de
R$4.000,00 produz quando aplicado:

a) durante 3 meses, a uma taxa de 4% a.m.
de juro composto? aproximadamente R$ 4.499,46

b) durante 10 anos, a uma taxa de 2% a.m. de
juro composto? aproximadamente R$ 43.060,65

¢) durante 15 meses, a uma taxa de 0,02% a.d.
de juro composto? aproximadamente R$ 4.376,66

37. Claudio aplicou R$ 5.000,00 & taxa de 3% ao
més durante 5 meses. Que montante esse
capital vai gerar, se o regime for de juro com-

posto? Quantos reais de juro ele obtera nessa

operacdo? aproximadamente R$5.796,37;
aproximadamente R$ 796,37

38. (Saresp-SP) Um negociante pediu empres-
tados R$ 2.000,00 por trés meses, sendo
R$ 1.000,00 de um amigo e R$ 1.000,00 de
uma casa bancaria. O amigo lhe propés co-
brar juros simples, a taxa de 10% ao més.
A casa bancaria impds a cobranca de juros
compostos a taxa de 10% ao més.
Veja, na tabela abaixo, a evolucao mensal da
divida, com valores em reais. alternativa d

Divida | Divida | Divida
Capital | apos apos apos
T1més | 2meses | 3 meses
Amigo | 1000 1100 1200 1300

Banco | 1000 1100 1210 1331

E correto afirmar que esses valores formam

uma progressao:

a) aritmética de razdo R$100,00 na casa ban-
caria e geométrica de razao R$ 100,00 com
seu amigo.

b) geométrica de razao 10 na casa bancaria
e aritmética de razdo 10 com seu amigo.

c) geométrica de razdao 10 com seu amigo e
aritmética de razao 10 na casa bancaria.

d) aritmética de razao R$ 100,00 com seu
amigo e geométrica de razao 1,1 na casa
bancaria.

= 27
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39.Jo40 aplicou seu capital durante 3 anos, a

taxa de 12% a.a., no regime de juro simples.
Caso houvesse aplicado a juro composto,
a mesma taxa, teria recebido R$ 2.633,36 a

mais. Quantos reais Joao recebeu de juros?
aproximadamente R$ 1.544,49

40.(Vunesp-SP) Cassia aplicou o capital de

REPRODUCAO PROIBIDA

41.

R$ 15.000,00 a juros compostos, pelo perio-
do de 10 meses e a taxa de 2% a.m. (@0 més).
Considerando a aproximacao (1,02)° = 1,1,
Céassia computou o valor aproximado do
montante a ser recebido ao final da aplica-
¢ao. Esse valor é: alternativa b

a) R$18.750,00 d) R$17150,00

b) R$18.150,00 e) R$16.500,00
c) R$17.250,00

(FGV-SP) César aplicou R$10.000,00 num fundo
de investimentos que rende juros compostos
a uma certa taxa de juro anual positiva i. Apos
um ano, ele saca desse fundo R$ 7.000,00 e
deixa o restante aplicado por mais um ano,
quando verifica que o saldo é R$ 6.000,00.
O valor de (4i — 1)? é: alternativad

a) 0,01 d) 0,04
b) 0,02 e) 0,05
c) 0,03

42. (IFCE) Um capital foi aplicado a uma taxa anual

de juros compostos e rende um montante
de R$ 2.012,85 em 2 anos e um montante de
R$ 2.314,77 em 3 anos. Indique o valor aproxi-
mado do capital investido. alternativa ¢

a) R$1.102,00 d) R$1.933,00

b) R$1.237,00 e) R$1.252,00

¢) R$1.522,00

43.Uma pessoa aplicou R$ 18.000,00 a taxa de

juro composto de 2,81% ao més e obteve um
rendimento de R$ 6.390,00. Qual é o prazo
dessa aplicacao? aproximadamente 11 meses

44.Qual é a taxa mensal de juro composto que,

aplicada ao capital de R$ 24.000,00, o trans-
forma em um montante de R$ 36.087,00 em
7 meses? 6% ao més

45. (UFS-SE) Para analisar a veracidade das afir-

macoes abaixo, considere que para estimar
o crescimento populacional dos munici-
pios de certo Estado é usada a expressao
P(t) = P(0) - (1 + i), em que P(0) é a populacdo
considerada em certo ano, P(t) a populagao ob-
servada t anos depois e i a taxa anual de cresci-
mento da populacao.

FI. Se em 2004 um municipio desse Estado
tinha 50000 habitantes e, a partir desse
ano, a populagao aumentou anualmente
a taxa de 2%, entdo em 2007 tal municipio
devera ter 50604 habitantes.

F Il. Sabe-se que, anualmente, a populacdo de
um municipio X cresce a taxa de 2%, en-
quanto que a de um municipio Y cresce a
taxa de 5%. Se hoje X e Y tém, respectiva-
mente, 19600 e 28 900 habitantes, daqui a

dois anos a razao entre seus respectivos

numeros de habitantes sera %

v IIl. Atualmente, os municipios X e Y tém
129600 e 122500 habitantes, respectiva-
mente. Supondo que a populacdo de X
cresca a uma taxa anual de 5% e a de
Y cresca a uma taxa anual de 8%, entdo
daqui a dois anos X e Y terdao o mesmo
numero de habitantes.

F IV. A taxa anual de crescimento da popula-
¢ao de um municipio pode ser calculada

pela expressao
= log P(t) — log P(0)
B t
V V. Se atualmente um municipio tem 44100
habitantes e nos ultimos cinco anos sua

1.

populagdo cresceu a taxa anual de 5%,
entao ha dois anos o seu nimero de ha-
bitantes era menor que 42000.

46.Um investidor aplicou R$ 80.000,00 a juros
compostos de 2,2% ao més.

a) Daqui a quantos meses tera um montante
de R$ 85.400,00? aproximadamente 3 meses

b) Apds quantos anos terd um montante de
R$ 134.868,80? aproximadamente 2 anos
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47. (UFPel-RS) Um dos motivos que leva as pes-

soas a enfrentarem o problema do desem-
prego é a busca, por parte das empresas,
de mao de obra qualificada, dispensando
funciondrios nao habilitados e pagando a
indenizacao a que tém direito. Um funciona-
rio que vivenciou tal problema recebeu uma
indenizacao de R$57.000,00 em trés parcelas,

em que a razdo da primeira para a segunda
4
5

6
de T
(Dados: log 1,06 = 0,0253; log 1,01 = 0,0043.)
Com base no texto e em seus conhecimentos,

determine: R$ 12.000,00;

a) o valor de cada parcela; Eg ;328%3’83;

b) o tempo necessario para que o funcio-
nario aplique o valor da primeira parcela,
a juro composto, a uma taxa de 1% ao
més, para acumular um montante de
R$ 12.738,00; aproximadamente 6 meses

c) a taxa mensal que deve ser aplicada, a
juro simples, a segunda parcela, para que
o funcionario, no final de 2 anos, obtenha
o montante de R$ 25.800,00. 3% a.m.

é de — e a razdo da segunda para a terceira,

48.0bserve, no quadro a sequir, os juros do car-
o tao de crédito e do cheque especial vigentes

em marco de 2024,

Resposta pessoal.

Modalidade Taxa (em % ao ano)
Cartao de crédito 421,3
Cheque especial 127,6

Fonte dos dados: MARTELLO, Alexandro. Cartao de crédito:
juro volta a subir em marco, mesmo com medida que limita
divida no rotativo. G1, Brasilia, DF, 3 maio 2024. Disponivel
em: https://gl.globo.com/economia/noticia/2024/05/03/
cartao-de-credito-juro-volta-a-subir-em-marco-mesmo
-com-medida-que-limita-saldo-devedor-no-rotativo.ghtml
Acesso em: 23 out. 2024.

De acordo com o conteuido estudado, elabore
um problema utilizando os dados desse qua-
dro. Depois, troque-o com um colega, para que
ele resolva seu problema, enquanto vocé resol-
ve o problema elaborado por ele. Compare as
taxas apresentadas e converse com familiares,
colegas e o professor sobre o cuidado que de-

vemos ter ao usar essas modalidades de crédito.

49,

90.

ol.

(UECE) Um investidor aplicou, no sistema de
juros compostos, certa quantia em uma insti-
tuicao financeira que remunera as aplicagcoes
a taxa de 1% mensal. Assim, é correto afirmar
que o numero de meses, a partir da aplica-
¢do, em que o capital inicial serd dobrado é
igual a alternativad

a) 74.

b) 68. Use os valores aproximados:
- log(1,01) = 0,0043 e

<) 72. log(2) = 0,30103.

d) 70.

(UERJ) Os clientes de um banco podem reali-

zar apenas duas operacdes financeiras:

e fazer investimentos que rendem juros com-
postos a uma taxa mensal de 1%; ou

* pegar empréstimos com juros compostos
a uma taxa mensal de 5%.

O banco usa o dinheiro dos investimentos

para conceder os empréstimos, obtendo

lucro nessas transacoes.

Considere que um cliente X investiu

R$ 1.000,00 e que o banco emprestou esse

valor a um cliente Y. Apds 12 meses, o cliente

X recebeu o montante pela aplicacdo nesse

periodo e Y quitou o empréstimo.

Admitindo (1,01)? = 1,13 e (1,05)* = 1,80, o lucro,

em reais, obtido pelo banco com essas duas

operacdes financeiras é igual a: alternativa c

a) 470 c) 670
b) 520 d) 820
(UECE) Ana Sofia foi as compras dispondo de

R$ 300,00. Ao entrar em uma loja magazine,
gostou de uma blusa no valor de R$ 180,00
e de uma sandalia que custava R$ 130,00.
O custo das duas pecas excedia o dinheiro
de que Ana Sofia dispunha. O vendedor in-
formou que uma promocao da loja garantia
gue, se ela comprasse as duas pecas, teria um
desconto de 15% na peca de maior valor e 20%
na peca de menor valor. Tendo aceitado a pro-
moc¢ao, apos o pagamento, Ana Sofia recebeu
um troco correspondente a x% do que dispu-
nha ao entrar na loja. O valor de x esta entre:
a) 14 e1>5. ) 15 e 16. alternativaa
b) 12 e 13. d) 13e14.
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EXPLORANDO meRps ) [nd8slchys

Conhecendo a planilha eletronica

A planilha eletrénica é uma ferramenta muito Util em diversas situacdes do dia a dia e na
resolucao de problemas matematicos. Com ela, calculos recorrentes, por exemplo, podem ser
feitos rapidamente com a criacdo de uma férmula adequada ou utilizando uma férmula dispo-
nivel no banco de dados do software.

Existem planilhas eletronicas de diversos fabricantes, mas todas elas funcionam de maneira
muito semelhante. Aqui, vamos utilizar a planilha eletrénica do LibreOffice, que pode ser
baixada gratuitamente no site oficial https://pt-br.libreoffice.org/ (acesso em: 26 set. 2024).

Calculo de juros
Leia o problema a seguir.

Sandro aplicou um capital (C) de R$ 10.000,00 em dezembro de 2023 a uma taxa de juros (i) de
3% a.m. Ao final de dezembro de 2024, Sandro verificou seu extrato. Considerando os montantes
obtidos do regime de juro composto e do regime de juro simples, qual foi a diferenca, em reais,
entre esses montantes?

Agora, siga os passos que podem ser realizados para resolver esse problema usando uma
planilha eletrénica.

I. Abra uma planilha no LibreOffice e organize as colunas da planilha, digitando “Més”, “Tempo (t)",
“Montante (M) a juro simples” e “Montante (M) a juro composto”, como indicado a sequir.

Il. Digite o nome dos meses do
ano e o numero correspon-
dente a cada més.

Conforme estudamos, o
montante (M) em regime
de juro simples pode ser
obtido por meio da relacao
M=C-(1+i-t)e,emregime
de juro composto, pode ser
obtido porM = C- (1 + i)

IMAGENS: REPRODUGAO/LIBREOFFICE
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Vamos utilizar essas féormulas para realizar os calculos, lembrando que C é o
capital, que, nesse caso, é R$ 10.000,00, a taxa de juros (i) é 3% ou 0,03, e o tempo (t)
sera representado pelo nimero correspondente ao més.

lll. Para calcular o montante (M) em janeiro, em regime de juro simples, na célula C2,
digite: “=10000%(1+0,03*B2)" e pressione Enter.

IV. Para calcular o montante (M) em janeiro, em regime de juro composto, na célula
D2, digite: “=10000%*(1+0,03)AB2” e pressione Enter.

V. Para obter o montante (M) gerado nos demais meses, selecione as células

C2 e D2 e, em seqguida, clique no quadradinho destacado em vermelho,

, arrastando a selecao até a linha de dezembro. Ainda

com as células dos valores de montante selecionadas, para deixar os valores em
formato monetario, clique na ferramenta Formatar como moeda: C]

IMAGENS: REPRODUGAO/LIBREOFFICE

VI. Observe a planilha com os valores obtidos nesse passo a passo. Repare que, pelo
regime de juro composto, o montante obtido é maior do que o obtido conside-
rando o regime de juro simples, ainda que o periodo e a taxa sejam iguais em
ambos 0s casos.

= 31



Construindo graficos
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Primeiro, selecione as colunas referentes aos montantes. Para fazer isso, clique na célula C1,
depois pressione e segure a tecla Shift e clique na célula D13.

Clique no menu Inserir e, em seguida,
clique em Grafico.... Uma janela de
assistente de graficos serd aberta,
como esta da imagem.

No assistente, vocé pode escolher o
tipo de grafico que desejar. Vamos
escolher gréfico de Linha e a opcao
Somente pontos. Em seguida clique
em Finalizar.

Depois de inserir o gréfico, vocé pode personaliza-lo conforme necessario. Para isso vocé pode
clicar com o botao direito sobre o elemento que deseja personalizar. Por exemplo, podemos
mudar a escala do eixo vertical e acrescentar nomes aos eixos. Dessa maneira, podemos obter
um grafico como o seguinte.

P . L] A
Agora, faca o que se pede nas atividades a seguir.

Na situacao apresentada, qual € a diferenca, em reais, entre o montante obtido em dezembro em
regime de juro composto e o obtido nesse mesmo més em regime de juro simples? R$ 657,61

No més de janeiro, os valores do montante gerado em regime de juro simples e em regime de juro

composto sao iguais. Explique o motivo. Resposta possivel: Como o més de janeiro corresponde a t = 1, ao substi-
tuirmos t por 1 na férmula, em ambos os casos, obtemos M = C - (1 + i).

Construa uma planilha eletrénica para determinar o montante considerando um capital de
R$ 20.000,00 aplicado a uma taxa de 2% a.m. Calcule o montante obtido ao final de um ano, consi-

derando os dois sistemas: juro simples e juro composto. Juro simples: RS 24.800,00; juro composto:
aproximadamente R$ 25.364,84

IMAGENS: REPRODUGAOQ/LIBREOFFICE
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Ualor presente e valor futuro

O mundo financeiro pode parecer complexo, mas entender alguns conceitos pode ajudar
a compreendé-lo melhor. Dois desses conceitos sao o valor presente e o valor futuro. Eles sao
fundamentais para entender como o dinheiro muda de valor ao longo do tempo.

O valor presente é o valor de um capital em determinado momento, enquanto o
valor futuro é o valor desse capital apds certo periodo de tempo, ou seja, o montante.
E importante lembrar que todo valor futuro inclui juros.

Vamos considerar uma situacao pratica. Imagine que vocé esteja indeciso e nao sabe se
paga sua compra de R$ 200,00 hoje ou se paga R$ 220,00 daqui a um més, pois pode utilizar
essa quantia em outra despesa. Como saber qual seria a melhor op¢ao? Para responder a essa
pergunta, precisamos analisar o valor da quantia R$ 200,00 ao longo do tempo.

Suponha que o banco no qual vocé tem uma conta lhe ofereceu um investimento que faz
seu dinheiro render 7% ao més. E agora, o que fazer? Paga sua compra de R$ 200,00 hoje ou
investe esse valor a essa taxa e paga R$ 220,00 daqui a um més?

Sabemos que, no regime de juro composto, um capital C, aplicado por t periodo de tempo
a uma taxa i, resulta em um montante M = C- (1 + i)". Assim:

« o valor futuro (VF) de um capital é dado por:
VE=VP-(1+ i)t

« o valor presente (VP) de um capital é dado por:

Retomando a situacao, aplicando a relacao do valor futuro (VF), temos:
VF =200 - (1 + 0,07)' =200 - 1,07 = 214

Logo, obtemos um valor futuro igual a R$ 214,00. Portanto, em vez de investir a quantia, seria
mais vantajoso pagar R$ 200,00 hoje do que R$ 220,00 daqui a um més, pois o valor de R$ 200,00
aplicado a 7% ao més sera menor do que R$ 220,00 apds um més.

Agora, considere outra situacao. Lorena esta planejando comprar uma moto que custa
R$ 30.000,00. No entanto, ela ndo tem esse valor disponivel no momento. Assim, ela planeja
economizar para comprar a moto daqui a 12 meses. Ela encontrou um investimento que oferece
uma taxa de juro composto de 5% ao més. Quantos reais aproximadamente Lorena precisaria
investir hoje para ter exatamente R$ 30.000,00 daqui a 12 meses?

Para responder a essa pergunta, podemos usar a relacao do valor presente (VP):

30000 30000
VP = = =16705,12
(1+0,05= 105"
Portanto, Lorena precisaria investir aproximadamente R$ 16.705,12 hoje em um investimento

que renda 5% ao més para ter R$ 30.000,00 daqui a 12 meses.
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Gipitanicii 3-8 RESOLVIDAS

14. Ao planejar a compra de um novo computa-
dor, uma pessoa tem as seguintes opcdes de
pagamento:

» Opcao 1: a vista, por R$ 3.000,00.

» Opcdo 2: em cinco prestagdes mensais de
R$ 605,00 cada, com a primeira parcela
paga no ato da compra.

Sabendo que o dinheiro dessa pessoa rende

2% ao més, qual seria a melhor opcdo para ela?

Resolucao

Para saber a melhor opcao, vamos construir

esquemas de pagamento.

15.Humberto pegou emprestados R$ 800,00 a
uma taxa de juro composto de 5% ao més.
Para quitar essa divida, ele combinou que:
« apo6s 2 meses do empréstimo, pagaria
R$ 350,00;

e apos 2 meses do 1° pagamento, pagaria
R$ 200,00;

« apods 2 meses do 2° pagamento, quitaria a
divida.

Qual sera aproximadamente o valor do ulti-

mo pagamento de Humberto?

Resolucao

R$ 3.000,00 Para determinarmos o valor x do ultimo
] pagamento, vamos construir esquemas de
0 pagamento:
R$605,00 R$60500 R$60500 R$60500 R$605,00 R$ 800,00
S S S S +
0 1 2 3 4 !
Em seguida, determinamos o valor presente R$ 350,00 R$200,00 x
dos conjuntos de pagamentos, considerando T T T T T T T
o periodo 0, e por fim comparamos as op¢oes. 0 1 2 3 4 5 6
+ Opgao 1:3000 605 cos Agora, trazemos todas as prestacdes para o
« Opcéo 2: 605 + + valor presente e igualamos a soma desses
(1+0,02)" (1+ 0,02 valores ao valor da divida:
605 605
=2908,68 __ 350 200
(1+ 0,02)3 (1+ 0,02)* 800 = (1 + 0,05)2 (1 + 0,05)*
Pprtanto, op:car pelo. pagam.ento em n X = x = 426,15
cinco prestagdes é mais vantajoso, pois (1+ 0,05)¢
R$ 2.908,68, rendendo 2% ao més, é sufi- Portanto, o ultimo pagamento de Humberto
ciente para pagar as cinco prestagoes. sera aproximadamente R$ 426,15.
N\

ATIVIDADES

52.Uma pessoa quer quitar uma divida trés
meses antes do vencimento. O valor futuro
dessa divida é de R$ 20.000,00, e a taxa de
juro composto fixada pelo banco é de 3% ao
més. Determine qual é aproximadamente o
valor presente da divida, isto é, o valor que a
pessoa deve pagar para quita-la.
aproximadamente R$ 18.302,83
53.Lucia fez um empréstimo de R$ 4.000,00 a
uma taxa de juro composto de 8% ao més.
Ela quitou esse empréstimo da seguinte ma-
neira: dois meses apds o empréstimo, ela
pagou R$ 1.500,00; trés meses apds o pri-
meiro pagamento, ela quitou a divida. Qual

foi o valor do ultimo pagamento de Lucia?
aproximadamente R$ 3.987,74

3y =

NAD ESCREVA
NO LIURO.

954. Fabiano vai comprar uma TV de 75 polegadas
que custa R$ 5.400,00. A loja em que ele vai
comprar oferece trés opcdes de pagamento.

o Opcao 1: a vista, com 5% de desconto.

o Opcao 2: em trés parcelas de R$ 1.800,00
por més, sendo a primeira parcela um més
apos a compra.

« Opcado 3: em oito parcelas de R$ 675,00
por més, sendo a primeira parcela paga no
ato da compra.

Se o dinheiro de Fabiano rende 1,5% ao més,

qual é a opcdo de pagamento mais vantajosa

para ele? opcio 3

ILUSTRACOES: SERGIO LIMA
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Orcamento familiar

Pense sobre a seguinte questao: como as pessoas ou grupos familiares sabem quando sao
capazes de arcar financeiramente com a parcela de um financiamento ou com a prestacao de
uma compra parcelada?

Uma maneira seria visualizar todos os ganhos e gastos da familia e fazer um orcamento, reu-
nindo as informacgdes referentes a quantia recebida e a quantia gasta em determinado periodo.

O orcamento familiar bem organizado possibilita que as pessoas de uma familia tenham o
conhecimento e o controle de suas financas, para que possam avaliar se a compra de um bem
ou servico pode ser realizada.

Para a elaboracao do orcamento familiar, é importante entender seus elementos-chave e
envolver todos os membros da familia que sdao capazes de tomar decisdes relacionadas ao uso

do dinheiro naquele grupo. A seguir apresentamos alguns desses elementos.

 Receita: rendimento que a familia ganha durante um periodo especifico. A receita pode vir
de varias fontes, como saldrios, aposentadorias, rendimentos de investimentos e auxilios ou
doacgdes, ou seja, é qualquer valor ganho que se agrega ao saldo da familia.

« Despesa: qualquer valor que a familia gasta durante um periodo especifico. As despesas
podem incluir alimentacao, servicos e taxas (como, por exemplo, agua, luz, telefone e inter-
net), vestuario, assisténcia médica, entre outros.

« Saldo: valor que resta depois de serem subtraidas as despesas do total de receitas. E uma
medida importante da saude financeira da familia.

Quando elaboramos um orcamento familiar, consideramos algumas despesas que sao fixas
e outras que sao variaveis.

As despesas fixas, como aluguel, prestacao do imével, mensalidade escolar, entre outras,
sao aquelas cujo valor nao depende da quantidade consumida.

As despesas variaveis, como a conta de dgua e a de energia elétrica, a alimentacao, o trans-
porte, entre outras, sao aquelas cujo valor depende da quantidade consumida.

PRESSMASTER/SHUTTERSTOCK.COM

Se fosse necessario fazer algum ajuste
no orcamento familiar por conta de um
imprevisto financeiro, 0 que vocé faria?

Resposta pessoal.

= O planejamento financeiro deve
estar organizado de forma clara
e ser de facil compreensao.
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Acompanhe a situagao a seguir.

Alice mora com o filho, Sérgio, e a neta, Bruna. Essa familia paga suas despesas juntando
a aposentadoria de Alice, no valor liquido de R$ 2.258,00, e o salario de Sérgio, no valor
liquido de R$ 1.725,00.

Conversando com a avd, Bruna propds que fizessem juntas uma planilha para reunir as
informacdes sobre os gastos mensais da familia, de modo a fazer um orcamento e planejar
uma viagem. Elas construiram uma planilha como a mostrada a seguir.

Para saber o total de despesas da familia, Bruna
digitou "=SOMA(C4:C13)" na célula C14
e pressionou Enter.

REPRODUCAO/LIBREOFFICE

Para saber o total de
receitas da familia,
Bruna digitou
"=B2+B3" na célula B14
e pressionou Enter.

0 saldo pode ser um valor

negativo? Em que situagao Para obter o saldo do més, Bruna digitou
isso acontece? "=B14—C14" na célula C15 e pressionou Enter.

N 4
Sim. Quando o total de despesas

é maior do que o total de receitas.
Pense e responda

Utilizando esses dados, a familia de Alice pode antecipar seus gastos
para o préximo més. Eles podem fazer isso por meio de um orcamento ~ Com base nas

detalh | ist d . ist | . informacoes sobre
que detalha os valores previstos e, depois, registrar os valores reais para ¢, milia de Alice, &
verificar se conseguiram cumprir as metas financeiras que estabelece- possivel fazer uma
ram. Isso pode ser feito més a més, a fim de analisar quais despesas  Pprevisao de gastos
podem ser reduzidas e, com isso, gerar maior economia de dinheiro. Eer::asSa”;Z?n?ggu;Zt;iis)
Eles podem definir, inclusive, uma quantia a ser poupada e fixar isso  gespesa(s) pode(m) ser

como se fosse uma "despesa” incluida na planilha. reduzida(s)?

Resposta pessoal.
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Consumo sustentavel

Atualmente, somos constantemente incentivados a consumir e muitas vezes compra-

mos algo de que nao precisamos. Mas serd que o simples fato de um produto estar com
um preco mais baixo do que o habitual é suficiente para justificar a compra? Ou deveriamos
ir além e considerar também o impacto ambiental dessa compra?
Leia o texto a seqguir e reflita sobre a informacao apresentada.

[..]

O Consumo Sustentavel envolve a escolha
de produtos que utilizaram menos recursos
naturais em sua producdo, que garantiram o
emprego decente aos que os produziram, e que
serdo facilmente reaproveitados ou recicla-
dos. Significa comprar aquilo que é realmente
necessario, estendendo a vida ttil dos produ-
tos tanto quanto possivel. Consumimos de
maneira sustentavel quando nossas escolhas
de compra sdo conscientes, responsaveis, com
a compreensdo de que terdo consequéncias
ambientais e sociais — positivas ou negativas.

[..]

Consumo consciente, consumo verde, consumo
responsavel sdo nuances do Consumo Sustentavel,
cada um focando uma dimens&o do consumo. O consumo
consciente é o conceito mais amplo e simples de aplicar
no dia a dia: basta estar atento a forma como consumi-
mos — diminuindo o desperdicio de agua e energia, por
exemplo — e as nossas escolhas de compra - privilegiando

SEWCREAMSTUDIO/SHUTTERSTOCK.COM

= Cada escolha consciente é
importante para um planeta mais
sustentavel.

produtos e empresas responsaveis. A partir do consumo consciente, a sociedade envia
um recado ao setor produtivo de que quer que lhe sejam ofertados produtos e servicos
que tragam impactos positivos ou reduzam significativamente os impactos negativos|...]

[..]

BRASIL. Ministério do Meio Ambiente. Consumo sustentavel: o que é consumo sustentavel. Brasilia, DF: MMA, [2011].
Disponivel em: https://antigo.mma.gov.br/responsabilidade-socioambiental/producao-e-consumo-sustentavel/conceitos/
consumo-sustentavel.html. Acesso em: 26 set. 2024.

Converse com os colegas e o professor sobre a questado a seguir.

» Como o impacto ambiental de um produto pode influenciar nossas decisdes de

compra? Como a sua turma ou a escola poderiam se organizar e pensar em um projeto
que valorize e divulgue praticas de consumo sustentdvel? Veras Orientacées para o professor.

= 37


https://antigo.mma.gov.br/responsabilidade-socioambiental/producao-e-consumo-sustentavel/conceitos/consumo-sustentavel.html
https://antigo.mma.gov.br/responsabilidade-socioambiental/producao-e-consumo-sustentavel/conceitos/consumo-sustentavel.html

~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD

REPRODUCAO PROIBIDA

Sistemas de amortizacgao

Quando adquirimos um bem de maior valor, como um automével ou um imével, € comum
fazermos um empréstimo ou financiamento por meio de uma instituicao financeira. Nesse tipo
de transacao, o valor acordado, conhecido como capital, é devolvido a instituicdo com um acrés-
cimo, o juro.

Uma vez contratado o financiamento, o processo para saldar a divida se da por meio de
pagamentos periddicos, conhecidos como parcelas ou prestagées, que sao pagas em inter-
valos de tempo constantes, normalmente mensais. Alguns financiamentos também incluem o
pagamento de quantias preestabelecidas, que sdao pagas em datas combinadas previamente.

Em um empréstimo ou financiamento, o valor de cada prestacdo é composto de uma parte
do capital adquirido e do juro calculado sobre o saldo devedor. Essa parte do capital adquirido
é também chamada de amortizacao ou valor amortizado.

Assim, considerando P o valor da prestacao, A o valor amortizado e J o juro sobre o saldo
devedor, podemos escrever:

P=A+J

As diferentes maneiras de se realizar esse célculo caracterizam o que chamamos de sistema
de amortizacao. Alguns dos sistemas mais utilizados sao: Sistema Price ou Francés, Sistema de
Amortizacao Constante (SAC), Sistema de Amortizagao Misto (SAM), entre outros.

Vamos estudar o Sistema Price e o Sistema de Amortizacao Constante, que costumam ser os
mais praticados no mercado consumidor.

» Sistema Price

O Sistema Price, ou Sistema de Amortizacao Francés, é aquele que prevé o pagamento em pres-
tacoes iguais, de valor fixo, durante todo o periodo de quitacdao do valor emprestado ou financiado.
Normalmente é mais utilizado em contratos de curto prazo, como a compra de automdveis.

Acompanhe a situacgao a seguir.

Aline vai comprar um carro no valor de R$ 39.500,00 e pretende pagar R$ 7.500,00 como valor
de entrada e financiar o restante da divida em 36 prestacdes.

Ela conseguiu uma proposta de financiamento em um banco, a uma taxa de 2,5% ao més,
considerando o Sistema Price de amortizacao. O gerente enviou a ela uma planilha com algumas

informacoes sobre as prestacdes. Observe as primeiras linhas dessa planilha.
Esclarecer aos estudantes que o més 0 indica a ocasido em que o contrato foi celebrado.

Més Prestacao Amortizacao Juros Saldo devedor
0 R$ 32.000,00
1 R$1.358,45 R$ 558,45 R$ 800,00 R$ 31.441,55 No Sistema Price, ao
2 R$1.358,45 R$ 572,41 R$ 786,04 R$30.869,14 observar os valores que
3 R$ 1.358,45 R$ 586,72 R$ 771,73 R$ 30.282,42 compoem a prestagao,

verifica-se que o valor

[ Pense e responda e
Pense e responda R N
amortizagao aumenta

Sabendo que os juros sao calculados sobre o saldo devedor, quantos reais Aline vai e o juro diminui com o
pagar de juros na quarta prestacao? Utilize uma calculadora para obter o resultado. passar do tempo.
4 —
R$ 757,06



Acompanhe uma situacao em que deduzimos o valor da prestacdao P no sistema Price
considerando um valor V, financiado a uma taxa de juro i, que serd pago em 3 prestacgoes.

Ao fim do primeiro més, deve-se a instituicdao financiadora: V - (1 + i) e paga-se P. Assim,

o saldo devedor é:
Va+i)—P

Ao fim do segundo més, deve-se a instituicao financiadora [V(1 + /) — P]1 - (1 + i) e

paga-se P. Assim, o saldo devedor é:

va+i)—Pl-0+N—P=VAQ+i)—Q+NHP—P

Ao fim do terceiro més, deve-se a instituicao [V(1 + /> — (1 + )P — P] - (1 + i) e paga-se

P. Assim, o saldo devedor é:

Logo:

Isolando o valor de P, obtemos:

V(1 + )3

P:(1+i)2+(1+i)+1

~
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3 —
Substituindo (1 + i)> + (1 + i) + 1 por %
temos:

vaa+i® VO +i3-i
A+N>=-1 (AO+N—-1
1+0N—-1

p=

Generalizando esse resultado, apresentamos a seguir
uma forma de calcular o valor da prestacdo nesse sistema
de amortizacao.

(1T+pr-i

utilizando-se a expressaoP =V -
P 1+0"—1

financiado, i é a taxa de juro ao més e n é a quantidade de pres-

tagcoes a serem quitadas.

O valor P da prestacao no Sistema Price pode ser calculado

,em que V é o valor

VA + i =0 +)P—Pl-(1+i)—P=
=V +if — (1 +iPP—(1+i)P—P

Como a terceira prestacao é a ultima, o saldo devedor ao fim do terceiro més é igual a zero.

va+iP—0+)P—Q+NDP—P=0

Dados os nimeros a e b, podemos
escrever a diferenca de a e b elevados
ao cubo como:

@ —b*=(a—b)-(a®+ ab + b?)
Isolando o sequndo fator do segundo
membro da igualdade, temos:

o — b’

a—b
Repare que, na deducao da formula
do valor da prestacao no Sistema
Price, temosa=(1+ileb=1
-—

a*+ ab + b2 =

SERGEY NIVENS/
SHUTTERSTOCK.COM

Atualmente, os softwares de planilhas eletronicas apresentam funcoes
que permitem criar uma tabela com os valores envolvidos em todo o

financiamento, que é também conhecida como Tabela Price.

= Conhecer o valor a ser pago todo més e a vantagem de a primeira

parcela ndo ser tao alta quando comparada a outros sistemas de amor-
tizacdo sdo fatores que atraem as pessoas a optar pelo Sistema Price.
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» Sistema de Amortizacao Constante (SAC)

Assim como o nome sugere, o Sistema de Amortizacao Constante (SAC) é aquele no qual a
amortizacao A é constante, caracterizando um sistema mais acelerado de amortizacao, quando
comparado ao Price. Com isso, as parcelas iniciais costumam ser mais altas.

Nesse sistema, a amortizacao de uma divida é calculada pela razao entre o capital C contra-
tado e a quantidade n de parcelas, indicada por:

_C
A=4

Geralmente, esse sistema é mais utilizado em contratos de longo prazo, envolvendo quantias
muito grandes, como a compra de imdveis.

Acompanhe a situacao a seguir.

Pedro e Amanda sao sdcios em uma loja de moéveis e aproveitaram uma oportunidade para
investir no imovel onde a loja funciona atualmente, que é um local alugado. Para isso, precisa-
ram fazer um empréstimo de R$ 70.000,00, a juro de 0,65% ao més, pelo SAC.

Quando analisaram as possibilidades e a proposta da instituicao financeira, optaram por um
periodo de 10 anos de financiamento.

Como a amortizacdo é um valor fixo que compde parte do valor de cada prestacao, o saldo
devedor diminuira a cada més, de acordo com o pagamento das parcelas. Consequentemente,
o valor do juro que sera calculado sobre o saldo devedor também diminuira, fazendo o valor da
préxima parcela ser inferior ao valor da parcela anterior.

Nesse caso, o valor amortizado em cada prestacdo é R$ 583,33:

R$ 70.000,00 : 120 = R$ 583,33
O valor de juro pago na primeira parcela é calculado sobre o saldo devedor, que corresponde
a todo o valor emprestado. Nesse caso, a taxa é de 0,65% ao més. Assim temos:
J = 0,0065 - R$ 70.000,00 = R$ 455,00
A primeira prestacgao é obtida pela adicao do valor da amortizacao e o do juro correspondentes:
P, = R$ 583,33 + R$ 455,00 = R$ 1.038,33
A segunda prestacao é obtida pela adicdo do valor da amortizacdo (R$ 583,33) e o do
juro correspondente, que é calculado sobre o saldo devedor (R$ 69.416,67):
69416,67 - 0,0065 = 451,21
Assim:
P, = R$ 583,33 + R$ 451,21 = R$ 1.034,54
O saldo devedor, para o calculo de P, é:
R$ 69.416,67 - R$ 583,33 = R$ 68.833,34

= Situa¢des envolvendo empréstimos
sao exemplos de como a Matematica é
empregada na prética na nossa vida.

uo =

TIRACHARD KUMTANOM/SHUTTERSTOCK.COM
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Observe como podemos organizar esses valores em uma

planilha e calcular os valores das cinco primeiras prestacoes. No SAC. o saldo devedor safre
reducao mais acelerada em
Més | Saldo devedor | Amortizacdo | Juros Prestacédo comparacao com o Sistema
Price. Como o juro é calculado
0 R$70.000,00 sobre esse valor, 0 montante
1 RS 69.416,67 R$58333 | R$45500 | R$1.038,33 de juro gerado por um capital
financiado no SAC sera menor
2 R$ 68.833,34 R$ 583,33 R$45121 | R$1.034,54 do que 0 montante de juro
gerado pelo mesmo capital
3 R$ 68.250,01 R$ 583,33 R$ 44742 | R$1030,75 ao fim de um mesmo finan-
ciamento no Sistema Price,
4 R$ 67.666,68 R$ 583,33 R$ 443,62 R$ 1.026,95 ao ser considerado o mesmo
periodo.
5 R$ 67.083,35 R$ 583,33 R$ 439,83 R$1.023,16 S—

Gipitanicii 3-8 RESOLVIDAS

16.Marilia vai fazer um empréstimo de
R$ 50.000,00 para uma reforma em seu estu-

dio de fotografia e esta analisando qual sis-
tema de amortizacao vai utilizar, de acordo
com as propostas de uma agéncia financia-
dora, que trabalha com uma taxa de 0,95% ao
més. Ela pretende saldar a divida em 6 anos.
a) Qual serd o valor amortizado em cada
parcela se Marilia decidir pelo SAC? De
quanto sera a 12 prestacao nesse caso?
b) Se decidir pelo Sistema Price, qual serd o
valor de cada prestacao? Qual sera o valor
amortizado na primeira prestacao?

Resolucao

a) Como no SAC o valor amortizado é cons-
tante em todo o periodo de quitacao,
dividimos o capital pela quantidade de
prestacdes. Assim, temos:

50000

A=79

Portanto, o valor amortizado em cada
parcela sera R$ 694,44.
O juro pago na primeira prestacao é
calculado considerando todo o capital
emprestado, pois ainda ndo houve amor-
tizacdao. Nesse caso, temos:

J = 10,0095 - R$ 50.000,00 = R$ 475,00

~ 694,44

b)

P =50000 -

Logo: P, = R$ 694,44 + R$ 475,00 =
= R$ 1.169,44

Entao, no SAC, a primeira prestacao sera
R$1.169,44.

No Sistema Price, o valor da prestacao é
constante em todo o periodo de quitacao
e pode ser obtido por meio da expressao:
a+-i
T+N"—1
Substituindo V por 50000, i por 0,0095 e n
por 72 e utilizando uma calculadora cien-
tifica, obtemos o valor de P:

(1 + 0,0095)” - 0,0095
(1+ 0,0095)” — 1

Desse modo, o valor de cada prestacao
serd R$ 961,98 no sistema Price.

P=V-

= 961,98

Assim como no SAC, o juro pago na
primeira prestacao é calculado sobre
todo o valor tomado como empréstimo.
Recuperando o valor calculado no item a,
temos:

J = R$ 475,00
Logo:

A = R$ 96198 — R$ 475,00 = R$ 486,98

Portanto, o valor amortizado na primeira
prestacdo é R$ 486,98.

=yl
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ua =

VL.

VII.

17. Construa uma planilha eletrénica simulando os valores das prestacées de amortizacao e dos juros cobra-
dos pela agéncia financiadora da atividade anterior para auxiliar Marilia a analisar a situacdo proposta.

Resolucao
Inicialmente, vamos construir uma tabela considerando o Sistema Price, utilizando o passo a passo a sequir.
L.

Abrimos uma planilha no LibreOffice, e nas células Al, A2 e A3, digitamos “Valor emprestado”,
“Taxa” e “Numero de meses”, respectivamente. Em seguida, organizamos as colunas da planilha
digitando “Més”, “Prestacao”, “Amortizacdo”, “Juro” e “Saldo devedor”. Com a ferramenta Cor do
plano de fundo, C], formatamos as células preenchidas anteriormente com a cor desejada,
como na imagem.

IMAGENS: REPRODUGAO/LIBREOFFICE

Com a ferramenta Formatar como moeda, C], formatamos as células B1, B6, C6, D6 e E6.

Também formatamos a célula B2, clicando em Formatar como porcentagem, . Depois,
digitamos “50000”, “0,95" e “72" nas células B1, B2 e B3, respectivamente.

Nas células A6, B6, C6 e D6, digitamos “0” (zero). Na célula E6 digitamos “=$B3$1” e pressionamos
Enter (0 $ serve para deixar fixa a célula indicada). Essa linha corresponde ao inicio do contrato.

IV. Na célula A7, digitamos “=A6+1" e pressionamos Enter para indicar o més 1, ou seja, a primeira
prestacao.
V. Em B7, vamos usar a funcao PGTO. Essa funcdo calcula o valor de cada prestacdo no Sistema

Price dados a taxa, o numero de prestacdes e o valor total da divida. Para isso, digitamos
"=PGTO($B$2;$B$3;—$B3S1)” e pressionamos Enter. Atencao: é necessario digitar o sinal de menos
antes de “$B$1".

Para calcular o juro, vamos digitar, em D7, “=$B$2*E6" e pressionar Enter. Na célula C7, digitamos
"=B7—D7" e Enter.

Por fim, na célula E7, digitamos “=E6—C7" e pressionamos Enter. Para obter as préximas linhas,
selecionamos as células A7 a E7, posicionamos o cursor do mouse no quadradinho no canto in-
ferior direito da ultima célula, clicamos e arrastamos a selecao para baixo até obtermos a linha
correspondente ao més 72.

Na imagem, sao mostradas as primeiras linhas da planilha construida dessa maneira.
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Vamos construir agora uma tabela considerando o SAC, utilizando o passo a passo a seguir.
I

VI.
VII.

Vamos construir essa tabela a direita da tabela construida anteriormente, utilizando as colunas
GaK. Selecionamos as células Ala B3, pressionamos as teclas Ctrl + C para copia-las e as colamos
nas células G1a H3 pressionando as teclas Ctrl + V. Trocamos a cor das células para diferencia-las

da tabela anterior. Digitamos, nas células G5 a K5, o titulo de cada coluna: “Més”, “Saldo devedor”,

“Amortizacao”, “Juro” e “Prestacao”, como indicado na imagem.

IMAGENS: REPRODUGAO/ LIBREOFFICE

Observe que invertemos a ordem das colunas, o que foi feito apenas por uma questao de

organizagao.

. Formatamos as células H6, 16, J6 e K6, clicando na ferramenta [:]

. Nas células G6, 16, J6 e K6, digitamos “0” (zero). Na célula H6, digitamos “=$H3$1” e pressionamos

Enter. Essa linha corresponde ao inicio do contrato.

. Na célula G7, digitamos “=G6+1" e pressionamos Enter para indicar o més 1, ou seja, a primeira
prestacao.
. Em 17, vamos calcular a amortizacao, que é constante nesse sistema, digitando “=$H$1/$H$3" e

pressionando Enter. Na célula H7, digitamos “=H6—I17", pressionando Enter na sequéncia, para
obter o saldo devedor depois de realizado o pagamento da primeira prestagao.

Para calcular o juro, digitamos, na célula J7, “=$H$2*H6" e pressionamos Enter.

Por fim, na célula K7, digitamos “=17+J7" e pressionamos Enter para o obter o valor da primeira
parcela. Para obter as proximas linhas, selecionamos as células G7 a K7, posicionamos o cursor
do mouse no quadradinho no canto inferior direito da ultima célula, clicamos e arrastamos a

selecdo para baixo até obter a linha correspondente ao més 72.

Na imagem, sao mostradas as primeiras linhas da planilha construida dessa maneira.
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56. b) Resposta possivel: Nas primeiras prestacdes, o valor
amortizado no SAC é maior do que no Sistema Price. Sim.

NAO ESCREVA
NO LIURO.

REPRODUCAO PROIBIDA

55.Retome a situacdo apresentada na pagina
36 sobre a familia formada por Alice, Sérgio
e Bruna. Reproduza a planilha de receitas e
despesas dessa familia e amplie essa planilha

conforme as orientacdes. Veras Orientacoes
para o professor.

a) Na quarta coluna, coloque o titulo
“Despesas previstas — proximo més” e
estime os valores imaginando que Bruna
quisesse que o saldo previsto fosse de
R$ 560,00.

b) Na quinta coluna, inclua o titulo “Despesas
realizadas — préximo més” e estime os
valores imaginando quanto a familia gas-
tou, de modo que o saldo tenha sido de
R$ 510,00. Em seguida, compartilhe sua
resolucao com os colegas.

956.Responda as questdes a seguir com base em
alguns resultados das atividades resolvidas
na se¢ao anterior.

a) Em qual dos sistemas de amortizacao a
primeira prestacao é mais alta? Em sua

opiniao isso pode influenciar a decisao
de Marilia? A primeira prestacao é mais alta
no SAC. Resposta pessoal.
b) Comparando os valores amortizados nas

primeiras prestacoes, o que vocé perce-
be? Esse fato interfere no montante de
juro pago em todo o periodo de quitagao
da divida?

S7. Em cada situacdo a sequir, considerando o SAC,
calcule o valor amortizado a cada prestacao.
a) Em um empréstimo de R$ 25.000,00 que
deve ser pago em 8 prestaces. R$3.125,00
b) Em um financiamento de R$ 40.000,00
que deve ser pago em 10 prestagoes,
porém considerando uma entrada de
R$ 12.000,00. R$2.800,00

58.Um veiculo no valor de R$ 75.000,00 esta a
venda de acordo com as condi¢des do cartaz.

uy =

Entrada de 25% do valor;

o restante pago em 48 prestacoes
com juros de 2% a.m.

De acordo com essas informacoes, responda.
a) Qual é o valor a ser financiado? R$ 56.250,00

b) Se o financiamento for feito pelo Sistema
Price de amortizacdo, qual serd o valor da
prestacao? aproximadamente R$ 1.833,85

c) Caso a opcao seja pelo financiamento
segundo o SAC, qual serd o valor amor-

. x ~7 aproximadamente
tizado em cada prestacao? RS 1.171.88

d) Utilizando uma planilha eletrénica para
simular os valores do financiamento no
Sistema Price e no SAC, qual sera o mon-

tante de juro pago em todo o periodo?
Sistema Price: R$ 31.774,96; SAC: R$ 27.562,50

59. Sandro vai comprar um notebook e se interes-
sou pelo modelo a sequir.

R$2.100,00

A VISTA

u R$400,0
entrada + o restante
em 10 vezes iguais a
juros de 4% ao més.

WR7/SHUTTERSTOCK.COM

Antes de comprar um produto a prazo, é impor-
tante negociar as condi¢des de pagamento, de
modo a nao pagar juros ou reduzir tanto quanto
possivel essa taxa.

Sabendo que a loja trabalha com o Sistema
Price de amortizacao, se Sandro comprar esse
notebook a prazo, devera pagar 10 prestacoes

de: alternativac

a) R$176,80. d) R$229,59.
b) R$ 206,80. e) R$249,49.
c) R$209,59.
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Luca Pacioli, um dos precursores dos
processos contabeis

O Renascimento foi um periodo importante na histéria da humanidade, por ter favo-
recido o desenvolvimento da criatividade humana em diversas areas. Considerando as
inumeras ideias que surgiram nesse periodo, podemos destacar as novas concepgdes na
Astronomia, a no¢ao da perspectiva nas artes, os estudos sobre o comportamento da luz,
o desenvolvimento da Algebra e dos processos contébeis, entre outras.

Nessa perspectiva, o papel do frade Luca Pacioli foi importante, em razao de suas inu-
meras contribuicbes para a Matematica e para a area contabil.
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CONEXOES com...

CIENCIAS HUMANAS E SOCIAIS APLICADAS I

Inflagao e seus impactos na
vida da populagao

Ir a0 mesmo supermercado € comprar 0s mesmos produtos g

&
com a mesma quantia com que se comprava ha alguns meses & £
uma tarefa pouco provavel. Isso acontece porque os precos dos §
produtos, em geral, aumentam ao longo do tempo, eainflacggo &

&

€ uma das responsaveis por isso. &
g
é:,k

Mas vocé sabe o que é inflacdo e como ela é calculada?

Leia o texto a seguir, que trata desse assunto.

UG =

= A alimentacao envolve o consumo
de itens cujos precos sao modifica-
dos pela inflacao.

Inflacao

O que é inflacdo
Inflacdo é o nome dado ao aumento dos precos de produtos e servicos. Ela é calculada pelos

indices de precos, comumente chamados de indices de inflacao.

O IBGE produz dois dos mais importantes indices de precos: o IPCA, considerado o oficial pelo
governo federal, e o INPC.

Para que servem o IPCA e o INPC?

O propésito de ambos é o mesmo: medir a variacdo de precos de uma cesta de produtos e ser-
vicos consumida pela populacdo. O resultado mostra se os precos aumentaram ou diminuiram de
um més para o outro.

A cesta é definida pela Pesquisa de Orcamentos Familiares — POF, do IBGE, que, entre outras
questdes, verifica o que a populacdo consome e quanto do rendimento familiar é gasto em cada
produto: arroz, feijdo, passagem de 6nibus, material escolar, médico, cinema, entre outros.

Os indices, portanto, levam em conta ndo apenas a variacao de preco de cada item, mas também
0 peso que ele tem no orcamento das familias.

[.]

Qual é a diferenca entre eles?

A sigla INPC corresponde ao Indice Nacional de Precos ao Consumidor. A sigla IPCA corres-
ponde ao Indice Nacional de Precos ao Consumidor Amplo.

A diferenca entre eles esta no uso do termo “amplo”.

O IPCA engloba uma parcela maior da populacéo. Ele aponta a variacdo do custo de vida médio
de familias com renda mensal de 1 a 40 salarios minimos.

O INPC verifica a variacio do custo de vida médio apenas de familias com renda mensal de 1
a 5 salarios minimos. Esses grupos sdo mais sensiveis as variacdes de precos, pois tendem a gastar
todo o seu rendimento em itens basicos, como alimentacdo, medicamentos, transporte etc.

[..]



Por que se fala tanto em IPCA?

O governo federal usa o IPCA como o indice oficial de inflacdo do Brasil. Portanto, ele serve de
referéncia para as metas de inflagdo e para as alteracdes na taxa de juros.

Como ele é calculado?

O IBGE faz um levantamento mensal, em 13 areas urbanas do Pais, de, aproximadamente,
430 mil precos em 30 mil locais. Todos esses precos sdo comparados com os precos do més ante-
rior, resultando num tnico valor que reflete a variacdo geral de precos ao consumidor no periodo.

Indice pessoal de inflacio

Sua cesta de compras, ou seja, os produtos e servicos que vocé consome regularmente, pode ser
bem diferente da cesta média da populacéo brasileira. Com isso, o seu indice pessoal de inflacdo
pode ser maior ou menor do que o IPCA.

Por exemplo, uma familia que ndo consome carne vermelha e ndo tem filhos em idade escolar
tera, com certeza, um indice de inflacdo pessoal diferente do oficial, cujo calculo coloca peso con-
sideravel na variacdo do preco da carne e da mensalidade escolar.

Poder de compra

Se a variacdo do seu salario, de um ano para o outro, for menor do que o IPCA, vocé perde seu
poder de compra, pois os precos sobem mais do que a sua renda. Se a inflacdo e o seu salario tém a
mesma variacio, seu poder de compra se mantém. Se vocé, porém, receber um aumento acima do
IPCA, seu poder de compra aumentara.

Curiosidades do IPCA

O IBGE produz e divulga o IPCA, sistematicamente, desde 1980. Entre 1980 e 1994, ano de
implantacdo do Plano Real, o indice acumulado foi de 13 342 346 717 671,70%)!

A maior variagdo mensal do IPCA foi em marco de 1990 (82,39%), enquanto a menor variagao,
em julho de 2022 (—0,68%).

[..]
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INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E ESTATISTICA. Inflagéo. Rio de Janeiro: IBGE, 2024
Disponivel em: https://www.ibge.gov.br/explica/inflacao.php.
Acesso em: 23 out. 2024.

ARQUIVO/ESTADAO CONTEUDO/AE

= No final da década de 1980 e
no inicio da década de 1990,
o Brasil viveu um periodo de
hiperinflagdo, com o IPCA
acumulado ao ano chegando
a1972%, em 1989, e a 2477%,
em 1993. Isso levou as pessoas
a estocar produtos em casa,
pois o0s precos eram alterados
a todo momento. Na imagem,
etiquetas de preco sao
aplicadas em produtos de um
estabelecimento, Sao Paulo
(SP). Fotografia de 1988. “““'{>


https://www.ibge.gov.br/explica/inflacao.php
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O grafico a seguir apresenta o IPCA acumulado nos ultimos 12 meses em dezembro de cada
ano, de 2010 a 2023.

I IPCA acumulado no ano, dezembro 2010-dezembro 2023 W

Fonte de dados: INSTITUTO
Porcentagem (%) BRASILEIRO DE GEOGRAFIA
1. EESTATISTICA. IPCA:
10,67 10,06 indice Nacional de Precos
101 ao consumidor amplo. Rio
65 de Janeiro: IBGE, [2024].
591 2 584 591 641 6,29 5,79 Disponivel em: https://www.
375 431 4,52 4,62 ibge.gov.br/estatisticas/todos
2,95 7 -os-produtos-estatisticas/9256
-indice-nacional-de-precos
-ao-consumidor-amplo.html?

2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 Ano | =&t=series-historicas. Acesso
em: 27 set. 2024.

O N B~ OV

Para determinar a atualizacdo de um valor de um ano para outro, é preciso calcular o indice
acumulado no periodo. Por exemplo, a atualizacdo de R$ 100,00 em janeiro de 2010 para dezem-
bro de 2011 deve ser calculada com aumentos sucessivos de 5,91% e 6,5%:

100 - 1,0591 - 1,065 = 112,74415

Portanto, em dezembro de 2011, o valor atualizado era R$ 112,74.

g
Agora, faca o que se pede nas atividades a seguir.
1. Explique como a inflacio impacta a vida do consumidor. Ver as Orientacées para o professor.

2. De acordo com o IPCA de dezembro de 2022, qual seria o preco, no final de dezembro de 2022, de
uma cesta basica de produtos que, no inicio do més, custava R$672,07? R$667,50

3. De acordo com o gréfico apresentado, faca o que se pede.
a) Atualize o valor de R$ 500,00 em janeiro de 2020 para dezembro de 2023. R$ 636,59

b) Responda: qual foi o aumento, em porcentagem, do IPCA de janeiro de 2010 a dezembro de
2023? Arredonde o indice para um valor inteiro. 124%

4. Além dos indices apresentados no texto, pesquise outros indices que sio referéncia para o calculo
do indice de inflagcdo e investigue a particularidade de cada um. Compartilhe sua resposta com
(o} colegas. Ver as Orientac¢des para o professor.

5. Em duplas, realizem uma entrevista com uma pessoa que era adulta no final da década de 1980

SE)) e no inicio de 1990. Previamente, preparem um roteiro com questdes que estejam relacionadas a
hiperinflacdo da época. Gravem um video ou um 4udio da entrevista e apresentem os resultados
para a turma. Nao se esquecam de pedir ao entrevistado autorizacdao para uso da imagem e da
entrevista cedida por ele. Resposta pessoal. Ver as Orientagdes para o professor.

Para assistir

« 0 QUE é inflagao: IBGE explica IPCA e INPC.[S. I.: s. n.], 2015. 1video (5 min). Publicado pelo canal IBGE.
Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=JVcDZ0IIMBk. Acesso em: 27 set. 2024.

0 video apresenta informagoes sobre como sao calculados o INPC e o IPCA, além de explicar para que servem
esses indices e suas diferengas.

ug =
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https://www.ibge.gov.br/estatisticas/todos-os-produtos-estatisticas/9256-indice-nacional-de-precos-ao-consumidor-amplo.html?=&t=series-historicas
https://www.ibge.gov.br/estatisticas/todos-os-produtos-estatisticas/9256-indice-nacional-de-precos-ao-consumidor-amplo.html?=&t=series-historicas
https://www.ibge.gov.br/estatisticas/todos-os-produtos-estatisticas/9256-indice-nacional-de-precos-ao-consumidor-amplo.html?=&t=series-historicas
https://www.ibge.gov.br/estatisticas/todos-os-produtos-estatisticas/9256-indice-nacional-de-precos-ao-consumidor-amplo.html?=&t=series-historicas
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1.

representacao da soma dos valores moneta-

(IFSC) O Produto Interno Bruto (PIB) é uma

rios de todos os bens e servicos produzidos em
uma determinada regiao em um determinado
espaco de tempo. O Balinsky (pais ficticio) tinha
em 2016 um PIB que em comparagao com o PIB
de 2015 cresceu 2%. Jd em 2017 o PIB de Balinsky
diminui 5% em relacdo a 2016. A previsao para
2018 é de um crescimento de 3% em relacao
a 2017. Dessa forma, se a previsao para 2018 se
confirmar, podemos afirmar que a variacao do
PIB de Balinsky do periodo de 2015 a 2018 foi:
Assinale a alternativa CORRETA. alternativa a
a) Um decrescimento de aproximadamente
0,2%.

b) Nao cresceu nem diminuiu.

c) Um aumento de aproximadamente 1,8%.
d) Um decrescimento de mais de 2%.

e) Um acréscimo de menos de 1%.

(UEA-AM) Ricardo comprou uma bicicleta
e conseguiu revendé-la por um preco 20%
maior do que pagou, o que correspondeu a
um lucro de R$ 150,00. O valor que Ricardo
recebeu pela venda dessa bicicleta foi

a) R$ 700,00. d) R$ 850,00.
b) R$ 750,00. e) R$ 900,00.
¢) R$ 800,00. alternativa e

. (Epcar-MG) A taxa anual de 15%, em que tempo,

aproximadamente, o capital R$ 8.000,00 pro-
duz R$ 3.600,00 de juros simples? alternativa b
a) 2 anos c) 4 anos e) 6 anos
b) 3 anos d) 5anos

(UFPE) Uma loja de eletrénicos oferece duas
opcdes de pagamento:

» a vista, com 10% de desconto no preco
anunciado;

» em duas prestacdes mensais iguais, sem
desconto sobre o preco anunciado, sendo
a primeira prestacao paga no momento da
compra.

Qual a taxa de juros mensais embutida nas

vendas a prazo?alternativaa

a) 25% c) 10%
b) 30% d) 15%

e) 20%

9.

NAO ESCREVA
NO LIVRO.

(ESPM-SP) O sr. Paulo aplicou um certo capital
a taxa de juros simples de 4% ao més duran-
te 3 meses. O montante dessa aplicacao, ele
reaplicou a taxa de juros simples de 3% ao
més durante 9 meses. Se ele tivesse feito uma
Unica aplicacao desse capital a juros simples
durante 1ano, para obter o mesmo rendimento
final, a taxa mensal deveria ser de: alternativa d

a) 3,28% c) 343% e) 3,64%
b) 3,36% d) 3,52%

(Ufersa-RN) Qual foi o capital aplicado a 6%
ao més, juros simples, que deu origem ao
montante de R$ 1.960,00 de 1ano e 4 meses?

alternativa a
a) R$1.000,00

<) R$1.200,00
b) R$1.400,00 d) R$1.900,00

(UEPA) Um carro flex de R$30.000,00 foi vendi-
do por uma concessionaria da seguinte forma:
60% de entrada e o restante em 5 prestacoes
mensais iguais com juro simples de 2% ao
més. O valor de cada prestacao sera de:

alternativa ¢
a) R$2.400,00 d) R$2.860,00

b) R$2.500,00 e) R$3.960,00

c) R$2.640,00

(UERN) Uma pessoa possui uma quantia
aplicada a juros compostos de 1% ao més,
da qual, em meses alternados, ela retira
R$ 100,00 e doa a uma instituicao de caridade.
Sabendo-se que, no inicio de certo més, a
guantia aplicada era de R$10.000 e, no final da-
quele més, ela fez a doacéo, pode-se concluir
que a quantia aplicada apds 3 meses eraigual a

alternativa b
a) R$10.100,00 d) R$10.200,00
b) R$10.101,00

e) R$10.201,00
<) R$10.110,00

(EsPCEx-SP) O valor de revenda de um carro
é dado por V(t) = V,(0,8)", em que V, é o valor
inicial e V(t) é o valor apds t anos de uso. A al-
ternativa que mais se aproxima do percentual
de desvalorizagao desse carro, em relagdao ao
valor inicial, apés 3 anos exatos de uso, é:

a) 24% c) 49% e) 51%

b) 47% d) 50% alternativa c

= ug
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10. (Enem/MEC) Um investidor deseja aplicar

R$10.000,00 durante um més em um dos fun-
dos de investimento de um banco. O agente
de investimentos desse banco apresentou
dois tipos de aplicacoes financeiras: a aplica-
cao Basica e a aplicacao Pessoal, cujas infor-
macoes de rendimentos e descontos de taxas
administrativas mensais sao apresentadas no
quadro. alternativaa

Taxa de Taxa
Aplicacao rendimento administrativa
mensal mensal
Basica 0,542% R$ 0,30
0,
Pessoal 0,560% 3’.8 % sobre o
rendimento mensal

REPRODUCAO PROIBIDA

11.

Consideradas as taxas de rendimento e ad-
ministrativa, qual aplicacao fornecera maior
valor de rendimento liquido a esse investidor
e qual sera esse valor?
a) Basica, com rendimento liquido de

R$ 53,90.
b) Basica, com rendimento liquido de

R$ 54,50.
c) Pessoal, com rendimento liquido de

R$ 56,00.
d) Pessoal, com rendimento liquido de

R$ 58,12.
e) Pessoal, com rendimento liquido de

R$ 59,80.

(Enem/MEC) Uma loja vende seus produtos
de duas formas: a vista ou financiado em trés
parcelas mensais iguais. Para definir o valor
dessas parcelas nas vendas financiadas, a loja
aumenta em 20% o valor do produto a vista e
divide esse novo valor por 3. A primeira par-
cela deve ser paga no ato da compra, e as
duas ultimas, em 30 e 60 dias apds a compra.
Um cliente da loja decidiu comprar, de forma
financiada, um produto cujo valor a vista é
R$ 1.500,00.

Utilize 5,29 como aproximacéo para v28.

A taxa mensal de juros compostos praticada
nesse financiamento é de alternativad

a) 6,7% d) 21,5%
b) 10% e) 23,3%
c) 20%

12. (Uesc-BA) Em uma aplicacéo financeira a uma

taxa de juros compostos de 2% ao més, em
que foram efetuados trés depdsitos mensais
de R$ 2.300,00 cada, o valor acumulado na
data do Ultimo depésito é igual a: alternativa
a) R$6.900,00. d) R$7178,76.
b) R$7.038,00. e) R$7178,80.

c) R$7038,92.

13. (Unifor-CE) A expressao M = A - (1 + i)" per-

14.

15.

mite o cdlculo do montante produzido por
um capital A, aplicado a juros compostos e a
taxa unitaria i, ao final de n periodos. Assim,
se o capital de R$ 1.370,00 for aplicado a taxa
anual de 25%, ao final de quantos anos ele
produzird o montante de R$ 5.480,00? (Use:
log2 = 0,30) alternativaa

a) 6 4 e) 2
b) 5 d) 3
(FGV-SP) Um empréstimo sera quitado em 5

anos com pagamentos consecutivos anuais
postecipados de R$ 6.720,00, segundo o
Sistema Francés de Amortizacao (Tabela Price).
Se a taxa de juros efetiva a ser utilizada é de
16% a.a., entdo a amortizacdo no saldo de-
vedor decorrente do pagamento da primeira
prestacdo serd de (Considere 1,16° = 2,1)

a) R$3.000,00. d) R$3.150,00.

b) R$ 3.050,00. e) R$3.200,00.

¢) R$3.100,00. alternativa e

(UFAL) Um dos maiores problemas enfrenta-

dos pelos governos é a inflacdo. Felizmente,

para a Economia Brasileira, a inflacao esta con-
trolada; porém, nao deixa de dar sinais de sua
persisténcia. Pode-se definir inflacdo como:

a) o aumento continuo e generalizado de
todos os precos da economia. alternativaa

b) o aumento rapido e incontrolavel das va-
riaveis de demanda, como o consumo.

c) o excesso de gastos, principalmente, os
de investimento, em relacdo ao produto
de uma economia.

d) o aumento continuo da massa salarial da
economia, provocando elevacao da de-
manda e, consequentemente, dos precos.

e) o aumento do crédito na economia, pro-
vocando elevacdo da demanda agregada.
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16. (Enem/MEC) O ganho real de um salario, r, é
a taxa de crescimento do poder de compra
desse salario. Ele é calculado a partir do per-
centual de aumento dos saldrios e da taxa
de inflacéo, referidos a um mesmo periodo.
Algebricamente, pode-se calcular o ganho
real pela férmula

1+r= 1—+i,

1+ f
em que i é o percentual de aumento no valor
dos saldrios e f é a taxa de inflacao, ambos
referidos a um mesmo periodo.
Considere que uma categoria de trabalha-
dores recebeu uma proposta de aumento
salarial de 10%, e que a taxa de inflacdo do
periodo correspondente tenha sido 5%. Para
avaliar a proposta, os trabalhadores criaram
uma classificacdo em funcao dos ganhos
reais conforme o quadro.

Ganho real Classificacao

Igual ou superior a 5% Boa

. H 0,
Maior ou igual a 1,5% Regular

e menor do que 5%

Ganho real Classificacao

Maior do que 0% e

menor do que 1,5% Ruim

Inaceitavel (ganho real
Igual ou menor negativo significa perda
do que 0% do poder de compra

dos salarios)

Eles classificaram a proposta de aumento e

justificaram essa classificacdao apresentando

o valor do ganho real que obteriam.

A classificacdo, com sua respectiva justifica-

tiva, foi alternativa c

a) inaceitavel, porque o ganho real seria
mais préoximo de —5%.

b) ruim, porque o ganho real seria mais proé-
ximo de 1,05%.

c) regular, porque o ganho real seria mais
préximo de 4,7%.

d) boa, porque o ganho real seria mais pré-
ximo de 9,5%.

e) boa, porque o ganho real seria mais pro-
ximo de 5%.

PARA REFLETIR

L™ NAD ESCREUA
NO LIURO.

Nas paginas de abertura, apresentamos a Black Friday, com o intuito de mostrar como
a Matematica financeira contribui para o consumo consciente. Vocé conseguiu reconhecer

essa relacao?

Fizemos, neste Capitulo, um retrospecto do assunto porcentagem, que vocé ja deve
ter estudado no Ensino Fundamental. Estudamos também juro simples e juro composto
e como eles se relacionam com as fungdes afim e exponencial, respectivamente.

Além disso, estudamos como fazer um orcamento familiar e conhecemos o Sistema

Price e o Sistema de Amortizacao Constante.

Vamos refletir sobre as aprendizagens do Capitulo 1:  Respostas pessoais.
» Vocé ja conhecia algum dos conteldos apresentados? Qual(is)?

» Imagine que vocé tivesse X reais para fazer uma aplicacao e pudesse escolher entre
duas opgbes com a mesma taxa: uma sob o regime de juro simples, e a outra, sob o
regime de juro composto. Qual das aplicagdes vocé escolheria? Justifique.

« Dé exemplos de outras situacdes do dia a dia que envolvem sistemas de amortizacao

e orcamento familiar.

« Como vocé pode utilizar os conceitos estudados para analisar situacdes antes de
tomar decisdes e de resolver problemas do dia a dia?

= S
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Poliedros

A beleza dos cristais é impressionante, ndo é mesmo? Os cristais, na sua forma
mais pura, lembram poliedros, assunto deste Capitulo.

A ciéncia que estuda os cristais é chamada Cristalografia, cujos estudos sao
importantes para o avanco tecnoldgico de diversas areas, entre elas, a Engenharia
dos Materiais.

Para classificar esses minerais, os cristalégrafos avaliam o sistema de acordo
com as células unitarias que formam sua estrutura. Uma célula unitaria consiste
em um agrupamento de dtomos que formam um padrao repetitivo. Entdao, com
base no sistema cristalino ao qual pertence, um mineral pode ser classificado em:
cubico, tetragonal, hexagonal, trigonal, ortorrémbico, monoclinico ou triclinico.

O arranjo desses atomos garante algumas propriedades ao cristal, como a
dureza e o formato. O tipo de arranjo atdémico, por exemplo, é o que diferencia
um fragil carbono de um diamante inquebravel.

f
. - NO LIVRO.
Ver as Orientagdes para o professor.

[e]e}
Agora, reiina-se a um colega, e facam o que se pede em cada questao.

1. Observem a imagem. Que formas geométricas, planas ou espaciais, vocés con-
seguem identificar?

2. O formato de um determinado cristal lembra um bloco retangular com dimensées
3cm, 4 cm e 5 cm. Qual é o volume, em cm?, desse cristal? 60 cm?

3. Na regiao onde vocés moram, hd mineracao de algum tipo de cristal? Qual(is)? Caso
ndo haja, facam uma breve pesquisa a respeito da mineragao de cristais no Brasil, in-
dicando locais onde ocorre, principais cristais extraidos e o destino desses recursos.

4. Escolham um dos sistemas cristalinos citados no texto e respondam as questées.

* Qual foi o sistema escolhido?
* Por que vocés acham que esse sistema recebe esse nome?

* Qual é o formato das células unitarias do sistema escolhido? Pesquisem em livros
ou na internet a respeito do formato das células do sistema cristalino e encontrem o
nome de um cristal que pertenca a ele.

B

= Cristais e diversas pedras semipreciosas.
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Para assistir

- VOCE disse cristalografia? Campinas: Matematica Multimidia, 2012. 1video (12 min).
Publicado pelo canal M3 Matematica Multimidia. (Série Matematica na escola). Disponivel
em: https://m3.ime.unicamp.br/recursos/1188. Acesso em: 17 set. 2024.

0 video fala sobre Cristalografia, um estudo que descreve as formas geométricas e as
simetrias dos cristais.
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Poliedros

E comum encontrarmos no dia a dia objetos cujos formatos lembram sélidos geométricos.
Basta observarmos ao nosso redor, pois eles estao presentes na Arquitetura, na Engenharia, nas
Artes Plasticas, entre outras dreas do nosso cotidiano. Neste Capitulo, vamos estudar os sélidos
geométricos conhecidos como poliedros.

Frequentemente, na Arquitetura e na Engenharia, os projetos e as construgdes utilizam forma-
tos que lembram poliedros para, por exemplo, obter o melhor aproveitamento da drea ou mesmo
para criar ambientes mais agradaveis a vista. Observe a seguir o prédio da Biblioteca Nacional de
Belarus, pais do Leste Europeu. Obra dos arquitetos Viktor Kramarenko (1945-) e Mikhail Vinogradov
(1944-2020), o prédio é conhecido como "diamante bielorrusso" e tem formato de um poliedro.

Os poliedros sdo sélidos formados por um nimero finito de poligonos e pela regido do
espaco limitada por eles, em que:

« cada lado de um desses poligonos é comum a dois, e somente dois, poligonos;
« ainterseccao de dois desses poligonos é um lado comum ou um vértice comum ou é vazia.

NEXUSBY/SHUTTERSTOCK.COM

= Prédio da Biblioteca
Nacional de Belarus.
Fotografia de 2024.
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Observe alguns exemplos de poliedros:

vértices

face
e AN

) N
P N

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

- aresta

TN
Q‘ ,

LX

Em um poliedro, destacamos os seguintes elementos:

SERGIO LIMA

« Faces: sdo os poligonos que formam a superficie do poliedro;
« Arestas: sdo os lados comuns a duas faces do poliedro;
« Veértices: sao os pontos de interseccao de trés ou mais arestas.
Assim como os poligonos sao nomeados com base em seu numero de lados, os poliedros sao

nomeados com base em seu nimero de faces. Observe a seguir o nome e o respectivo nimero
de faces de alguns poliedros.

Nome do poliedro Numero de faces
tetraedro 4
pentaedro 5
hexaedro 6 A palavra "poliedro” é
heptaedro 7 formada por poli, do
= Tetraedro: 4 faces. grego polys (muitos ou
octaedro 8 varios), e edro, do grego
eneaedro 9 <7 hedra (face), ou seja, um
poliedro seria um sélido
decaedro 10 de muitas faces.
undecaedro 1 Q‘ -—
dodecaedro 12
icosaedro 20 = Dodecaedro: 12 faces.

» Poliedros convexos e poliedros nao convexos

Em um poliedro, se qualquer reta ndo paralela a nenhuma das faces intersecta suas faces em,
no maximo, dois pontos, dizemos que ele é convexo; caso contrario, € nao convexo.
Observe os exemplos.

Poliedros convexos Poliedros nao convexos

7 ‘}

Neste Capitulo, concentraremos nossos estudos nos poliedros convexos.



Relacao de Euler

Existe uma relagdao importante que envolve o nimero
de faces (F), o nUmero de arestas (A) e o niumero de vérti-
ces (V) de um poliedro convexo. Essa relacao é valida para
todo poliedro convexo e recebe o nome de relacao de
Euler, em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler
(1707-1783).

~

V—A+F=2 = [LEONHARD Euler]. 2007. 1 selo. Selo
postal da Suica em homenagem a
Observe alguns exemplos. Leonhard Euler.
Poliedro | i
//,/A\\\\ /)I ________ ),

F 5 6 7 8

A 9 12 12 12

v 6 8 7 6
V—-—A+F 6—9+5=2 8§—12+6=2 7—-12+7=2 6—12+8=2

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
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A relacao de Euler pode ser empregada para determinar o nimero de um dos elementos

(faces, arestas ou vértices) de um poliedro convexo, desde que os outros dois sejam conhecidos.

Um poliedro em que é valida a relagcdo de Euler é conhecido como poliedro euleriano.

Os poliedros convexos sao todos eulerianos.

Observacao:

Ha poliedros nao convexos para os quais vale a relacdo de Euler. Na figura, temos um exemplo.

= Poliedro ndo convexo em que a
relacao de Euler é vélida.

A=15
V=10
F=7

V-A+F=10-15+7=2

Ver as Orientac¢des para o professor.

ROOK76/SHUTTERSTOCK.COM

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE
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> Poliedro regular

Um poliedro convexo é regular quando suas faces sao poligonos

regulares e congruentes entre si e quando, em todos os vértices, con-

corre 0 mesmo numero de arestas.

E possivel provar que existem somente cinco poliedros regulares:
tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.
Observe a seguir representacdes dos cinco poliedros regulares e as

respectivas planificacdes de suas superficies.

= Dado de RPG (Rolling

um icosaedro regular.

PHOTOREDHEART/SHUTTERSTOCK.COM

Playing Game [Jogo de
interpretacao de papéis])
com 20 faces que lembra

« 4 faces triangulares
« 4 vértices
6 arestas

= Tetraedro regular.

= Planificacdo da superficie.

« 12 faces pentagonais
» 20 vértices
« 30 arestas

o

= Dodecaedro regular. = Planificacdo da superficie.

« 6 faces quadrangulares
« 8 vértices

e 12 arestas

L___ |
s
s

= Hexaedro = Planificacdo da superficie.

regular.

« 8 faces triangulares

AVAVAY
v

= Planificacdo da superficie.

o 6 vértices
e 12 arestas

= Octaedro regular.

« 20 faces triangulares
« 12 vértices
« 30 arestas

X

F

o

= |cosaedro regular.

= Planificacdo da superficie.

= 57

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE
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» Poliedros de Platao

Os poliedros de Platao levam o nome do filésofo grego Platao (c. 427 a.C.-347 a.C)),
que os utilizava para explicar alguns fenémenos naturais.

Para que um poliedro seja considerado um poliedro de Platao, é necessario que as faces
desse poliedro tenham o mesmo numero de arestas, que, em todos os vértices, concorra o
mesmo numero de arestas e que seja valida a relacao de Euler. Assim, os poliedros de Platao
englobam todos os poliedros regulares convexos. Existem somente cinco classes de poliedros
de Platdo: tetraedros, hexaedros, octaedros, dodecaedros e icosaedros.

Nos poliedros de Platdo, as faces nao precisam ser poligonos regulares; logo, nem todo
poliedro de Platao é regular.
Observe alguns exemplos de poliedros de Platao que nao sao regulares.

= Tetraedro nao regular.

= Hexaedro ndo reqular.

ANy

= Octaedro nao regular.

= Hexaedro nao regular.

Gapisicii 3-8 RESOLVIDAS

1. Em um poliedro convexo, o nimero de faces

€ 11 e o numero de vértices é 18. Calcule o
numero de arestas desse poliedro.
Resolucao

Pela relacao de Euler, V — A + F = 2, vadlida
para qualquer poliedro convexo, temos:
F=TeV=18.Logo:
V-"A+F=2=218—-—A+N=2=A=27
Portanto, o poliedro tem 27 arestas.

. Um poliedro convexo tem seis faces quadran-

gulares e duas hexagonais. Calcule o nimero
de vértices desse poliedro.

Resolucao

Pelo enunciado, o poliedro tem oito faces,
sendo seis quadrangulares e duas hexagonais.
Vamos determinar o ndmero de arestas:
Seis faces quadrangulares: 6 - 4 = 24 arestas.
Duas faces hexagonais: 2 - 6 = 12 arestas.

Como cada aresta foi contada duas vezes,
temos:

2A=24+12=2A=36=>A=18
Aplicando a relacédo de Euler, temos:
V-—A+F=2=V—-18+8=2=V=1
Assim, o nimero de vértices é 12.

ATIVIDADES

1. Em um poliedro convexo, o nimero de ares-

tas € 16 e o numero de faces é 9. Determine
o numero de vértices. 9 vértices

. Um poliedro convexo tem cinco faces qua-

drangulares e duas faces pentagonais.
Determine o numero de arestas e o nimero
de vértices. 15 arestas e 10 vértices

NAD ESCREVA
NO LIURO.

. (Fatec-SP) Um poliedro convexo tem 3 faces com

4 lados, 2 faces com 3 lados e 4 faces com 5 lados.

Calcule o numero de vértices desse poliedro.
12 vértices

. (Mack-SP) Determine o numero de vértices de

um poliedro que tem trés faces triangulares,
uma face quadrangular, uma pentagonal e
duas hexagonais. 10 vértices

ILUSTRACOES: SERGIO LIMA
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S.

UEL, 2015

EDITORIA DE ARTE

(Unifesp-SP) Considere
o poliedro cujos vér-
tices sao os pontos
médios das arestas de
um cubo.

O numero de faces
triangulares e o nu-
mero de faces quadradas desse poliedro sdo,
respectivamente: alternativa b
a) 8e8. c) 6e8.

b) 8e6. d) 8e 4.

e) 6eb.

(UEL-PR) Leia o texto a seguir.

Originalmente os dados eram
feitos de osso, marfim ou argila. Ha
evidéncias da existéncia deles no
Paquistdo, Afeganistdo e noroeste da
india, datando de 3500 a.C. Os dados
clbicos de argila continham del a6
pontos, dispostos de tal maneira que a
soma dos pontos de cada par de faces
opostas é sete.

(Adaptado de: Museu Arqueoldgico do
Red Fort. Delhi, India.)

Atualmente, além dos dados em forma de
cubo (hexaedro), encontram-se dados em
varios formatos, inclusive esféricos, como
mostram as figuras a sequir.

Apesar do formato es-

férico, ao ser lancado,

o dado mostra pontos

de um a seis, como se

fosse um dado cubico.

Isso acontece porque

no interior da esfera

existe uma cavidade em forma de octaedro,
na qual existe um peso (um chumbinho) que
se aloja em um dos vértices do octaedro.
Assinale a alternativa que apresenta, corre-
tamente, a propriedade dos poliedros regu-
lares que justifica o fato de a cavidade no
interior da esfera ser octaédrica. alternativa a

UEL, 2015

ALEXANDRE ARGOZINO NETO

a) O numero de vértices do octaedro é igual
ao numero de faces do hexaedro.

b) O numero de vértices do octaedro é dife-
rente do numero de faces do hexaedro.

c) O numero de arestas do octaedro é igual
ao numero de arestas do hexaedro.

d) O numero de faces do octaedro é igual ao
numero de vértices do hexaedro.

e) O numero de faces do octaedro é diferen-
te do numero de vértices do hexaedro.
Indique qual das afirmacodes a sequir é falsa.

B L alternativa b
a) A relacao de Euler é vélida para todos os

poliedros de Platao.

b) Todo poliedro de Platdo é um poliedro
regular convexo.

c) Todas as faces de um poliedro de Platao
tém o mesmo numero de arestas.

d) As faces de um poliedro regular sao poli-
gonos regulares e congruentes entre si.

Em 1985, foi divulgada a descoberta de uma
molécula tridimensional de carbono, na qual
0s atomos ocupam os vértices de um poliedro
convexo cujas faces sao 12 pentagonos e 20 he-
xagonos regulares. Em homenagem ao arqui-
teto estadunidense Buckminster Fuller, a mo-
lécula foi denominada buckminsterfulereno.
Algum tempo depois, passou-se a denomina-
-la simplesmente fulereno. 60 atomos e 90 ligagdes
Fonte dos de}dos: SINDICATO DOS FARMACEUTICOS DO
ESTADO DA PARAIBA. [Fulerenos]. Jodo Pessoa: Sifep, c2016.

Disponivel em: https://www.sifep.org.br/news1/pesquisas-
area-farmaceutica/270-fulerenos. Acesso em: 17 set. 2024.

Determine o numero de 4tomos de carbono
nessa molécula e o nimero de ligagdes re-
presentadas pelas arestas do poliedro.

= Representacao
de molécula
de fulereno
(imagem sem
escala; cores
fantasia).
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Prismas

Agora, vamos estudar os prismas, suas caracteristicas, seus elementos e as maneiras de cal-
cular a drea da superficie e o volume de um prisma.

Vamos considerar dois planos paralelos o e B, um poligono convexo, contido em o, e uma
reta r secante a esses planos que nao intersecta o poligono.

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

A figura geométrica formada pela reunido de todos os segmentos de reta paralelos a reta r, com
uma extremidade em um ponto do poligono convexo e a outra no plano [3, ¢ denominada prisma.

Considerando o prisma representado na figura a seguir, destacamos os seguintes elementos:
» Bases: sao os poligonos convexos congruentes ABCDEF e A'B'C'D’E'F’ situados nos planos para-
lelos o e B (planos das bases); base

Faces laterais: sao os paralelogramos
ABB’A’, BCC'B', CDD'C’, DEE'D’, EFF'E’ e
AFFA’;

« Vértices: sdo os vértices das faces do
prisma, A, B,C,D,E FA,B,C,D,E'eF,
* Arestas das bases: sao os lados dos
poligonos das bases AB, BC, CD, DE,
EF,FA,AB',B'C',CD',D'E',E'F e FA";
« Arestas laterais: sao os segmentos de

reta AA’, BB', CC', DD’ EE' e FF’;

- Diagonais: sdo os segmentos de reta
que ligam dois vértices ndo pertencentes 8 mesma face do prisma, ou seja, AC', AD’, AE', BD’,
BE', BF',CE’,CF',CA’, DF',DA’, DB’ ,EA', EB', EC', FB', FC' e FD’;

« Altura: é a distancia entre os planos das bases.

B

altura

aresta da base face lateral

Podemos classificar os prismas de acordo com o numero de lados dos poligonos das bases. Por
exemplo, os prismas podem ser triangulares, quando as bases sao triangulos; quadrangulares, quando
as bases sao quadrilateros; pentagonais, quando as bases sao pentagonos; e assim por diante.

T.W. VAN URK/SHUTTERSTOCK.COM
= E comum, em nosso cotidiano, encontrarmos objetos

que lembram o formato de prismas, como os pavimentos
hexagonais utilizados em pracas e calcadas.



De acordo com a inclinacao das arestas laterais em relagcao aos planos das bases, os prismas

podem ser retos ou obliquos.
Em um prisma reto, as arestas laterais sao perpendiculares aos planos das bases, e, em um
prisma obliquo, as arestas laterais sao obliquas aos planos das bases.
Observe os exemplos a seguir.

Prismas retos

=l

~
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paralelepipedo.

« Cubo ou hexaedro regular: é um prisma reto cujas faces
sao todas quadradas. O cubo é um caso particular do para-

= Prisma pentagonal.

> Prisma regular

Se o prisma for reto e as bases forem poligonos regulares, o prisma é dito regular. Um
exemplo é a figura a seguir, que representa um prisma hexagonal regular.

Prismas obliquos

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

= Prisma triangular. = Prisma hexagonal. = Prisma quadrangular.

Sabendo que a figura apresenta um prisma hexagonal
regular, que figuras geomeétricas compoem suas bases
e suas faces laterais?

» Paralelepipedos

Os prismas cujas bases sdo paralelogramos recebem nomes especiais.
« Paralelepipedo: é um prisma cujas bases sao paralelogramos.

« Paralelepipedo reto-retangulo ou bloco retangular: é
um prisma reto cujas bases e faces laterais sao retangulos.
O paralelepipedo reto-retangulo é um caso particular do

lelepipedo reto-retangulo.

/]

= Paralelepipedo.

As bases de um prisma hexagonal regular séo hexagonos
regulares; suas faces laterais sao retangulos congruentes.

DR PETRUNOVSKY\/SHUTTERSTOCK.COM

ALEKSAN

= Paralelepipedo

reto-retangulo.

= Contéiner com formato que
) lembra um bloco retangular (ou

I
2 P paralelepipedo reto-retangulo).
- | Os contéineres sao utilizados para
zr---1-F transportar diversos produtos e
‘ ) podem ter dimensdes variadas de
= Cubo. acordo com o uso.

= Bl
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Diagonal de um paralelepipedo reto-retangulo

Considere o paralelepipedo reto-retangulo a seguir, em que estao
indicadas algumas medidas.

Conhecendo as dimensdes a, b e ¢, podemos calcular as medidas d
da diagonal da base e d’ da diagonal do paralelepipedo pelo teorema
de Pitagoras.

Considerando o triangulo retangulo ABD, temos:

a+b=d>=d=Va?+ b
Do triangulo retangulo BDD’, temos:
Ctd=d=>d=V+d=d=Vc+ @+t A
Portanto, a medida da diagonal de um paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes g,

becé:
d =+a*+ b*+ ¢

Como podemos expressar a medida d da diagonal

de um cubo em funcao da medida a de sua aresta?
d=aV3

» Area da superficie de um prisma

Em um prisma, definimos:

- area da base (S,) como a area de um dos dois poligonos que formam as bases;
« area lateral (8, como a soma das areas de todas as faces laterais;
« area total () como a soma da area lateral e das areas das bases.

Assim, podemos escrever:

S =S,+25,

» Secgao transversal de um prisma

A interseccao de um prisma com um plano paralelo as suas bases é denominada secc¢ao
transversal do prisma.

Observe na figura que a seccao transversal de um prisma é um poligono congruente aos
poligonos das bases.

EDITORIA DE ARTE

seccao
Aommmmmmm F=-7 transversal

SERGIOLIMA
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Gapitniichi 3-8 RESOLVIDAS

3. Determine a area total

|
L. ’ 3cm

da superficie de um i
paralelepipedo reto- AvARNY
-retangulo de dimen- 5cm
sdes5cm,4cme3cm. UL

= 4cm
Resolucao

@ 3cm

O O @ |@ |sm

@ 4cm

A superficie do paralelepipedo é formada por
seis faces retangulares, indicadas na planifica-
¢ao anterior. Note que [ = ll,ll=IVeV = VI
Calculando cada area, temos:
S,=4cm-5cm =20cm’

S,=3cm:5cm =15cm?
S,=4wm-3cm="12cm’

Entao:

S, =25 +25,+ 25,

S, =2-Q20+15+12) =247 =94
Portanto, a area total da superficie é de 94 cm?.

. Em um prisma triangular regular, a medida a

da aresta da base é igual a medida h da altura
do prisma. Sabendo que a area lateral é 10 m?,
calcule a area total do prisma.

Resolucao

Planificando a superficie do prisma, temos:

P — — — ——_—

|— S —
Il
Q

|l— > —»!

— ad—

A face lateral é um retangulo de dimensodes
aeh.
S,=3-@-h=5=3-@a=S5,=3a
Como S, = 10 m? temos:

10

2 — 2 —
3a 10=a 3

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

A base é um triangulo equilatero cujo lado
mede a. Assim:

10
S=a2x/§:3\/§z>sz1o\/§

b~ 4 4 b 12

Calculo da area total:

_ _ 10V3 _ V3
St—S€+2-Sb—1O+2-T—1O<1+?>

Portanto, S, = 10 <1 + g) m?2.

. Felipe esta construindo uma piscina no quin-

tal da casa dele no formato de um bloco re-
tangular que tem, internamente, 8 metros
de comprimento, 4 metros de largura e
1,5 metro de profundidade. O revestimento
escolhido por Felipe para cobrir a area inter-
na da piscina é formado por quadrados de
ceramica com 25 cm de lado vendidos por
R$ 1,50 a unidade. Considerando que nao
havera espaco entre os quadrados, calcule o
valor que Felipe deve gastar para comprar a
quantidade exata de revestimento necessario
para cobrir a area interna da piscina.

Resolucao

A area total de um paralelepipedo reto-
-retangulo é dada por S, =S, +2-5,.

Por se tratar de uma piscina, o revestimento
nao serd colocado em uma das faces do pa-
ralelepipedo. Assim, a area total, em metro
quadrado, é:
St=8-4+2-(4-1,5)+2-(8-1,5)=68

A drea de cada revestimento, em metro qua-
drado, é:

A, =025 0,25 = 0,0625

O total de unidades necessarias para o reves-

68 _
00625 1088.

Felipe precisard comprar 1088 unidades.
Como cada unidade custa R$ 1,50, entéo o
custo total do revestimento é dado por:
1088 - 1,5 = 1632

Assim, o custo do revestimento serd de
R$ 1.632,00.

timento é de
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ATIVIDADES

9. Calcule a area total de um cubo cuja aresta
mede 8 cm. 384 cm?

10. A diagonal de um paralelepipedo reto-retan-
gulo mede 13 dm, e a diagonal da base, 5 dm.
Determine as trés dimensdes do paralelepi-
pedo, sendo a soma das medidas de todas as
arestas igual a 76 dm. 3dm,4dme 12dm

11.Um prisma pentagonal regular tem 20 cm
de altura. A aresta da base do prisma mede

4 cm. Determine a area lateral desse prisma.
400 cm?

12.(UFRGS-RS) Considere o cubo ABCDEFGH,
representado na figura abaixo, cuja aresta
mede 4 e M é o ponto médio da aresta AB.
A érea do tridngulo MHG é a'temativa:l

a) 242. Eﬂb G
b) 4+2. '

C) 8\/5. ‘

d) 16+2. )

e) 3242. AC

13.

Um prisma reto tem por base um triangulo

isdsceles com as medidas indicadas na figura.
S, =132dm’

i

I

1

' 8dm '

Sabendo que a altura do prisma é igual a %

do perimetro da base, calcule a area total da
superficie do prisma.

14.

Em um paralelepipedo reto-retangulo, o
comprimento é o dobro da largura, e a altura
€ 15 cm. Sabendo que a area total é 424 cm?,
calcule as dimensdes desconhecidas desse
paralelepipedo. 8cm;4cm

15.As dimensées de um paralelepipedo reto-
-retangulo sao numeros consecutivos.
Sabendo que a soma das medidas de todas
as arestas é 84 cm, calcule a area total da su-
perficie desse paralelepipedo. 292 cm?

16. (UFRN) Atualmente, uma das técnicas muito
utilizadas no cultivo de hortalicas é a pro-
ducdo em estufas (plasticultura), pois, entre
outros fatores, possibilita a protecao contra

BU =

SERGIO LIMA

NO LIVRO.
chuvas, frio, insetos e um aumento da produ-

tividade, que pode atingir até 200%, como no
exemplo da abdbora italiana. 1192 m?

70m

Considerando uma estufa como a represen-
tada acima, em que o triangulo da fachada é
isdsceles, calcule a drea de plastico utilizado
para revesti-la totalmente (exceto o piso).

17. (UnB-DF) Em um prisma triangular regular, a
area lateral é o quadruplo da area da base.
Sabendo que o triangulo da base pode ser
inscrito em uma circunferéncia de raio 2 dm,
calcule a 4rea total do prisma em decimetros
quadrados e multiplique o resultado por V3.

54 dm?
18.Calcule a &rea total dos prismas retos
ilustrados.
a) i
1
470 cm? |
1
i 15cm
1
1
1
o
,'/ 8cm
5cm

19. (UFPE) Uma formiga (ignore seu tamanho)
encontra-se no vértice A do paralelepipedo
reto ilustrado a seguir. 15 unidades de comprimento

B

/
ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

o A 9

Qual a menor distancia que ela precisa per-
correr para chegar ao vértice B (caminhando
sobre a superficie do paralelepipedo)?
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» Uolume de um paralelepipedo reto-retangulo

Para medir o volume do espaco ocupado por um solido S, :
precisamos comparar esse sélido com uma unidade de medida
de volume.

Vamos considerar, por exemplo, um paralelepipedo reto-
-retangulo com dimensées 5 m,2me 4 m.

Note que, ao dividir esse bloco retangular em cubos com
arestas medindo 1 m, podemos determinar a quantidade de
cubos que o compdem da seguinte maneira:

SERGIO LIMA

7 7
z
Z 5-2 - 4 =40
24 R,,
numero de numero de
cubos em cada camadas
camada
Tm
m
5m m
Portanto, esse paralelepipedo é composto de 40 cubos com 1 m* de volume cada. Assim, o
volume total é igual a 40 m?.
Note que o volume V do paralelepipedo, nesse caso, poderia ser obtido multiplicando-se
suas trés dimensbes: comprimento, largura e altura. Observe:
V=5m-2m-4m=40m?
No caso geral de um paralelepipedo reto-retangulo qualquer, prova-se que o volume V desse
paralelepipedo de dimensdes com medidas g, b e ¢ é dado por:
-
| c
b _ A grandeza volume
b V=a-b-c se relaciona com a
7 grandeza capacidade;
. « . . . desse modo, podemos
Como o produto C? b equivale a drea da base A, (Ie céa Tedlda h tambeém relacionar
da altura, podemos dizer que o volume do paralelepipedo é igual ao suas unidades de
produto da area da base pela medida da altura: medida. Observe um
exemplo: Tm® = 1000 L
V=S, -h -—

Observe como calcular o volume de um paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes 5,32 m,
208 me22m.

532m

22m

V=532m-208m:-22m=2434m?

ILUSTRAGOES:
EDITORIA DE ARTE
N




» Uolume de um cubo

Em um cubo, as trés dimensodes tém a mesma medida e, indicando
cada uma delas por g, seu volume é dado por:

V=a-a-a=V=ad pave

» Principio de Cavalieri
Apresentamos o calculo que determina o volume do paralelepi-

pedo reto-retangulo e do cubo. No entanto, a férmula para o calculo
do volume de outros sélidos pode néo ser tao simples e, para esta- 0 principio de Cavalieri
belecé-la, precisamos de um resultado matematico, conhecido como foi des?n.\mh{'dq pelo
L. Lo matematico italiano
principio de Cavalieri. Francesco Bonaventura
Vamos considerar duas pilhas de papel sulfite idénticas, com a Cavalieri (1598-1647).
mesma quantidade de folhas em cada uma, colocadas sobre uma mesa. ——

altura

~
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Observando as duas pilhas, podemos destacar algumas caracteristicas: a altura é a mesma,
O pois cada uma tem a mesma quantidade de folhas; as folhas de cada pilha que ficam a mesma
distancia da mesa tém a mesma area; e as duas pilhas tém o mesmo volume, uma vez que sao
formadas pela mesma quantidade de folhas.

Essa ideia ilustra o principio de Cavalieri, apresentado a seguir.

REPRO

Considere dois solidos A e B de mesma altura com as bases contidas em um mesmo
plano horizontal o.. Tracando um plano B, paralelo a o e secante aos sélidos, determinamos
duas seccOes transversais, cujas areas sao S, e S,.

O principio de Cavalieri afirma que, se, para todo plano 3, nas condi¢des anteriores, tiver-
mos S, = S,, entao os sélidos A e Bterdo o mesmo volume.

O principio de Cavalieri pode ser demonstrado; no entanto, ndo o faremos aqui, por esse
calculo envolver conceitos matematicos que nao sao estudados no Ensino Médio. Vamos consi-
dera-lo verdadeiro e aplica-lo para a determinacao do volume de alguns solidos.

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE
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> Uolume de um prisma

Certo fabricante de itens alimenticios tem, em seu cata-
logo, um produto cuja embalagem lembra um prisma de
base hexagonal, como podemos observar na imagem.
Para propdsitos de armazenamento, o fabricante precisa
saber qual é o volume ocupado por cada embalagem. Como
ele pode determinar isso?
Para responder a essa pergunta, vamos usar o princi-
pio de Cavalieri e determinar uma férmula para calcular o
volume de um prisma.
Seja A um sélido de altura h e area da base S, Considere, ainda,
um paralelepipedo reto-retangulo B de mesma altura h e area da base
também S,. Ambos estao apoiados no plano o.

EDITORIA DE ARTE

Qualquer plano B, paralelo ao plano o, que intersecte os sélidos A
e B determina sec¢Oes transversais congruentes as respectivas bases.
Como as areas das bases de A e Bsao iguais e valem S, entao as secgoes
transversais também tém &rea igual a S,. Portanto, pelo principio de
Cavalieri, concluimos que o volume do prisma A é igual ao volume do
paralelepipedo reto-retangulo B.

Como o volume do paralelepipedo reto-retangulo é dado pelo
produto da area da base S, pela medida da altura h, entao o volume
do prisma V também serd calculado da mesma maneira. Assim,

prisma

podemos escrever:

v

prisma

=5, -h

b

Qual é o volume ocupado pela embalagem, sabendo que a area de sua base é igual
a 6 cm? e que cada embalagem tem 10 cm de altura? 60 cm?

SELMA CAPARROZ

= 67
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Apos ler o texto, converse com seus colegas sobre as questdes a seguir.

0 impacto das embalagens e o desafio
dos residuos solidos

As embalagens desempenham papel essencial na sociedade moderna, facilitando o trans-
porte, a protecao e a preservacao de produtos, bem como trazem importantes informacées para
o consumidor. No entanto, o uso excessivo e inadequado de embalagens tem gerado uma série
de problemas ambientais e sociais, principalmente relacionados a producao de residuos solidos.

Esses residuos, muitas vezes feitos de plastico, podem levar centenas de anos para se decom-
por, prejudicando ecossistemas terrestres e aquaticos e representando uma ameaca a vida
selvagem. Além disso, visando ao aperfeicoamento das técnicas de conservacao de produtos,
novos materiais tém sido incorporados as embalagens para torna-las mais eficientes. Entretanto,
essas misturas frequentemente dificultam tanto a sua degradagao natural como a sua reciclagem.

Muitos desses residuos acabam sendo descartados de maneira incorreta, poluindo
rios, oceanos e areas naturais e contribuindo para a formacao de lixdes e aterros sanitarios
sobrecarregados. Esse cenario nao apenas compromete a qualidade do ar, da 4gua e do
solo, mas também representa um desafio para as comunidades locais e os governos, que
enfrentam dificuldades na coleta, no tratamento e na disposicao adequada desses residuos.

O excesso de embalagens também tem consequéncias econdmicas e sociais. O aumento
dos custos relacionados a gestao de residuos representa um 6nus para empresas, governos
e consumidores, enquanto a poluicao resultante afeta negativamente o turismo, a pesca e
outras atividades econdmicas dependentes de ecossistemas saudaveis.

Diante desses desafios, é fundamental adotar medidas eficazes para mitigar os problemas
causados pelas embalagens e pelos residuos sélidos gerados por elas. Isso inclui a promogao de
praticas de design e producao sustentdveis, a implementacao de politicas de reducao, reutiliza-
¢ao e reciclagem de embalagens, o investimento em infraestrutura de gestao de residuos e a

conscientiza¢ao publica sobre o impacto ambiental do consumo excessivo e do desperdicio.

Ver as Orientagoes
para o professor.

» Como vocés costumam descartar as embalagens apés o uso do conteudo? J4 pensaram em
como suas escolhas de consumo afetam o meio ambiente? Que tipo de acdes vocés acham
que poderiam ser realizadas na escola ou na comunidade para abordar essas questoes?

= Residuos sélidos descartados
de maneira inadequada.

JOA SOUZA/SHUTTERSTOCK.COM
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6. (Enem/MEC) Um petroleiro possui reservatério
em formato de um paralelepipedo retangular
com as dimensdes dadas por 60 m X 10 m de
base e 10 m de altura. Com o objetivo de mi-
nimizar o impacto ambiental de um eventual
vazamento, esse reservatoério é subdividido
em trés compartimentos, A, B e C, de mesmo
volume, por duas placas de aco retangulares
com dimensdes de 7 m de altura e 10 m de
base, de modo que os compartimentos sao in-
terligados, conforme a figura. Assim, caso haja
rompimento no casco do reservatorio, apenas
uma parte de sua carga vazara.

1
1
R - .I(___'____
1
pu— > —
7m 4 1 s
,7 A y B
4 17

60m

Suponha que ocorra um desastre quando o
petroleiro se encontra com sua carga maxi-
ma: ele sofre um acidente que ocasiona um
furo no fundo do compartimento C. Para fins

EDITORIA DE ARTE
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de calculo, considere despreziveis as espessu-
ras das placas divisorias. Apo6s o fim do vaza-
mento, o volume do petréleo derramado terd
sido de

a) 14X1m ¢ 20X10°m? e) 60 X10*m?
b) 18 X10°m3 d) 32 X 10°m?

Resolucao

Vamos calcular o volume da regido acima das
placas e do compartimento C, onde esta o
furo que provocara o vazamento.

Assim, temos:
V=60-10-(10—-7)+(60:3)-10-7

vV =1800 + 1400

vV =3200

Dessa maneira, o volume de petréleo derra-
mado é igual a 3,2 - 10° m3.

Outro modo de resolver a questao é calcular
o volume total do reservatério e subtrair o
volume dos compartimentos A e B.
V=60-10-10—2-(60:3)-10-7

V = 6000 — 2800

V= 3200

A resposta correta é a alternativa d.

ATIVIDADES

20.Qual é o volume, em metro clbico, de argila
necessario para produzir 5000 tijolos, tendo
cada tijolo a forma

de um paralelepipe-

do reto-retangulo

com dimensodes

18cm,9cme 6 cm?
4,86 m?

21.As medidas das arestas de um paralelepi-
pedo reto-retangulo formam uma progres-
sao geométrica. Se a menor das arestas
1
2

64 cm?, calcule as medidas das outras arestas.
4cme32cm

22.(UEPB) Um reservatério em forma de cubo,
cuja diagonal mede 2+/3 m, tem capacidade
igual a: alternativa ¢
a) 4000 litros d) 2000 litros
b) 6000 litros e) 1000 litros
c) 8000 litros

= Tijolo de argila.

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUCAO PROIBIDA
/

mede = cm e o volume de tal paralelepipedo é

ALIS PHOTO/SHUTTERSTOCK.COM

L™ NAD ESCREUA
NO LIURO.

23.Uma empresa alimenticia vai comecar a pro-
duzir bombons de chocolate em formatos
de cubo de aresta 4 cm e de paralelepipedo
reto-retangulo com comprimento de 6 cm,
largura de 5 cm e altura de 2 cm. Serdo pro-
duzidos trés tipos: chocolate ao leite, meio
amargo e branco. A seguir, temos as dimen-
sdes dos bombons e os custos de producao
dos chocolates. Resposta pessoal.

Tipo 1 2

Dimensoes (cm) 4X4X4 6 X5X2

Tipos Ao leite |Meioamargo| Branco

Custo

(R$/cm?) 0,03 0,05 0,04

Elabore um problema que associe as dimen-
sdes dos bombons ao custo por cm?.
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24. (UEPG-PR) As medidas internas de uma caixa-
-d’dgua em forma de paralelepipedo retangu-
losao:1,2m,1m e 0,7 m. Sua capacidade é de:

a) 8400 L ) 840 L e) nd.a.
b) 84 L d) 84L alternativa ¢

295. (UFRN) Quando se diz que, numa regiéo, caiu
uma chuva com precipitacdo de 10 mm de
agua, isso significa que cada metro quadrado
dessa regiao recebeu 10 litros de agua da chuva.
Uma caixa-d’agua de 1,5 m de altura, 0,8 m
de largura e 1,4 m de comprimento, com uma
abertura na face superior, na forma de um
quadrado com 40 cm de lado, recebeu dgua
diretamente de uma chuva de 70 mm.
Admitindo-se que a caixa s6 tenha recebido
agua da chuva, pode-se afirmar que o nivel
da dgua nessa caixa aumentou: alternativa b

a)08cm b)ilcm ¢)12cm d)2cm

26.Uma barra de chocolate tem o formato da fi-
gura a seguir. Calcule o volume de chocolate
contido nessa barra. (Use V3 = 1,73.) 83,04 cm®

\L o

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

4cm‘

4cm
27. Uma pizzaria projetou uma caixa para colocar
suas pizzas no formato de um prisma regular
reto com base octogonal com lado de medi-
da x e com altura de medida y. Reservou-se
um espaco para armazenamento das caixas e
verificou-se que era possivel montar 10 pilhas
de 40 caixas cada. Determine uma férmula

para o volume que as caixas ocuparao.
0 volume que as caixas ocuparao é 800x%y (1 + v2).

Um prisma reto de ferro, de densidade apro-
ximada 7,5 g/cm?, tem por base um trapézio
isdsceles, como indica a figura.

28.

H 34cm G

16 cm
E F A densidade de
40 cm umcorpoéa
razao entre a
DRe-f---- ==7C massa e 0 volume
15¢m 15¢m desse corpo.
A B

4

70 =

Determine:
a) o volume desse solido; 12000 cm?
b) a massa desse solido. 90kg

29.Um arquiteto fez o projeto de construcio de

uma coluna de concreto que vai sustentaruma

ponte. A coluna tem a forma de um prisma

hexagonal regular de aresta de base 2 m e

altura 8 m. Calcule:

a) a drea lateral da estrutura de madeira que
deve ser utilizada para a construcao da
coluna; 96 m?

b) ovolume de concreto necessario para preen-
cher a forma da coluna. 48v3 m’

30. (Ufersa-RN) De uma viga de madeira de sec-
cdo quadrada de lado ¢ = 10 cm, extrai-se
uma cunha de altura h = 15 cm, conforme a
figura.

O volume da
cunha é: alternativa c

a) 250 cm?
b) 500 cm?
c) 750 cm? p
d) 1000 cm?

15cm

'

31. (UFRGS-RS) Um sélido geométrico foi cons-
truido dentro de um cubo de aresta 8, de
maneira que dois de seus vértices, P e Q,
sejam os pontos médios respectivamente
das arestas AD e BC, e os vértices da face
superior desse sélido coincidam com os
vértices da face superior do cubo, como
indicado na figura a seguir.

O volume desse solido é: alternativa c
a) 64 c) 256 e) 1024
b) 128 d) 512
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Piramides

AYODALEY IDRIS/ISTOCK EDITORIAL/GETTY IMAGES

Além dos prismas, ha outro grupo de poliedros cujo
formato pode ser associado a objetos do cotidiano.

Esse tipo de poliedro é denominado piramide.

Considere um plano o, um poligono convexo
contido em o e um ponto V que nao pertence a o.

Piramide é a figura geométrica formada pela reuniao
de todos os segmentos de reta que tém uma extremi-
dade no ponto Ve a outra em um ponto do poligono.

v

= Entrada do Museu do Louvre em Paris (Franca).
A piramide é feita de vidro e aco e foi inau-
gurada em 1989. Fotografia de 2024.

Considerando a piramide representada na figura a seguir, destacamos os seguintes elementos:

« Base: é o poligono convexo ABCDE contido no plano o;

» Vértice da piramide: é o ponto V;

» Vértices da base: sao os pontos A, B, C, D, E;

« Faces laterais: sao os triangulos VAB, VBC, VCD, VDE e VEA;

« Arestas da base: sao os lados do poligono da base AB,
BC,CD,DE e EA;

. A@tas laterais: sao os segmentos de reta VA, VB, VC, VD
e VE;

o Altura: é a distancia entre o ponto Ve o plano da base, o.

face lateral

aresta
lateral

aresta da base

Podemos classificar as piramides de acordo com o numero de lados do poligono da base.

Por exemplo, as piramides podem ser triangulares, quando a base é um triangulo; quadrangu-
lares, quando a base é um quadrilatero; pentagonais, quando a base é um pentagono; e assim

por diante.
v

B A B

= Pirdmide triangular. = Piramide quadrangular.

4

= Piramide pentagonal.

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE
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» Piramide regular

Uma piramide é regular se sua base é um poligono regular e a pro-

jecao ortogonal de seu vértice coincide com o centro O desse poligono. )
0 centro de um poli-

gono reqular é o centro
da circunferéncia cir-
cunscrita ao poligono,
ou seja, € 0 ponto que
equidista dos vértices
desse poligono.

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

Considerando a piramide regular de base quadrada representada \ /
destacamos os seguintes elementos: <
« Raio da base: é o raio da circunferéncia de centro O circunscrita ao -—

poligono regular da base; sua medida é indicada por r;

« Altura da piramide: é a medida do segmento de reta VO, que liga o vértice V ao centro da
base, indicada por h;

« Faces laterais: sdao triangulos isésceles congruentes;
« Arestas laterais: sao congruentes e sua medida é indicada por g;

Arestas da base: sdo congruentes, pois correspondem aos lados do poligono regular da base,
e sua medida é indicada por ¢;

. Apétema da base: é o apétema do poligono regular da base, ou seja, 0 segmento OM, em
que M é o ponto médio de um dos lados, e sua medida é indicada por m;

« Apétema da piramide: é a altura de cada face lateral (correspondente 3 altura VM relativa a
base de um triangulo isosceles), cuja medida é indicada por g.

REPRODUCAO PROIBIDA

Nas piramides regulares, podemos determinar algumas de suas medidas conhecendo outras
e aplicando o teorema de Pitdgoras em alguns triangulos. Considere a piramide anterior e os
seguintes triangulos retangulos:

AVMB
4

2
02:gz+<g) 92=h2+m2

7@ =
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» Area da superficie de uma piramide

A figura a seguir representa a planificacao da superficie de uma piramide quadrangular regular.

A piramide que tem
quatro faces idénticas,
sendo todas elas trian-
gulos equilateros, é
chamada de tetraedro
regular.
Como todas as faces
sao triangulos equila-
teros, todas as arestas
Em uma piramide, definimos: (da base e da lateral)
Sao congruentes.
« area da base (S,) como a drea do poligono da base da piramide; Utilizando a imagem a
sequir, que representa
« area lateral (S) como a soma das areas de todas as faces laterais; um tetraedro regular
e alguns de seus
elementos, determine
Entdo, podemos escrever: a altura (h) da piramide
em funcao de sua
aresta de medida a.
S5 o (Lembre-se de que a
medida do apdtema de
um tridangulo equilatero
em funcao do lado a é

base

o area total (St) como a soma da area lateral e da area da base.

» Seccao transversal

. - . dada por ag.
de uma piramide
Denomina-se secgao transversal da piramide a interseccao da pira-  h= @ D
mide com um plano secante a ela, paralelo a base e a uma distancia d
do vértice V.

E possivel provar que a seccdo transversal de uma piramide é um
poligono semelhante ao poligono da base. -

Caso os estudantes ndo se
lembrem das relagdes métricas
de poligonos regulares, para
determinar os apétemas dos
poligonos regulares das bases
das pirdmides, relembre-os
dessas relagoes, que foram
estudadas no Capitulo 7 do
Volume 2 desta Colegao.

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE
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» Uolume de uma piramide

Considere a piramide P, de altura h e base ABCDE de area Vo .

A,, contida em um plano horizontal o, e um plano f3, paralelo piramide Q —__ /]

a o, e secante a piramide. O plano 3 determina uma seccdo o

transversal AB'C’'D’E’ de area A,, que é base da piramide Q de / ; @ o /

altura d (piramide menor) e semelhante a base ABCDE. '
No Volume 2 desta Colecao, aprendemos que, se AB e

A'B’ sao os comprimentos dos lados correspondentes de dois
poligonos semelhantes de areas F e F, entao:

F_ ( AB )
F\AP
Note, na figura anterior, que as respectivas faces laterais das piramides Q e P sao triangulos
semelhantes.

Usando semelhanca de triangulos, pode-se demonstrar que as bases de dreas A e A, sao

A 2
poligonos semelhantes com razao de semelhanca h, entao, A_ = (h> .

d d

Agora, considere duas piramides M e N de mesma altura h, com bases de mesma area A,, e
A, contidas em um plano horizontal o.. Qualquer plano 3, paralelo a o e secante as piramides,
determina duas secgOes transversais de dreas S, e S,, respectivamente.

M

S

M

Logo,

Como A, = A, concluimos que S, = S, para qualquer plano 3 paralelo a o e secante as
piramides.

Com isso, pelo principio de Cavalieri, as piramides M e N tém o mesmo volume.

Provamos, assim, que duas piramides com bases de mesma area e com mesma altura tém
volumes iguais. Esse fato sera utilizado a sequir para determinar o volume de uma piramide.

74 =

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE
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Para calcular o volume de uma piramide qualquer, primeiro vamos considerar um prisma reto
de base triangular decomposto em trés piramides triangulares, como mostram as figuras a seguir.

E
D
B

piramide 11

piramide 111
B

D
w
z
a
<
e
2
B C g
piramide Z
A 2

Observe que:
« as piramides I e Il tém a mesma altura (altura do prisma) e tém bases congruentes
(AABC = ADEF, pois cada triangulo é uma base do prisma), portanto, conforme o resultado
da pdagina anterior, as piramides I e Il ttm o mesmo volume;

« considerando as piramides Il e Ill com suas respectivas bases CEF e BCE, a altura (distancia
do ponto D ao retangulo BCFE) dessas piramides é a mesma e elas tém bases congruentes
(ACEF = ABCE, pois cada um desses triangulos é a metade do retangulo BCFE), portanto,

novamente conforme o resultado da pdagina anterior, as piramides Il e Il tém o mesmo volume.
Logo, as piramides I, Il e lll ttm o mesmo volume, ou seja, V, = V, = V..
Seja V, ima = Vi + V, + V; (soma dos volumes das trés piramides) e considerando V, = V, =
=V, =V, temos:

Vv
=V+V+V=V, =3V V=-27

prisma 3

v

prisma

Assim, o volume de cada piramide é igual a % do volume do prisma triangular dado. Como

o volume do prisma é V

prisma

=S, - h, podemos escrever:

V= Vprisma =V = b
3 3

Apesar de a obtencdo da férmula ter sido feita para uma piramide de base triangular, essa
relacao vale para o calculo do volume de uma piramide de base qualquer, pois, como aprende-
mos na pagina anterior, pelo principio de Cavalieri, duas piramides com bases de mesma area e
mesma altura tém volumes iguais. Assim, o volume de uma piramide de base qualquer é igual
ao volume de uma piramide com base triangular com mesma area da base e mesma altura.

Entao, o volume de uma piramide qualquer de altura medindo h e drea da base S, é igual a:

S, +h

V=35,

w|—

= 75
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7. Em uma feira de artesanato, foi construida uma

tenda com tecido no formato de uma piramide
hexagonal regular com 8 m de altura e aresta
da base medindo 43 m. Considerando que
guem armou a tenda deixou uma das faces la-
terais como porta (sem fechamento do tecido),
calcule a quantidade de tecido necessaria para
a cobertura da tenda.

Resolucao
Primeiro vamos representar a tenda e sua base:

v

B

M
¢ A

Em um tridngulo equilatero, a medida da
altura h, em relagao a qualquer um dos lados,
em funcao de seu lado ¢, pode ser obtida pelo
teorema de Pitagoras da sequinte maneira:

2
h=(£) ==
:h2=§€2:>

N_

=h= .p0|sh>0

-—
No triangulo AOB, OM é a altura e 0 ap6tema
da base da piramide; logo, a medida m é:

€3
2

m =
=>m=256

Aplicando o teorema de Pitagoras no trian-

gulo VOM, temos:
F=6+8=
=g°=36+ 64 =100=

=g =10, poisg >0

Calculando area S, de uma face da piramide,
temos:

4W1o

S—€—=>S =203 =

2 f
=S,=20V3
Como uma das faces laterais (porta) nao
usara tecido, a area lateral sera dada por:
5-20v/3 m? =100v3 m?
Portanto, serdo necessérios 100V3 m? de
tecido.

. Calcule o volume de uma piramide cuja base

é um quadrado de 3 cm de lado e a altura é
10 cm.

Resolucao
Como V= % - S, h, precisamos determinar a
area da base (S)).
A base é um quadrado, logo:
S,==5=3=9=5=9
CaIcuIando o volume (V), temos:
S, h=>V=1.9.10=30>

3
= V 30
Portanto, o volume da piramide é 30 cm?3,

. Emuma piramide hexagonal regular, a aresta

da base mede € = 2 cm. Sabendo que a 4rea
lateral da piramide é 30 cm?, calcule o volume
da piramide.

Resolucao

Considere a piramide a seguir, com apétema
da base m.

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE
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Como a base é um hexagono regular, temos:

M

¢

m_
:>m=¥=\/§:>
=m=13
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Como a base da piramide é hexagonal, sua
area lateral é 30 cm? e ela tem seis faces la-

terais. A area de cada face lateral é dada por:

S
_ _30 _ _
Sf—éﬁsf—g—.SﬁSf—s
Logo, o apdtema da piramide (g) é:

sze%zSZ%ég:S

Pelo teorema de Pitdgoras, a altura da pira-
mide (h) é:
F=hR+m=5=hr+{3F=

= h =22, poish>0

Para determinar o volume da piramide, pre-

cisamos calcular a area da base.

A mediana de um triangulo € um segmento
de reta que tem uma de suas extremidades
em um dos vértices do triangulo e a outra no
ponto médio do lado oposto a esse vertice.
No triangulo a sequir, AM é a mediana relativa
ao lado BC.

B

-—
A partir dessas informacgdes, determine:
a) a medida da mediana AM;

Como a base é um hexagono regular, sua b) a altura do tetraedro;
area é igual a seis vezes a area do triangulo ¢) a area total da superficie do tetraedro.
equildtero de aresta £ = 2 cm. Resolucao
N a3 a) Em um triangulo equilatero, a mediana
% =6 4 =3,=6 4 6V3 = coincide com a altura. Assim, a medida da
=5, =613 mediana AM é igual & medida da altura
Calculando o volume da piramide (V), temos: relativa ao lado BC do triangulo equi-
latero ABC, que tem lado de medida g,
v=1ls . h=v=1.6v3.-v22=2Vv66= :
37® 3 ou seja:
=V =266 AM:_G\/§:_4‘/§:2\/§
2 2
Portanto, o volume da piramide é 2/66 cm?. Portanto, a medida da mediana AM é
10. Considere o tetraedro regular ABCV a sequir, 243 em.

b) Aaltura h de um tetraedro regular em fun-
de aresta de medida a = 4 cm, em que AM avé
) diana do trisnaul 15 ABC ¢ao de sua aresta a é dada por h = 3
é uma mediana do tridngulo equilatero , . aVE_ 48

Entdo: h = =
base do tetraedro. 3 3 4V
y Portanto, a altura do tetraedro é —3 .
c) A area total S, da superficie de um tetrae-
5 dro regular é igual a 4 vezes a area de
: uma face (triangulo equilatero):
g A _ _ 4.0 - AM _
5 S=A S =4 5T =
g —4.% 5*5 — 1613
E! M . -
Portanto, a area total da superficie do te-
B traedro é 163 cm?.

Aaltura h de um tetraedro regular em funcédo de sua aresta a foi obtida no boxe Pense e responda —

da pégina 73. Se achar necessario, mostrar aos estudantes como chegar a essa medida.

w77



32.Considere a piramide quadrangular regular
indicada na figura e determine o que se pede.
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12cm

a) A medida do apétema da base. 6cm

b) A medida do apétema da piramide. 2v13 cm

c) A medida da aresta lateral. 2+/22 cm

d) A area total da superficie da piramide.
48(3+V13) cm?

33.Considere a piramide hexagonal regular indi-

cada na figura e determine o que se pede.

B C

a) A medida do apétema da base. 43 cm

b) A medida do ap6tema da piramide.2+v21 cm

c) A medida da aresta lateral. 10cm

d) A drea total da superficie da piramide.
483 (2 + V7) cm?

34.Calcule a area lateral da superficie de uma

piramide triangular regular cuja aresta lateral
mede 13 cm e o apdétema da piramide mede
12 cm. 180 cm?

35. A figura a seguir mostra uma piramide de base

78 =

triangular em que todas as arestas tém medi-
daigual a 15 cm.
Determine a area
total da superficie

dessa piramide.
225+/3 cm?

NAO ESCREVA
NO LIURO.

36.Em uma piramide regular de base quadrada,

o perimetro da base é 40 cm. Sabendo que
a altura da piramide é 12 cm, calcule a area
lateral da superficie dessa piramide. 260 cm?

37. (FUCMT) Determine o volume de uma pira-

mide cuja planlflca;ao é: V= Euv

/‘\l

38.(UFPA) Uma piramide triangular regular tem

9 cm? de volume e 4+/3 cm de altura. Qual a
medida de aresta da base? alternativa b

a) V2 cm d) V3 cm
b) 3cm e) gcm
c) 242 cm

39.(UFPE) Uma piramide hexagonal regular tem

a medida da é4rea da base igual a metade da

area lateral. Se a altura da piramide mede 6 cm,

assinale o inteiro mais préximo do volume da

pirémide em cm?. Dado: use a aproximacao:
=173. =83cm’

it
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40. a) volume do bloco retangular: 128 u.v.; 4rea da base da piramide: 163 u.a.

40.(UFPR) As figuras a seguir apresentam um

bloco retangular de base quadrada, uma pi-
ramide cuja base é um triangulo equilatero,
e algumas de suas medidas.

N

4 4 8 8

a) Calcule o volume do bloco retangular e a
area da base da piramide.

b) Qual deve ser a altura da piramide para

que seu volume seja igual ao do bloco
retangular? 8v3 u.c.

41. (UFMA) A figura a seguir representa um pa-

ralelepipedo retangulo, no qual estd inscrito
um octaedro cujas 8 faces sao triangulos equi-
lateros com 1cm de lado. (Obs.: octaedro é o
sélido resultante da reunido de duas piramides
quadrangulares de bases congruentes.)

Nessas condicdes, é correto afirmar que o
volume do paralelepipedo, em centimetros
cubicos, é: alternativa c

a) g Q) V2 e) 22

b)gcm d) V3

42. (Unicamp-SP) Uma piramide regular, de base

quadrada, tem altura igual a 20 cm. Sobre a
base dessa piramide constréi-se um cubo de
modo que a face oposta a base do cubo corte
a piramide em um quadrado de lado igual a
5 ¢cm. Faca uma figura representativa dessa

situacao e calcule o volume do cubo.
Ver as Orientac¢des para o professor.

4 3. (Vunesp-SP) A ilustracido mostra uma pirami-
de regular de base quadrada cuja altura tem
a mesma medida que as arestas da base. Pelo
ponto médio M da altura OQ traca-se o seg-
mento MN perpendicular & aresta OA. Se 'a'
expressa a medida de MN, determine o volu-
me da piramide em funcdo de 'a'.V =823

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

44.Um artista projetou uma piramide regular

de base quadrada para ser exposta na en-
trada de uma universidade. A piramide tem
4 metros de altura e o quadrado da base da
piramide tem lado de 6 metros. As faces la-
terais da piramide devem ser pintadas, mas
ha uma restricao: a piramide nao deve ser
monocromatica, ou seja, é necessario usar
mais de uma cor na pintura. Acompanhe o
rendimento de cada uma das cores de tinta
disponiveis. Resposta pessoal.

Cor Rendimento (m?%/L)
Amarelo 28
Azul 24
Laranja 25
Rosa 27
Roxo 22
Verde 24
Vermelho 22

Elabore um problema envolvendo: custo,
quantidade de cores e quantidade de demaos.
Em seguida, troque-o com um colega para
que um resolva o problema do outro.

=79



CONEXOES com...

LINGUAGENS E SUAS TECNOLOGIAS

Arte e Geometria

No periodo que antecede a década de 1950, a arte moderna no Brasil foi marcada por obras
com referéncias nacionalistas, com tematicas indigenas, regionais e elementos tipicos brasileiros.
Em 1951, na 12 Bienal de Sdo Paulo, a participacdo do artista sueco Max Bill (1908-1994) foi um dos
marcos que rompeu com essa visao modernista, dando espaco a arte concreta, ou concretismo,
no contexto brasileiro.

A ideia central desse movimento artistico era a de que a arte fosse universal, compreendida
e sentida sem depender de um contexto histérico-cultural. Assim, a base das criagdes sao figuras
geomeétricas, pois se trata de signos universais, e as obras sao mais objetivas e racionais e se
resumem a si proprias.

Dois grupos, Ruptura (em Sao Paulo) e Frente (no Rio de Janeiro), foram os principais precur-
sores do concretismo no Brasil e deram origem a outros grupos. Contudo, os artistas do Grupo
Frente, a fim de superar o objetivismo e a racionalidade da arte concreta, deram inicio ao neo-
concretismo, com obras que permitiam dialogar mais com o espectador, possibilitando, inclusive,
sua participacgao e interagao. O texto a seguir nos conta um pouco sobre esse momento histoérico.
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O neoconcretismo e a ruptura com a arte tradicional

[..]

O ano de 1951 é um dos grandes marcos na histéria da
arte brasileira e também um dos responsaveis por consolidar
Sédo Paulo como capital moderna do pais e centro artistico
mundial. Inspirada pelos moldes europeus da Bienal de Veneza,
nasceu a 12 Bienal de Sao Paulo. Entre Pablos Picassos, Anitas
Malfattis, Renés Magrittes, estava ele: Max Bill [...]. Também
estava o jovem Ivan Serpa, que iniciava sua “busca constru-
tiva pela abstracio geométrica e pela organizacdo matematica
de suas telas”[..]

E a partir de Max Bill, fundador da Escola Superior da
Forma de Ulm, que o que entendemos como arte concreta
surge: uma arte que é ligada a questdes matematicas, que foge
da representacio da natureza e que é uma “‘concrecdo de uma
ideia”. Uma arte que pode ser observada, controlada e verifi-
cada; uma busca pela exceléncia da forma para definir o que é
belo. E isso inspira artistas paulistas a criar o Grupo Ruptura, = CASTRO, Willys de.

ISABELLA MATHEUS/ACERVO DA PINACOTECA DO ESTADO DE SAO PAULO

cujas obras dispensam significados liricos ou simbdlicos, ou Objeto ativo. 1962. Oleo sobre
seja, o quadro ndo tem significado além dele préprio e seus tela colada sobre madeira,
elementos plasticos (planos e cores). O grupo rompe com o 25,2 cm X 25,5 cm X 25 cm.
naturalismo da arte do século 20. Acervo da Pinacoteca de Sao Paulo.



Mas esse excesso de racionalidade gera uma inquietacdo em um outro grupo de artistas, estes
do Rio de Janeiro: o Grupo Frente.

“Esse negdcio de Neoconcreto surgiu por causa de Max Bill, que fez uma conferéncia e os paulis-
tas aceitaram sem discutir o problema concreto. No Rio de Janeiro nés protestamos, pois acreditamos

que arte é fundamentalmente emocdo. [...]"

2. Porque acreditavam que a emocao também era fundamental na Arte. Depoimento de Amilcar de Castro
Nesse grupo, predominava uma busca intuitiva, superando a ideia pura-

[-]  mente objetiva e racional, porém sem romper com o rigor construtivo.
Segundo Ferreira Gullar, poeta e um dos grandes nomes do movimento neoconcreto, a principal

diferenca entre os grupos é que no grupo carioca predominava uma busca intuitiva, “sem romper
com o rigor construtivo” da arte concreta. [..]

A partir dai, as investiga¢c6es dos neoconcretos se desprenderam cada vez mais dos suportes
tradicionais e suas obras comecaram a explorar o espaco expositivo de novas maneiras, por vezes
saindo do museu e/ou convidando o espectador a participar ativamente do trabalho, ndo mais como
um mero observador e sim como co-autor/ativador da obra de arte.

[.]

SALVA, Camila; DIEDRICH, Andressa. O neoconcretismo e a ruptura com a arte tradicional. Porto Alegre: Instituto Ling, 14 dez.

2020. Disponivel em: https://institutoling.org.br/explore/o-neoconcretismo-e-a-ruptura-com-a-arte-tradicional. Acesso em: 1 set. 2024.
1. Espera-se que os estudantes digam que foi um movimento de arte que rompeu com o modernismo, dando espaco para obras

com significado universal, sem que necessitassem de um contexto histérico-cultural. As obras apresentam figuras geométricas e
sdo mais objetivas e racionais, resumindo-se a si préprias.

Agora, faca o que se pede nas atividades a sequir.

1. Defina, com suas palavras, o que foi o concretismo.

~
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2. Por que os artistas do Grupo Frente sentiram a necessidade de criar o neoconcretismo?

3. Observe a seguir uma escultura de Amilcar de Castro e
responda aos itens.

a) E possivel perceber que a escultura é formada por dois
poliedros “encaixados”. Esses poliedros sdao prismas ou
sao piramides? Os poliedros sao prismas.

PELO INSTITUTO AMILCAR DE CASTRO

b) Suponha que seja necessario transportar essa peca
para uma exposicao em uma escola da cidade. Para
isso, a transportadora separou uma caixa no formato
de’ u‘m cubo. Com um‘colega, estimem as dimensodes Marmore, 210 cm X 210 cm X 70 cm.
minimas que essa caixa deve ter para o transporte Acervo da Prefeitura Municipal de
da peca. 0 cubo deve ter, no minimo, 210 cm de aresta. Brusque (SC). Fotografia de 2005.

JOSE FRANCISCO ALVES/IMAGEM LICENCIADA

= CASTRO, Amilcar de. [Sem titulo]. 2001.

4. Junte-se a trés colegas, e pesquisem sobre a vida e a obra de um artista do movimento concretista
ou neoconcretista. Preparem uma exposicdo de fotografias do artista e de suas obras e, no dia

combinado com o professor, apresentem as informacdes para os espectadores.
Resposta pessoal. Alguns artistas que podem ser pesquisados pelos estudantes, entre outros, sdo: Abraham Palatnik, Amilcar de
Castro, Franz Weissmann, Hélio Oiticica, Max Bill, van Serpa, Lygia Clark, Lygia Pape, Sérvulo Esmeraldo e Willys de Castro.

@ Para acessar

« LYGIA Clark: projeto para um planeta. Sao Paulo: Pinacoteca de Sao Paulo, c2024. Localizavel
em: Conteudos digitais: Tour virtual. Disponivel em: https://pinacoteca.org.br/conteudos-
digitais/tour-virtual/lygia-clark-projeto-para-um-planeta/. Acesso em: 19 set. 2024.

Por meio do link, é possivel fazer uma visita virtual a exposicao Projeto para um planeta, de
Lygia Clark. A artista do neoconcretismo criou pecas feitas de metal e articuladas, o que

possibilita movimento as esculturas. Se julgar conveniente, pode-se propor aos estudantes que pes-
quisem se ha alguma exposicdo como essa na regido em que
moram e que, se possivel, visitem um desses museus e compar-
tilhem a experiéncia com a turma.

= 81
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EXPLORANDO R:Fp e (o Hufchirs
Orientar os estudantes a navegar pelo site do

19 STUDIO/SHUTTERSTOCK.COM; REPRODUGAO/GEOGEBRA

GeoGebra, pois nele ha uma comunidade
de discussao e muitas informagdes dispo-

conhecendo o GeoGebra niveis, inclusive alguns tutoriais e materiais

produzidos por professores.

O GeoGebra é um software de Matematica dinamica que pode ser utilizado em
todos os niveis de ensino. Trata-se de uma multiplataforma, pois tem portabilidade
em todos os sistemas operacionais e pode ser instalada em computadores, tablets
e smartphones.

Sua instalacao deve ser feita por meio do site oficial www.geogebra.org/download
(acesso em: 1 set. 2024), baixando-se o software GeoGebra Classico 6 e seguindo-se
as orientacdes de instalacao.

O GeoGebra também pode ser usado em sua versao on-line, sem a necessidade
de instalacao, pelo site https://www.geogebra.org/classic (acesso em: 1 set. 2024).

Ao abrir o software instalado ou a versao on-line, aparece uma tela inicial com-
posta de varias janelas, com ferramentas e exibi¢oes especificas de acordo com a
utilizacao. A seguir, apresentamos a tela inicial com algumas de suas fungoes.

Campo de entrada

No campo de entrada, é possivel inserir
coordenadas, equagdes, comandos ou
funcdes. Ao pressionar a tecla Enter,

a representacao algébrica do objeto

¢ apresentada na janela de Algebra,
enquanto a representacao grafica é
mostrada na janela de visualizacao.

Barra de ferramentas

A barra de ferramentas é composta
de 11 caixas contendo ferramentas
diversas, relacionadas dentro de seu
subgrupo. Para acessa-las, basta
clicar em cada caixa de ferramenta.

Janela de visualizacao
A janela de visualizacao
mostra as representacoes
graficas, como poligonos,
circunferéncias e graficos
de funcdes, das constru-
coes feitas.

Janela de Algebra

A janela de Algebra mostra as repre-
sentacOes algébricas, como equagdes
e coordenadas, das construcoes feitas.
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Além da janela de Algebra e da janela de visualizacdo, que sdo mostradas na
tela inicial padrao, o GeoGebra tem outras janelas que, dependendo da construcao
que se deseja realizar, podem ser acionadas no menu Exibir. Quando necessario,
essas outras janelas serao exibidas durante a realizacao das construcoes.

Todas as janelas do GeoGebra estao relacionadas dinamicamente, ou seja, ao
se realizar uma alteracdo em algum objeto em uma delas, todas as representacoes
desse mesmo objeto nas demais janelas serdo alteradas automaticamente.

O GeoGebra utiliza linguagem e notagao proprias, que podem diferir um
pouco das utilizadas nesta Colecao. Por exemplo, para a separacao da parte
decimal de um nimero, o software usa o ponto no lugar da virgula; para indicar
as coordenadas de um ponto A qualquer, a notacao é A = (0,0), em vez de A(0, 0).
Ao longo da Colecao, conforme necessario, apresentaremos outras particulari-
dades do GeoGebra.

Na barra de ferramentas,
ao clicar na terceira caixa
de ferramentas, estas

opcoes ficam disponiveis.

Ao sobrepor o cursor do
mouse sobre uma ferra-
menta ou seleciona-la,
surge um boxe com
orientagoes a respeito
de como usa-la.
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Construcao de modelos de sdlidos
geometricos

Vamos utilizar o GeoGebra para construir um modelo de s6lido geométrico e, em

seguida, observar sua planificacao. Para isso, acompanhe os passos a seguir.

A}

Bu =

Clique sobre o botado D selecione a ferramenta Poligono regular, D marque
os pontos A(0,0) e B(0,2) no plano cartesiano, digite "3" na caixa de didlogo que sera
aberta para informar o nimero de lados e pressione OK. Na janela de visualizacao,
sera criado um triangulo equilatero de lado de medida 2 unidades.

No menuD marque a opgao janela de visualizacao 3D.
Ao lado da janela de visualizacao, aparecera uma outra
janela, mostrando um sistema cartesiano tridimensional
que esta interligado com o sistema cartesiano da janela
de visualizagao. O plano cinza na janela de visualizacao
3D representa o plano da janela de visualizacao em que
construimos o triangulo equiltero.

Ao clicar na janela de visualizagdo 3D, uma nova barra
de ferramentas substituira a anterior, com instrumentos
para a construcao de elementos no campo tridimen-
sional, como planos e sélidos geométricos. Observe a
imagem a seguir. Ver as Orientagées para o professor.

Clique sobre o icone D escolha a ferramenta Extrusao para prisma, D e, em
seguida, clique no triangulo na janela de visualizacao 3D. Na sequéncia, digite "2"

na caixa de didlogo aberta para informar a altura do prisma e pressione OK. Desse
modo, sera construido um prisma regular de base triangular com altura medindo
2 unidades. A tela do software ficard semelhante a imagem a seguir.

DMIT/SHUTTERSTOCK.COM

IMAGENS: REPRODUCAO/GEOGEBRA



V. Para planificar o prisma, no mesmo icone do item anterior, escolha a ferramenta

Planificacao D e, na janela de visualizagao 3D, clique no prisma construido.
Na janela de visualizacao e na janela de visualizacdo 3D, a planificacdo do prisma
aparecerd, ficando semelhante a imagem a seguir.

VI. Vocé perceberd que um Controle deslizante foi criado. Ao alterar o valor desse
Controle deslizante, é possivel visualizar o processo de planificacdao do prisma
na janela de visualizacao 3D, como apresentado na imagem a seguir.
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1. a) A construcéo deve ser de um prisma regular com base pentagonal

delado Agora, faca o que se pede na atividade a seguir.

medindo 3 unidades e altura 5 unidades e deve ser feita sua planificacéo.
1. Construa os seguintes solidos geométricos no GeoGebra e represente suas planificacdes,

conforme as orientacdes apresentadas na secao.
a) Prisma regular de base pentagonal com lado medindo 3 unidades e altura 5 unidades.

o . A construcao deve ser de uma piramide regular de base quadrada com lado
para piramide, - medindo 2 unidades e altura 4 unidades e deve ser feita sua planificacéo.

IMAGENS: REPRODUCAO/GEOGEBRA

Além do software
apresentado, ha
outros que possibili-
tam visualizar a pla-
nificacdo de solidos
geométricos. Um
desses softwares é
o Poly, que pode ser
baixado em http://
www.peda.com/
download (acesso
b) Pirdmide regular de base quadrada com lado medindo 2 unidades e altura 4 unidades. em: 19 set. 2024). Se

Nesse caso, a ferramenta utilizada no passo IV das orientacdes deve ser Fazer extrusao 2char Cotf‘,"f“ie”te'
apresenta-1o aos

estudantes.


http://www.peda.com/download
http://www.peda.com/download
http://www.peda.com/download
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ATIVIDADES COMPLEMENTARES

1.

(Enem/MEC) Dentre as diversas planificacoes
possiveis para o cubo, uma delas é a que se
encontra apresentada na Figura 1.

Figura 1

Em um cubo, foram pintados, em trés de suas
faces, quadrados de cor cinza escura, que ocu-
pam um quarto dessas faces, tendo esses trés
quadrados um vértice em comum, conforme
ilustrado na Figura 2.

Figura 2

A planificacdo do cubo da Figura 2, conforme o

tipo de planificacdo apresentada na Figura 1, é
alternativad

a) d)
9 i
b) e)
m
| ml |
9]

. (UFCG-PB) Um professor de Matematica,

em uma aula de Geometria, pediu que cada
aluno construisse um poliedro convexo regu-
lar com 20 faces triangulares. Podemos afirmar
que o numero de vértices do poliedro cons-
truido por cada aluno é igual a: alternativa b

a) 28 c) 19 e) 41

b) 12 d) 27

3.

NAOD ESCREVA
NO LIURO.

(EsPCEx-SP) Um poliedro convexo, com
13 vértices, tem uma face hexagonal e 18 faces
formadas por poligonos do tipo P. Com base
nessas informacodes, pode-se concluir que o
poligono P é um: alternativa e

a) dodecagono. d) quadrilatero.
b) octégono. e) triangulo.

c) pentagono.

(URJF-MQ) A figura abaixo corresponde a pla-

nificacdo de um determinado poliedro:
alternativa a

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

O numero de vértices desse poliedro é

a) 12 d) 30
b) 18 e) 36
c) 21

(UFPI) Um poliedro convexo, constituido de
faces triangulares e quadrangulares, possui
20 arestas, e a soma dos angulos de suas
faces é igual a 2880°. E correto afirmar que
esse poliedro possui: alternativaa

a) 8 faces triangulares.
b) 12 vértices.
c) 10 faces.

d) 8 faces quadrangulares.

(Fuvest-SP) Um deltaedro é um poliedro cujas
faces sdo todas triangulos equilateros. Se um
deltaedro convexo possui 8 vértices, entdo o
numero de faces desse deltaedro é:

(Note e adote: Em poliedros convexos, vale a
relaciode Euler F — A+ V=2,emquefFéo
numero de faces, A é o nimero de arestas e
V é o nimero de vértices do poliedro.) alternativa e

a) 4 c) 8 e) 12
b) 6 d) 10
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7. (Enem/MEC) Um casal planeja construir em
sua chacara uma piscina com o formato de um
paralelepipedo reto-retangulo com capacida-
de para 90000 L de agua. O casal contratou
uma empresa de construgoes que apresentou
cinco projetos com diferentes combinagdes
nas dimensodes internas de profundidade, lar-
gura e comprimento. A piscina a ser construi-
da terd revestimento interno em suas paredes
e fundo com uma mesma ceramica, e o casal
ird escolher o projeto que exija a menor area
de revestimento.

As dimensoes internas de profundidade, lar-
gura e comprimento, respectivamente, para
cada um dos projetos, sao:

" projeto:1,8 m,2,0 m e 25,0 m;
" projetol: 20 m, 50 me 90 m;
® projetolll: 1,0 m,6,0me 150 m;
® projeto IV:1,5m,150 me 4,0 m;

® projetoV:2,5m,3,0me 12,0 m.

O projeto que o casal devera escolher serd o
alternativa b

c) lll. e)V
d) IV.

a) l.
b) Il

8. (Famerp-SP) Dois cubos idénticos, de aresta

igual a 1dm, foram unidos com sobreposicao
perfeita de duas das
suas faces. P é vértice
de um dos cubos, Q é
vértice do outro cubo
e R é vértice compar-
tilhado por ambos os
cubos, conforme indica a figura.

A area do triangulo de vértices P, Qe R éigual a

R

{ e NG

a) @ dm? alternativa a d) % dm?
b) g dm? e) ? dm?
) g dm?

9. (Enem/MEC) O projeto de um contéiner, em

forma de paralelepipedo reto retangular, previa
a pintura dos dois lados (interno e externo) de
cada uma das quatro paredes com tinta acrilica
e a pintura do piso interno com tinta epoxi. O
construtor havia pedido, a cinco fornecedores
diferentes, orcamentos das tintas necessarias,

mas, antes de iniciar a obra, resolveu mudar o
projeto original, alterando o comprimento e
a largura para o dobro do originalmente pre-
visto, mantendo inalterada a altura. Ao pedir
novos orcamentos aos fornecedores, para as
novas dimensdes, cada um deu uma resposta
diferente sobre as novas quantidades de tinta
necessarias.
Em relagdo ao previsto para o projeto original,
as novas quantidades de tinta necessarias infor-
madas pelos fornecedores foram as seguintes:
® Fornecedor I: “O dobro, tanto para as pare-
des quanto para o piso.”
= Fornecedor ll: “O dobro para as paredes e
quatro vezes para o piso.”
® Fornecedor lll: “Quatro vezes, tanto para as
paredes quanto para o piso.”
® Fornecedor IV: “Quatro vezes para as pare-
des e o dobro para o piso.”
® Fornecedor V: “Oito vezes para as paredes e
quatro vezes para o piso.”
Analisando as informacdes dos fornecedores,
o construtor providenciara a quantidade ade-
quada de material. Considere a porta de acesso
do contéiner como parte de uma das paredes.
Qual dos fornecedores prestou as informa-
¢Oes adequadas, devendo ser o escolhido
pelo construtor para a aquisicao do material?

alternativa b
a) l. b) 1l c) . d) V. e) V.

10. (Fuvest-SP) A figura mostra uma escada maci-
ca de quatro degraus, todos eles com formato
de um paralelepipedo reto-retangulo.

20cm

10 cm]

ILUSTRAGOES:
EDITORIA DE ARTE

50¢

N

A base de cada degrau é um retangulo de di-
mensdes 20 cm por 50 cm, e a diferenca de al-
tura entre o piso e o primeiro degrau e entre os
degraus consecutivos é de 10 cm. Se essa escada
for prolongada para ter 20 degraus, mantendo o
mesmo padrao, seu volume serd igual a alternativaa

a)21m? c) 30m3 e) 6,0 m?
b) 23 m? d) 42m?

= 87
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11. (Unicamp-SP) Um paralelepipedo retangulo
tem faces de areas 2 cm?, 3 cm? e 4 cm?. O vo-
lume desse paralelepipedo é igual a alternativab

a) 2V3 cm3 c) 24 cm3
b) 2v/6 cm? d) 12.cm3

12. (Unicamp-SP) Se um tetraedro e um cubo
tém dreas de superficie iguais, a razao entre
o comprimento das arestas do tetraedro e o
comprimento das arestas do cubo é igual a

a) V2v3 b) V23 ¢ V23 d) ¥2V3

alternativa ¢

13. (UEG-GO) Em um curso de dobraduras, a ins-
trutora orientou que fosse construida uma pi-
ramide de base quadrada, de lado igual a3 cm
e alturaigual a10 cm. O volume dessa piramide
éigual a alternativab

a) 25cm? c) 3cm? e) 2cm?
b) 30 cm? d) 9cm?
14.(UFRJ) A grande piramide de Quéops, antiga

construcdo localizada no Egito, é uma pirami-
de regular de base quadrada, com 137 m de
altura. Cada face dessa piramide é um trian-
gulo isésceles cuja altura relativa a base mede
179 m. A darea da base dessa piramide, em

metro quadrado, é: alternativa d

EDITORIA DE ARTE

a) 13272 c) 39816 e) 79432
b) 26544 d) 53088
15. (Enem/MEC) Um processo de aeracédo, que

consiste na introducao de ar num liquido,
acontece do seguinte modo: uma bomba B
retira o liquido de um tanque T1 e o faz passar
pelo aerador Al, que aumenta o volume do
liquido em 15%, e em sequida pelo aerador A2,
ganhando novo aumento de volume de 10%.
Ao final, ele fica armazenado num tanque T2,
de acordo com a figura.

16.

mf

qﬁﬂ "

Os tanques T1e T2 sdo prismas retos de bases
retangulares, sendo que a base de T1 tem
comprimento c e largura L, e a base de T2 tem
comprimento £ e largura 2L.

Para finalizar o processo de aeracdo sem der-
ramamento do liquido em T2, o responsavel
deve saber a relacado entre a altura da coluna
de liquido que ja saiu de T1, denotada por x,
e a altura da coluna de liquido que chegou a
T2, denotada por y.

Disponivel em: www.dec.ufcg.edu.br. Acesso em: 21 abr. 2015.

]
N

A equacao que relaciona as medidas das altu-
ras y e x é dada por alternativaa

a) y = 1,265x
b) y = 1,250x
c) y =1,150x
d) y = 1125x
e)y=x

(Enem/MEC) Num recipiente com a forma de
paralelepipedo reto-retangulo, colocou-se
agua até a altura de 8 cm e um objeto, que
ficou flutuando na superficie da dgua.

Para retirar o objeto de dentro do recipien-
te, a altura da coluna
de dgua deve ser de,
pelo menos, 15 cm.
Para a coluna de dgua
chegar até essa altura,
é necessario colocar

i

17 cm

[
I
dentro do recipiente i 8cm
bolinhas de volume :
. ,)'____
igual a 6 cm’ cada, 1 3cm

que ficarao totalmen-
te submersas.

O numero minimo de bolinhas necessarias
para que se possa retirar o objeto que flutua

na 4gua, seguindo as instru¢des dadas, é de
alternativa a

a) 14. d) 30.
b) 16. e) 34.
c) 18.

ILUSTRAGOES: SERGIO LIMA
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17. (UFRGS-RS) De cada vértice de um cubo de
aresta medindo g, corta-se uma piramide. A
figura abaixo mostra os vértices de uma das
piramides, em que /, J e K sao pontos médios
de arestas e A é vértice do cubo.

18.

(UECE) Ao adicionarmos um metro a cada
uma das arestas de um cubo cuja medida da
aresta é o, metros, temos um novo cubo. Se
a diferenca entre o volume deste novo cubo
e o volume do cubo inicial é 271 m3, entao,
a medida, em metros, da aresta o do cubo
inicial é igual a alternativa c

a) 10. b) 7. c) o d) 8.

g .
5 19.Uma pedra preciosa tem a forma de um octae-
g dro regular de aresta 8 mm, conforme indica
£ a figura. Calcule o volume dessa pedra.
= 51242 mm?
3
Depois de retiradas todas as piramides, o vo-
lume do sélido que resta é alternativa e
a’ a 5a3
a) = o) = e) =
) > ) 6 ) 6
3 2a3
b) <. d) &,
) 3 ) 3
N4
PARA REFLETIR
NO LIVRO.

Na abertura deste Capitulo, conhecemos a ciéncia que estuda os cristais, a Cristalografia.
Aprendemos que os minerais sdo classificados conforme seu sistema cristalino e tém
configuracdes geométricas bem claras, que determinam diversas propriedades fisicas e
quimicas do cristal.

Ainda neste Capitulo, aprendemos o que sao poliedros, estudamos a relacao de Euler

e compreendemos os critérios para que um poliedro seja de Platao.
Em seguida, foi dada maior énfase aos prismas e as piramides e a determinagao das
areas e dos volumes desses sélidos geométricos.
Conhecemos um pouco sobre 0 neoconcretismo e a relagao desse movimento artistico

com a Geometria.

Vamos refletir sobre as aprendizagens do Capitulo 2: Respostas pessoais.
» Vocé conhecia a relacao de Euler, a igualdade que relaciona a quantidade de vértices,

arestas e faces de um poliedro?

 Vocé ja sabia que existem apenas cinco classes para os poliedros de Platao?

« Como vocé diferencia um prisma de uma piramide?

» O estudo das areas e dos volumes dos paralelepipedos é bastante explorado pela indus-

tria de embalagens. Explique por qué.

« O teorema de Pitagoras é muito utilizado no estudo da Geometria Espacial. Cite um
exemplo, envolvendo piramides, no qual seja necessario utilizar esse teorema.



CAPITULD
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CORPOS
REDONDOS

Os silos sao estruturas fundamentais na armaze-
nagem de graos e produtos agricolas, em razao de
sua eficiéncia e praticidade. Sua forma é escolhida
por diversos motivos técnicos e praticos: ela oferece
uma distribuicdo uniforme da pressao, prevenindo
a compactacdo e a deterioracao dos graos; torna os
silos mais resistentes a forcas externas, como ventos e
tempestades, proporcionando estabilidade; e garante
eficiéncia espacial e simplificacdo da manutencao.

Em termos de eficiéncia espacial, o formato
cilindrico dos silos maximiza a capacidade de arma-
zenamento quando comparado a silos de outros
formatos com mesma darea de superficie. Além disso,
sua estrutura simplifica a manutencao, por facilitar a
limpeza e por reduzir os custos operacionais, especial-
mente durante o escoamento de graos, uma vez que
é comum que os silos ndo possuam canos para cap-
tacdo ou retirada dos produtos armazenados e que
0 escoamento ocorra devido a acdao da gravidade.

Muitos silos nao sao unicamente cilindricos,
e seu formato se apresenta como uma juncao de
formas arredondadas; esse é o caso dos silos da
imagem, que lembram cones acoplados a cilindros.
Esses sao dois dos corpos redondos que estudaremos
neste Capitulo.

RERRORUEACIRROIBIDA

VATERIANPARAID VY ICACACIDAEDIORANEID

Fonte dos dados: SONEGO, Giseli V. As contribuigdes da etnomodelagem
matematica no estudo da geometria espacial. 2009. Dissertacao (Mestrado
Profissionalizante em Ensino de Fisica e de Matematica) — Centro Universitario

Franciscano de Santa Maria, Santa Maria, 2009. Disponivel em:
http://www.tede.universidadefranciscana.edu.br:8080/handle/UFN-BDTD/439.
Acesso em: 3 nov. 2024.
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NO LIVRO.
[o]e} P -
Agora, relina-se a um colega, e facam o que se pede em cada questao.
Ver as Orientacdes para o professor.

1. Deacordo com o texto, quais sao as vantagens do formato cilindrico dos silos?

2. Pesquisem outros formatos e tipos de silos.
3. Citem exemplos de elementos do cotidiano com formatos arredondados.
q

. Com base em seus conhecimentos, expliquem como determinar o volume de
um cilindro reto.

= Silos sdo estruturas usadas para armazenar e conser-
var graos secos, sementes, cereais e forragens verdes.
Santarém (PA). Fotografia de 2023.




Introducao

No Capitulo anterior, estudamos os sélidos geométricos chamados de poliedros. Neste
Capitulo, iremos estudar alguns dos sélidos geométricos que tém pelo menos uma parte de
sua superficie curva e sdo denominados corpos redondos: cilindro, cone e esfera.

Diversos objetos que utilizamos no dia a dia apresentam formas arredondadas, como copos,
panelas, entre outros. Na arquitetura, também observamos formas arredondadas,
presentes em diversas construcdes. Na industria, os tanques de gas natural tém o "?LZ‘
formato esférico, modelo mais recomendado para esse tipo de produto.

ALEXANDRE ROTENBERG/ROBERT HARDING RF/AFP
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ADRIANO KIRIHARA/PULSAR IMAGENS

= A Catedral Basilica Menor Nossa Senhora da = Hotel projetado pelo arquiteto brasileiro
Gléria, também conhecida como Catedral de Oscar Niemeyer cujo formato lembra um
Maringd, localizada em Maringa (PR), lembra cilindro, localizado no Rio de Janeiro (R)).
o formato de um cone. Fotografia de 2022. Fotografia de 2023.

= Tanques de petrdleo e gas em Cubatao (SP).
Fotografia de 2022. (As imagens da pagina
estdo fora de proporcdo.)
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Cilindro

Vamos considerar dois planos paralelos o e B, um circulo C de centro O e raio r contido
em o, e uma reta t secante aos planos o e f3.

A figura geométrica formada pela reunido de todos os segmentos de reta paralelos a reta t
com uma extremidade em um ponto do circulo C e a outra no plano B é denominada cilindro
circular ou simplesmente cilindro.

SIS
/// 4/// o
N
147 ] / V¥
iy 4y /
’ 2y N
B B w1 /’,," 5 / S

VAN 7
7

/ /’,n //,/
0,

Considerando o cilindro representado na figura a seguir, destacamos os seguintes elementos:
« Bases: sdo os circulos de raio re centros O e O', situados nos planos paralelos o.e 3, respectivamente;
« Altura: é a distancia entre os planos paralelos o e B, cuja medida indicaremos por h;
o Eixo: é areta %’, que contém os centros das bases;

 Geratrizes: sao 0os segmentos de reta paralelos ao eixo e cujas extremidades sao pontos das
circunferéncias das bases; indicaremos suas medidas por g.

REPRODUCAO PROIBIDA

geratriz (g) altura (h)

base

eixo

De acordo com a inclinagao do eixo em relagao aos planos das bases, os cilindros podem
ser obliquos ou retos.

g

= Cilindro obliquo. = Cilindro reto.

Um cilindro é obliquo quando o eixo é obliquo aos planos das bases e é reto quando o eixo
é perpendicular aos planos das bases.
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Um cilindro reto também pode ser obtido pela rotacdo <}
completa de um retangulo em torno da reta suporte de um
de seus lados. Assim, o cilindro reto também é denominado
cilindro de revolucao. g ">

» Seccodes de um cilindro

A seccao obtida pela interseccao de um cilindro com um plano paralelo as suas bases é denomi-

nada seccao transversal do cilindro.
F- N

transversal ] '
Observe aimagem e responda: qual figura

geomeétrica plana é determinada pela
4 0 g seccao transversal do cilindro?

A seccdo transversal é um circulo congruente as bases do cilindro.

A seccao obtida pela interseccao de um cilindro com um plano que contém seu eixo é deno-
minada sec¢ao meridiana do cilindro.

A seccao meridiana de um cilindro reto é um retangulo de dimensdes 2r (medida do dia-
metro das bases do cilindro) e h (altura do cilindro).

A 2r B
D
| |
| I
seccdo meridiana ! ! A
" | : .
do cilindro \.\\" | =
| |
| I
N |
|r/ r- O"’::wl C D
‘CQD
/

Se a altura do cilindro reto for igual a medida do diametro da base, ou seja, h = 2r, entdo a
seccao meridiana é um quadrado, e o cilindro é chamado de cilindro equilatero.

w
Ed

a

<

= -

g | seccdo h=2r
2 meridiana >

z do cilindro

v

g Al

I — !

E ' 2r '

gy =



~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD

REPRODUCAO PROIBIDA

» Area da superficie de um cilindro reto

Vamos planificar a superficie de um cilindro reto de altura h e raio da base r para determinar
a area da sua superficie.

base

superficie lateral
- — 1

h » C=2mur h

EDITORIA DE ARTE

base

A superficie total de um cilindro reto é formada pela superficie lateral e pela superficie das
duas bases circulares. Como podemos observar pela planificacao, a area dessa superficie é a
area do retangulo de dimensdes 2mtr e h mais as areas das bases, cada uma delas equivalente a
area de um circulo de raio r.

Assim, temos:

- area lateral (S ): - area da base (S,): - area total (S):
S, = 2nrh S, = mr? S,=S5,+25,

» Uolume de um cilindro

Considere a situagao a seguir.

Em um treinamento do Corpo de
Bombeiros, uma mangueira acoplada a
um caminhao foi esticada e completa-
mente preenchida com dgua para testes,
formando um cilindro reto. Para o pla-
nejamento de futuras agdes, deseja-se
saber o volume de agua necessario para
preencher o interior dessa mangueira.

Para responder a questdes como essa,
é necessario calcular o volume do cilindro,
0 que estudaremos a seguir.

CHINGYUNSONG/SHUTTERSTOCK.COM

= Bombeiro conecta ao caminhao uma mangueira
que, quando cheia, se torna cilindrica.



Considere um cilindro e um prisma com mesma altura h e bases de areas iguais a S, contidas

em um plano o.

'
'
SERGIO LIMA

’
.

N A

A
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do cilindro é h, seu volume é dado por:

Sipitinilcii 3-8 RESOLVIDAS

1. Uma lata cilindrica e reta tem as medidas in-

dicadas na figura.

12cm

ILUSTRAGOES:
EDITORIA DE ARTE

Nessas condi¢des, e adotando © = 3,14,

responda:

a) Qual é a quantidade minima de papel, em
cm?, necessaria para cobrir a superficie
lateral dessa lata?

b) Qual é a 4rea total da superficie dessa lata?

¢) Quantos mililitros (mL) de liquido cabem
nessa lata?

V = mr’h

As bases tém mesma rea S,.

Qualquer plano [ paralelo ao plano o que intersecte os dois sélidos determina neles seccoes
transversais congruentes as respectivas bases. Como as areas das bases do cilindro e do prisma
sao iguais e valem S,, entao as sec¢des transversais também tém area igual a S,.

Portanto, pelo principio de Cavalieri, concluimos que o volume do
cilindro é igual ao volume do prisma.

Como o volume do prisma é dado pelo produto da area da base pela
altura, entao o volume do cilindro também sera calculado da mesma
maneira. Assim, podemos escrever:

volume do cilindro = (drea da base) - (altura)
Em um cilindro cuja base tem raio r, a drea da base é dada por S, = nr2. Portanto, se a altura

Note que esse resultado é valido tanto para cilindros obliquos quanto retos.

Resolucao
Planificando a superficie do cilindro, temos:

@
2-t-5=10¢m
'/

12

a) Area lateral (S,), em cm?
S,=10m - 12 =120 =S, = 1201
Considerando = 3,14, temos:
S, =120 -314 =376,8
Assim, a quantidade minima de papel é
376,8 cm?.
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b) Area total (S), em cm?
S, =S5,+2-5,=3768+2-(n-5) =
= 376,8 + 50 = 376,8 + 50 - 3,14 = 533,8
Portanto, a area total da superficie da lata
é 533,8 cm?.

c) O volume V de liquido que cabe na lata,
em cm?, é dado por:
V=m-5-12= C=300r=300"-314 =942
Como 1dm?3 equivale a 1L, ou 1 cm? equi-
vale a 1 mL, temos que:
942 cm® = 942 mL
Portanto, cabem 942 mL de liquido na lata.

2. Um liquido que ocupa uma altura de 10 cm
em determinado recipiente cilindrico sera
transferido para outro recipiente, também
cilindrico, com didmetro duas vezes maior do
que o primeiro. Qual sera a altura ocupada
pelo liquido nesse segundo recipiente?
Resolucao
Vamos indicar o volume de liquido no primeiro
recipiente por V, e, no segundo, por V,.
V,=mr*heV,=nR*H
Do enunciado, temos: R =2re h =10 cm
Como o volume de liquido é o mesmo, temos:
V, = V,= nr’h = n(2r’H

2h — 2 :h:m:
r’*h=4r’H=H 2= 7 25

Portanto, a altura ocupada pelo liquido no
segundo recipiente serd de 2,5 cm.

3. Calcule a 4rea total do sélido obtido pela rota-
¢ao completa de um retangulo de dimensdes
4 cm e 12 cm em torno do lado:
a) menor;
b) maior.
Resolucao

a) O sdlido obtido nesse caso é um cilindro
reto de raio da base 12 cm e altura 4 cm.

S;=S,+2-S,=S5=2nr-h+2-nr’=
=5=2"1-2-4+2-1-12=

=5, =384n

Portanto, S, = 384n cm?.

b) O sélido obtido nesse caso é um cilindro
reto de raio da base 4 cm e altura 12 cm.
Assim:

<>

ILUSTRACOES:
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|4
$;=2-m-4-12+42-n-4#=5=128n
Portanto, S, = 128t cm?

ATIVIDADES

1. Umcilindro reto tem altura igual a5 cm e raio
da base medindo 6 cm. Determine:
a) a area da base; 36ncm’c) a area total.
b) a érea lateral; 60mcmz ~ 132mCm’

2. Determine a area lateral de um cilindro cujo

perimetro da base é 62,8 cm e cuja alturaé a

metade do raio da base. Adote © = 3,14.
314 cm?

3. A area lateral de um cilindro é 20t cm?. Se

o raio da base mede 5 cm, calcule a altura h
desse cilindro. 2cm

NAOD ESCREVA
NO LIURO.

4. Da rotacdo completa de um retangulo de di-
mensdes 5 cm e 9 cm obtém-se um cilindro
reto cuja area da base é 25 cm? Calcule a
area total desse cilindro. 140w cm?

5. Quantos centimetros quadrados de uma
chapa de metal sdo necessarios para cons-
truir uma lata de 6leo, com tampa, no forma-
to de um cilindro reto com 8 cm de diametro
de base e 18 cm de altura? 176m cm?

= 97
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6. Em um cilindro equilatero, a area da seccdo
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meridiana vale 400 cm?. Calcule:
a) a altura do cilindro; 20 cm

b) a érea total da superficie do cilindro. 600r cm?

(Enem/MEC) Um povoado com 100 habitantes
esta passando por uma situacao de seca pro-
longada e os responsaveis pela administragao
publica local decidem contratar a construcao
de um reservatorio. Ele devera ter a forma de
um cilindro circular reto, cuja base tenha 5 me-
tros de diametro interno, e atender a deman-
da de dgua da populacdo por um periodo de
exatamente sete dias consecutivos. No oitavo
dia, o reservatério vazio é completamente
reabastecido por carros-pipa.

Considere que o consumo médio diario por
habitante é de 120 litros de dgua. Use 3 como
aproximagao para 7.

Nas condicdes apresentadas, o reservatério
devera ser construido com uma altura interna
minima, em metro, igual a alternativa d

a) 112 c) 4,35. e) 5,60.
b) 3,10. d) 4,48.

(UEMG) Uma empresa de produtos de lim-
peza deseja fabricar uma embalagem com
tampa para seu produto. Foram apresenta-
dos dois tipos de embalagens com volumes
iguais. A primeira é um cilindro de raio da
base igual a 2 cm e alturaigual a10 cm; e a
segunda, um paralelepipedo de dimensdes
iguaisa 4 cm, 5 cm e 6 cm. O metro quadrado
do material utilizado na fabricacdo das emba-
lagens custa R$ 25,00.

Considerando-se t = 3, o valor da embalagem
que terd o menor custo sera: alternativaa

a) R$ 0,36 <) R$ 0,54

b) R$ 0,27 d) R$ 0,41

. (Enem/MEC) Um artesdo possui potes cilindri-

cos de tinta cujas medidas externas sao 4 cm
de diametro e 6 cm de altura. Ele pretende
adquirir caixas organizadoras para armazenar
seus potes de tinta, empilhados verticalmente
com tampas voltadas para cima, de forma que
as caixas possam ser fechadas.

10.

11.

No mercado, existem cinco op¢des de cai-
xas organizadoras, com tampa, em formato
de paralelepipedo reto-retangulo, vendidas
pelo mesmo preco, possuindo as seguintes
dimensoes internas: alternativa d

Modelo Com[()crIi:)lento La(n;?nu)ra A(I::‘r)a
I 8 8 40
I 8 20 14
11} 18 5 35
v 20 12 12
Vv 24 8 14

Qual desses modelos o artesao deve adquirir
para conseguir armazenar o maior nimero de
potes por caixa?

a) | b) Il c d) Iv e) Vv

(UFRGS-RS) Considere o solido obtido pela
revolucao do retangulo ABCD em torno da
reta r, conforme indicado na figura a seguir.

r

SERGIO LIMA

O volume do sélido obtido é alternativa d
a) 16m. b) 84. ¢) 100. d) 84w. e) 100m.

Considere um sélido composto de dois cilin-

dros retos, conforme indica a figura. Calcule:

a) a area total da superficie desse sélido.

b) o volume total desse sélido. 13725m cm?
30cm

11.) 2510w cm? — !
|/\:____
<
&
2 45cm
- 9cm

-
! 40 cm !
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12.

13.

14,

15.

l16.

(Enem/MEC) Para resolver o problema de
abastecimento de dgua foi decidida, numa
reuniao do condominio, a construcao de uma
nova cisterna. A cisterna atual tem formato ci-
lindrico, com 3 m de altura e 2 m de diametro,
e estimou-se que a nova cisterna devera com-
portar 81 m*> de agua, mantendo o formato
cilindrico e a altura da atual. Ap6s a inaugura-
cao da nova cisterna a antiga sera desativada.
Utilize 3,0 como aproximacdo para .

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio
da cisterna para atingir o volume desejado?

a) 0,5 c) 20 e) 8,0
b) 1,0 d) 3,5 alternativa ¢
Um cilindro reto tem area lateral de 30t cm? e

area total de 80w cm?. Determine seu volume.
751 cm?

(UEG-GO) Em uma festa, um garcom, para ser-
vir refrigerante, utilizou uma jarra no forma-
to de um cilindro circular reto. Durante o seu
trabalho, percebeu que com a jarra completa-
mente cheia conseguia encher oito copos de
300 mL cada. Considerando-se que a altura da
jarra é de 30 cm, entdo a drea interna da base
dessa jarra, em cm?, é: alternativa d

a) 10 b) 30 c) 60 d) 80

Certo produto de limpeza é vendido em dois
recipientes cilindricos:

(1) lata de raio da base igual a 3,1 cm e altura
11,6 cm; 15.a) V, = 350 cm?; V, = 500 cm®

(2) lata de raio da base igual a 3,1 cm e altura
16,6 cm.

Os precos desse produto sdo R$ 0,70 e R$ 1,10,
respectivamente, para as latas (1) e (2).
Adotando t = 3,14, faca o que se pede.

a) Calcule o volume em cada recipiente.

b) Qual das duas embalagens apresenta me-

Ihor preco para o consumidor?
A lata (1) apresenta melhor preco para o consumidor.

(Ulbra-RS) A Gestao Ambiental visa ao uso
de préticas que garantem a conservagao e a
preservacao da biodiversidade, a reciclagem
das matérias-primas e a reducao do impacto
ambiental das atividades humanas sobre os
recursos naturais. Consciente da importancia

12.

de reaproveitar sobras de madeira, uma ser-
raria que trabalha apenas com madeira de
reflorestamento resolveu calcular a sobra de
madeira na confeccao de pecas cilindricas.
Para confeccionar uma peca cilindrica, a ser-
raria faz os cortes adequados em um prisma
quadrangular de arestas da base 5 cm e altu-
ra 0,8 m e obtém um cilindro de 5 cm de dia-
metro e 0,8 m de altura. A sobra de madeira
na fabricacdo de mil destas pecas é, em cm?
(utilize T = 3,14), a sequinte: alternativa c

a) 43-10°° d) 1570
b) 430 e) 2000
c) 43 -10°

O sélido de madeira indicado na figura é uti-
lizado para enrolar cabos telefénicos.

5cm 5cm

EDITORIA DE ARTE
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30em

Os cilindros das extremidades e o cilindro inter-
no tém bases com diametros de 80 cm e 20 cm,
respectivamente. Determine o volume de ma-
deira gasto para construir esse sélido. 19000r cm?

.E possivel construir caixas-d’agua cilindricas

usando duas chapas de aco retangulares para
revestimento lateral e duas chapas de aco
guadradas para as bases. As chapas retangu-
lares sao encurvadas e soldadas, e as chapas
quadradas sao cortadas em circulos inscritos
e soldadas. Essas chapas sao vendidas por
200 reais o metro quadrado.

Elabore um problema no qual seja necessa-
rio determinar o preco aproximado do gasto
com chapas de ago para construir uma caixa-
-d’dgua de volume acima de 20 mil litros a
partir da altura da caixa-d'dgua. Resposta pessoal.
Utilize a calculadora para auxilid-lo nos calculos.



Cone

Alguns objetos do cotidiano, como funis, casquinhas de sorvete e cones de transito, podem

ser associados a um tipo de corpo redondo denominado cone.
Considere um plano o, um circulo C contido em o e um ponto V que nao pertence a o.

A figura geométrica formada pela reunido de todos os segmentos de reta que tém uma
extremidade no ponto V e a outra em um ponto do circulo C é denominada cone circular ou,

simplesmente, cone.

o

Considerando o cone representado na figura a seguir, destacamos os seguintes elementos:
vértice —__ V

« Base: é o circulo C de raio r e centro O situado no plano o;

~
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» Vértice: é o ponto V;

- Eixo: é a reta OV;

o Altura: é a distancia do ponto V ao plano da base,
cuja medida indicaremos por h;

« Geratriz: é qualquer segmento de reta cujos

extremos sao o vértice V e um ponto qualquer L
eixo raio da base

altura (h)

geratriz

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

da circunferéncia da base.
De acordo com a inclinagao de seu eixo em relacao ao plano da base, um cone pode ser

obliquo ou reto. Um cone é obliquo quando seu eixo é obliquo ao plano da base e é reto
quando seu eixo é perpendicular ao plano da base.
No caso do cone reto, todas as geratrizes tém a mesma medida, usualmente indicada por g.
v v

= Cone reto.

= Cone obliquo.

s
g
S
g
&
I
IS
g
S
=
<
T
=
(s)
I
g
z
3

= Os cones de transito, como o préprio nome
ja diz, lembram cones. (As imagens da pagina

estdo fora de proporcdo.)




Um cone circular reto também pode ser obtido pela rotacao completa de um triangulo retan-
gulo em torno da reta que contém um dos catetos. Assim, o cone reto também é denominado
cone de revolucao.

i

L[]

P r 0]

» Seccdes de um cone

A seccao obtida pela interseccao de um cone com um plano paralelo a sua base é deno-
minada seccao transversal do cone.
- N

transversal

Qual é a forma geomé-

A trica plana determinada
por uma secgao trans-

versal do cone que nao

contem seu vértice?

~
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A seccdo transversal
; ) ) ; é um circulo. ]
A seccao obtida pela interseccao de um cone com um plano que contém seu eixo é deno-

minada sec¢ao meridiana do cone.

No cone circular reto, a seccao meridiana é um tridangulo isésceles de base 2r e lados
congruentes medindo g (figura 1).

Se a seccao meridiana for um triangulo equildtero, ou seja, se g = 2r, o cone é chamado
de cone equilatero (figura 2).

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

= Figura 1. = Figura 2.

Observando os cones retos das figuras 1e 2, utilize o teorema de Pitagoras no tridngulo VOB para determinar
uma relacao entre as medidas da geratriz g, da altura h e do raio r da base de um cone circular reto.

—_—
92:h2+r2

= 101



» Area da superficie de um cone reto

Vamos planificar a superficie de um cone reto de raio da base r e geratriz g para deter-
minar sua area.

9 superficie lateral

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

A superficie total do cone é formada pela superficie da base (circulo) mais a superficie lateral
(um setor circular). Assim, temos:

« Area lateral (S,): a area da superficie lateral de um cone corresponde a drea de um setor
circular de raio g (geratriz do cone) e arco de comprimento 27, que é o comprimento da cir-
cunferéncia da base do cone.

« Area dabase (S,): € a area do circulo de raio r.

~
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= Setor circular correspondente

‘ a superficie lateral do cone.
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superficie lateral
d p
2mr

Como a area do setor circular é proporcional ao comprimento do arco correspondente, é
possivel determinar a area da superficie lateral (S,) pela regra de trés a seguir:

Comprimento do

Area do setor
arco do setor

2ng ———— ng°
2nr ——— S,
2qr - ©g*?

2nr - mg> =2ng - S,=S,= W: S, = mrg
« Area total (S,): € asoma da area lateral e a da area da base.

S, =S, +S,

102 =
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» Uolume de um cone

Considere a situagao a seguir.

Um doce muito famoso e tradicional no Brasil é o canu-
dinho de doce de leite. Ele consiste em uma massa fina frita
em formato que lembra um cone que é recheado com doce
de leite cremoso. Exatamente por ser muito famoso, o dono
de uma confeitaria decidiu produzir e vender esse doce.

Para determinar quanto doce de leite sera necessario
fazer, é preciso responder a duas perguntas: quantas uni-
dades de canudinhos ele pretende produzir por dia e qual
é a quantidade de doce de leite necessaria para preencher
cada canudo?

Mas como calcular essa quantidade?

Podemos aplicar o principio de Cavalieri para determinar o volume de um cone a partir do
volume de uma piramide.

Considere um cone C e uma piramide P de mesma altura h e bases de mesma area S,, con-
tidas em um plano horizontal o.. Qualquer plano B, paralelo ao plano o, distante h’ do vértice e
secante aos solidos C e P determina duas sec¢Oes transversais de areas S, e S,, respectivamente.

= O doce conhecido como canudinho de
doce de leite tem formato de cone.

S 1\2
Sabemos que, para piramides, vale a igualdade 5—2 = (%) . Pode-se provar que a relagao
b
. . S (h'Y
analoga vale também para cones, ou seja, S = (F) .
s, S, ’
Logo, S ~ g portanto 5 =25,
b b

Assim, pelo principio de Cavalieri, podemos concluir que o volume da piramide P é igual ao
volume do cone C e podemos escrever:

_ _ area da base - altura
Vpirémide - Vcone - 3
v=l.s .hov=L1.q2.h
== § b =V = § r

A,

Voltando ao problema do recheio de doce de leite, se o dono da confeitaria fez 800 mL de doce de leite, aproximada-
mente quantos canudos com 3 cm de didmetro interno por 8 cm de altura ele podera preencher? Saiba que 1cm® = 1mL.
4

aproximadamente 42 canudos

= 103
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Capisicii 3-8 RESOLVIDAS

4. Um fabricante resolveu fazer a embalagem

para um de seus produtos no formato de
um cone reto, com 8 cm de diametro e 12 cm
de altura. Qual serd a quantidade minima
do material utilizado para cobrir toda a su-
perficie dessa embalagem? Use T = 3,14 e
V10 = 3,16.

Resolucao

Modelo de embalagem, com medidas em cm:

4 u
1 » 12V

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
g’ =12*+ 4>=144 + 16 = 160

g =160 = 410

Logo, g = 410 cm.

Vamos agora determinar as dreas em cm?,
Célculo da érea da base (S,):
S,=mnrr=mn-4=16n
Calculo da area lateral (S,):
S,=mrg =m-4-4/10 = 16110

Calculo da area total (S):

S.=S,+S,=16m +16m/10 = 167(1 + /10)
Adotando T = 3,14 e V10 = 3,16, obtemos:
S,=16-(314) - (1 + 3,16) = 50,24 - (4,16) = 209
Portanto, a quantidade minima de material
serd 209 cm?.

. Emum conereto, a drea da base é 9t cm?ea

geratriz mede 3110 cm. Determine o volume
do cone.

g=3V/10cm

Resolucao

Primeiro, vamos determinar o raio da base
do cone:

S, =m=>nr?=9n=r’=9=r=3
Logo, o raio da base do cone é 3 cm.

Agora, vamos calcular a altura do cone utili-
zando o teorema de Pitagoras:
g?=r+h=0E/102=32+h'=
=h’=90—-9=>h*=81=>h=9

Logo, a altura do cone é 9 cm.

Por fim, calculamos o volume do cone:

V=%nr2-h:>v=%n-32'9z>v=27n

Portanto, o volume do cone é 27t cm®.

. (UFV-MQ) O trapézio retangulo a sequir sofre

uma rotacao de 360° em torno da base maior.
Sabendo-se que AB =3 cm, CE =5cm e que
o volume do sélido obtido é 841 cm?, deter-
mine AC.

A

3cm

B

Resolucao

O volume do cilindro gerado pela rotacdao do
retangulo ABDC pode ser determinado pela
diferenca entre o volume do sélido e o volume
do cone gerado pela rotacao do triangulo CDE.
O triangulo CDE é retangulo em D.

A

-

SERGIO LIMA

@

Indicando a medida de DE por h, aplicamos
o teorema de Pitagoras no ACDE e obtemos:
52=hm+3¥=h=16=>h=4
Logo, a altura h do cone é 4 cm.

Calculando o volume do cone, temos:

4 zlnr2~h:>V zln-32-4=121t

cone 3 cone 3
Calculando o volume do cilindro, temos:
Vaiindro = Visiido — Veone = 84T — 12n =721
Sendo a medida AC = x, temos:
Vinaro =T x=>72n=m -3 - x=x=38

Portanto, AC = 8 cm.

104y =
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ATIVIDADES

19. Um funil de papel no formato de um cone reto
tem 6 cm de diametro da base e 4 cm de altura.
Qual é a drea lateral desse funil? (Use T = 3,14.)
Utilize a calculadora para auxilid-lo nos calculos.

471 cm?
20. Considere o triangulo retangulo ABC da figura.
C
8cm
/[

B 6.cm A

Determine a area total do sélido obtido pela
rotacao completa do triangulo em torno do
lado:

a) AC; 961 cm? b) AB. 1441 cm?

21. (UERJ) Uma linha poligonal fechada de trés
lados limita um triangulo de perimetro €. Se
ela gira em torno de um de seus lados, gera
uma superficie de area S igual ao produto de ¢
pelo comprimento da circunferéncia descrita
pelo baricentro G da poligonal.

A figura a seguir mostra a linha (ABCA) que da
uma volta em torno de BC.
e

-

o

3cm

Go—t L]
A: [-]

4cm '

B

a) Esboce a figura gerada e indique o calcu-
lo da 4rea de sua superficie que é igual a
36T cm?2. Ver as Orientagdes para o professor.

b) Calcule a distancia r do baricentro G dessa
linha ao eixo de rotacdo. r=1,5cm

Saiba que...

Baricentro é o ponto de encontro das medianas
de um triangulo.

NAOD ESCREVA
NO LIURO.

22. A geratriz de um cone equildtero mede 20 cm.
Calcule a area da base (S,) desse cone. 100w cm?

23. Determine a altura de um chapéu de carto-
lina de formato conico construido a partir
de um setor circular de raio 15 cm e angulo
central de 120° 10V/2cm

24. A superficie lateral de um cone circular reto
é feita com uma peca circular de papel de
20 cm de diametro da qual se retira um setor
de % radianos. Calcule a altura do cone que
tem essa superficie lateral. V19 cm

25. Uma cooperativa agricola vai construir um silo
para armazenamento de cereais em graos.

O silo terd o formato indicado na figura. O
corpo sera cilindrico e a base terminara em
um funil conico.

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

Para que a superficie desse silo ndo enferru-
je, serd necessario pinta-lo externamente. Se,
com uma lata de tinta, pode-se pintar 10 m?,
qual é o numero minimo de latas para pintar
a superficie total desse silo? Use T = 3,14.
Utilize a calculadora para auxilia-lo nos
célculos. 27 latas

26. E dada a superficie de um cone circular reto
(sem fundo) de raio R e altura H. Cortando-o
por uma de suas geratrizes e abrindo tal su-
perficie, obtém-se um setor circular plano
conforme a figura a seguir.

Qual é a relacdo entre R e H para que o an-
gulo o seja 45°? H=3V7R

= 10S



27. (ITA-SP) As medidas, em metros, do raio da

base, da altura e da geratriz de um cone circu-
lar reto formam, nesta ordem, uma progressao
aritmética de razao 2 metros. Calcule a area
total deste cone em m2. 961 m?

28. Um cone circular reto tem 3 cm de raio da base

e 15w cm? de area lateral. Calcule seu volume.
121t cm?

29. Considere um triangulo retangulo isésceles

~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUCAO PROIBIDA

cuja hipotenusa mede 2 cm. Determine o vo-

lume do sélido obtido pela rotacdo completa

desse triangulo em torno da hipotenusa. ZTT‘ m?

30. O raio da base de um cone de revoluciao mede

3 cm, e o perimetro de sua seccao meridiana
mede 16 cm. Determine seu volume. 12rt cm?

31. Na figura a sequir, tem-se um recipiente no

formato de um cone circular reto, com um
liquido que atinge metade de sua altura. Se
V é a capacidade do cone, qual é o volume
do liquido? %

EDITORIA DE ARTE

32.Pode-se considerar que uma ampulheta é

formada por dois cones retos idén-
ticos, unidos pelo vértice, inscritos
em um cilindro reto. Determine a
razao entre o volume de um dos

cones e o volume do cilindro. %

W
2

33. A medida dos lados de um triangulo equila-

tero ABC é 5 dm. O triangulo gira em torno
de uma reta r do plano do triangulo, para-
lela ao lado BC e passando pelo vértice A.
Calcule o volume do sélido gerado pela ro-
tagdo desse triangulo. 12T dm’

34. Cisternas sdo depositos que captam e arma-

106 =

zenam 4gua da chuva. Sdo muito utilizadas
em regides em que hd escassez de agua e
passaram a ser adotadas também em gran-
des centros urbanos, por causa do raciona-
mento gerado pelos baixos niveis de agua

SERGIO LIMA

35

das represas. Um modelo de reservatorio
muito utilizado é formado por um cilindro
sobreposto por um cone de mesma base,
como é possivel ver na figura.

SELMA CAPARROZ

Uma escola pretende construir uma cisterna
cujo reservatorio terd o mesmo formato do
modelo da imagem. Entre as especificagcdes
do projeto, a escola decidiu que a cisterna
deve ter altura maxima de 4 metros e capaci-
dade para armazenar no minimo 12 mil litros
e no maximo 24 mil litros de dgua.

Elabore um problema envolvendo a constru-
¢ao de uma cisterna que atenda as necessida-

des e condigdes dessa escola. Resposta pessoal.

35. Ver as Orientagbes para o professor.
Imagine que, para arrecadar dinheiro para a

execucao de uma acao social na sua comuni-

dade, fosse proposta a venda de canudinhos

de doce de leite com formato cénico. Para
isso, seria necessaria a compra dos canudi-

nhos (cones vazios) e de doce de leite para o

recheio. Sobre essa situacao, responda:

a) Para calcular a capacidade de cada ca-
nudinho, seria necessario medir quais
dimensdes dos cones vazios? Como isso
poderia ser feito?

b) Se o doce de leite foi adquirido em potes
cilindricos cuja altura é igual a altura dos ca-
nudinhos e o raio da base é o quadruplo do
raio interno da base dos canudinhos, quan-
tos canudinhos de doce de leite é possivel

montar com um pote de doce de leite?

Se o raio da base interna dos canudinhos
forigual a1cm e sua altura forigual a 6 cm,
qual serd a massa, em grama, de doce de
leite usada em cada canudinho, sabendo
que a densidade do recheio é 1,32 g/mL?
Uset = 3]4.

d) Vocé consegue propor uma agao social
que seria benéfica para a sua comunidade?
Compartilhe-a com os colegas e o professor.

)
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Captacao de agua da chuva

A crise hidrica é uma realidade cada vez mais presente em diversas regiées do mundo,
0 que exige a implementacao de medidas criativas e sustentaveis para garantir o acesso
continuo das populagdes a agua potavel. Nesse contexto, a captacao de agua da chuva
surge como uma solucao promissora e eficaz.

A agua da chuva, muitas vezes subestimada e desperdicada, pode ser uma fonte valiosa
de recursos hidricos. Por meio de sistemas de captacao adequados, é possivel coletar,
armazenar e utilizar essa agua para diferentes finalidades, desde a irrigacao de jardins até
a descarga de vasos sanitarios. GERSON GERLOFF/PULSAR IMAGENS

Um dos principais beneficios da capta-
¢ao de dgua da chuva é a redugao da pressao
sobre os recursos hidricos tradicionais, como
rios e aquiferos. Ao aproveitar a dgua pluvial,
diminuimos a dependéncia de outras fontes
hidricas e contribuimos para a conservacao
dos ecossistemas aquaticos. Além disso, ao
incorporar praticas de reaproveitamento da
agua em nossas rotinas, estamos adotando
uma abordagem responsdavel em relacao ao
uso dos recursos naturais.

E importante ressaltar que, dependendo
do uso que se fara da agua captada, sao
necessarios investimento e tratamento ade-
quados. No entanto, para atividades como
regar um jardim ou lavar um quintal, por
exemplo, pode-se coletar a dgua de maneira
simples, sem a necessidade de equipamen-
tos sofisticados ou grandes investimentos.

« Junte-se a seus colegas e comentem se
vocés ja observaram a pratica da reutili-
zacao de dgua da chuva em lugares que
frequentam, como suas casas, a escola

ou outros ambientes. Discutam em que

.. . , . = Prototipo de casa com cisterna simples para cap-
atividades rotineiras, além das citadas no P piesp P

] ) tacao de agua da chuva desenvolvido em parceria
texto, a agua captada da chuva poderia com a Universidade Federal de Santa Maria, Santa

ser empregada. Veras Orientacées para o professor.  Maria (RS). Fotografia de 2024.

= 107
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Por definicao, geoide é
0 nome dado ao modelo
que representa o
formato real do planeta
Terra.

EDITORIA DE ARTE

P

@

Esfera

Muitos objetos e constru¢des do nosso cotidiano tém formatos que
lembram esferas ou partes de uma esfera. Uma bola de futebol é um
exemplo de objeto com formato muito préximo ao de uma esfera, ainda
gue ndo seja rigorosamente uma esfera. O préprio planeta Terra, como
sabemos, é muito parecido com uma esfera quando observado a distan-
cia, mas, por varios motivos, como o fato de ser achatado nos polos, ndo
possui o formato exato de uma esfera.

Vamos considerar um ponto O e um numero real r positivo, como
indicado na figura.

O conjunto de todos os pontos P do espaco cuja distancia ao ponto O
é igual a r é denominado superficie esférica de centro O e raio r.

O sélido limitado por uma superficie esférica chama-se esfera. Dessa
maneira, a esfera de centro O e raio r é o conjunto dos pontos do espaco
cuja distancia ao ponto O é menor ou igual a r.

De modo bastante simples, podemos dizer que a superficie esférica
é a "casca", enquanto a esfera é a reuniao da "casca" com o "miolo".

As denominacdes centro e raio sdo aplicadas indiferentemente a
uma superficie esférica ou a esfera por ela limitada.

= A clpula dourada do Domo da Rocha, parte do Santudrio Nobre, onde também estd localizada a Mesquita

108 =

de Al Agsa, em Jerusalém (Israel), tem um formato que lembra parte de uma esfera. Fotografia de 2024.



Dada uma esfera, definimos eixo como qualquer reta que contém o centro da esfera e o

indicamos por e.

Agora, fixado um eixo e, definimos os seguintes elementos:

« Polos: sao os pontos de interseccao da superficie esférica com o eixo e; sao indicados por P, e P,;

« Equador: é a circunferéncia obtida como interseccdo entre a superficie esférica e um plano

perpendicular ao eixo e que passa pelo centro da esfera;

« Paralelos: sao as circunferéncias obtidas como intersec¢ées entre a superficie esférica e planos
perpendiculares ao eixo e. Sao, portanto, coincidentes com o equador ou paralelos a ele;

« Meridianos: circunferéncias obtidas como intersec¢des da superficie esférica com planos

que contém o eixo e.

e
olo i
P j\'Pw
B meridiano
<<
& \*— paralelo
ES
2
s <— equador
o
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<
=
5
2
1
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Os circulos obtidos pela interseccao da esfera com um plano que
passa pelo centro O sao chamados circulos maximos.

Cada circulo maximo divide a esfera em duas partes iguais cha-
madas de hemisférios.

I hemisfério

circulo maximo

hemisféri04T

Os mesmos elementos da
esfera foram adotados
para dividir o planeta
Terra. Ele é dividido

em dois hemisférios
(Norte e Sul), a partir
da linha do equador,
que corresponde a uma
circunferéncia maxima
do planeta, medindo
40075 km.

A esfera também pode ser obtida pela rotacdo completa de um semicirculo em torno de

um eixo que contém seu diametro. Por isso, o eixo e também é chamado de eixo de rotacao.

e e
> >
A A
L0 > 0 >
B B
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» Seccao de uma esfera

Considere um plano o cuja distancia ao centro O de uma esfera seja menor do que o raio r.
A interseccdo entre esse plano e a esfera é um circulo, como representado na figura a seguir.

centroda
esfera

seccao
da esfera

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

Quando o plano passa pelo ponto O (centro da esfera), como ja estudamos, o circulo obtido
é chamado de circulo maximo.

» Uolume de uma esfera

Rolamentos sao pecas utilizadas em maquinas para reduzir o
atrito entre partes moveis. O tipo de rolamento mais utilizado é o
de esferas, que apresenta, em seu interior, pequenas esferas de aco,
como mostra a imagem. Para saber quanto aco foi utilizado nessas

esferas, é necessario determinar o volume dessa forma geométrica.
Mas como fazemos isso?

Para calcular o volume de uma esfera de raio r, vamos utilizar o
principio de Cavalieri. Considere um cilindro equilatero de altura 2r e
raio da base r. Retirando dois cones circulares retos, de altura r e raio da
base r, cujas bases coincidem com as bases desse cilindro, obtemos o

solido A (conhecido como anticlepsidra), representado na figura a seguir
na cor laranja.

WAN SERGEEV\CH/SHUTTERSTOCK,COM
N

0RO

£

= O rolamento de esferas
é o tipo mais conhecido
e utilizado.

2r

= Solido A.

O volume do sélido A é igual a diferenga entre o volume do cilindro equildtero e os volumes
dos dois cones circulares retos, ou seja:

Vi = Viingro = Vgpe = 11>+ 2r — 2 %nr2 “r=2mr’ — %nﬂ = %nﬁ

110 =
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Agora, vamos considerar uma esfera E de raio r e o sélido A, apoiados em um mesmo plano a,
conforme mostra a figura a seguir.

Considere também um plano [ paralelo a o e secante aos sélidos que secciona a esfera E e
o solido A a uma distancia d do centro da esfera O, como mostra a figura a seguir.

O plano B determina um circulo na esfera E, cujo raio indicaremos por R. Pelo teorema de

Pitagoras, temos:
rr=R+d*’=R*=r*—d?
Assim, a area S, do circulo é dada por:
S, =nR*=mn(r’ — d? @

A seccao determinada pelo plano B no sélido A é uma coroa circular de raios r e d, e sua

area S, é dada por:
S, =n(r2—d?) ()

Assim, comparando @ e @ verificamos que a drea da seccao plana da esfera E (circulo) é

igual a area da seccao plana do solido A (coroa circular).

Logo, pelo principio de Cavalieri, a esfera E tem 0 mesmo volume que o sélido A, portanto
o volume V da esfera é dado por:

V==mr

« 0 QUE ¢ o "problema dos beijos" que atormenta os matematicos ha séculos. BBC News Brasil, [s. I.], 18 jun. 2023.
Disponivel em: https://www.bbc.com/portuguese/articles/cxebjlyg4lio. Acesso em: 10 out. 2024.

Vocé sabe qual é a maneira mais eficiente de empilhar objetos esféricos? Leia a matéria e descubra as
dificuldades envolvidas nesse problema.

=111
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» Area de uma superficie esferica

Agora que ja aprendemos como determinar o volume de uma esfera, vamos usar esse
resultado para verificar o célculo da area de uma superficie esférica.

Uma esfera pode ser imaginada como a reunido de varios sélidos parecidos com "piramides"”
de vértices em C (centro da esfera), como representado na figura a sequir.

drea da”base” de
uma das “piramides”

EDITORIA DE ARTE
(@)

Esses sélidos ndao sao verdadeiramente piramides, pois a "base" de cada solido é uma super-
ficie arredondada. No entanto, quanto mais sélidos considerarmos, mais a base deixa de ser
arredondada e se torna mais plana, aproximando-se, assim, da forma de uma piramide.

A altura de cada "piramide" é o raio r da esfera.

Considere uma esfera de centro C decomposta em uma quantidade de n sélidos parecidos
com piramides cujos vértices se encontram no centro da esfera.

Desse modo, a superficie esférica fica dividida em n "poligonos", bases das “piramides”,
cujas areas chamaremos de §,, S,, S, ..., S,. Para n muito grande, cada "poligono" tem area e
perimetro muito pequenos, e a soma das areas de todos esses “poligonos” se aproxima da
area da superficie esférica S:

S+S,+S,+.+S =5 D
Além disso, quanto maior for o nimero n, mais a soma dos volumes de todas essas "piramides"
- e 1
se aproxima do volume da esfera. O volume de uma piramide € dado por V,, 4. = 3 S, he,
sendo h = r (raio da esfera) e S, = S,, que é a drea do i-ésimo poligono, podemos escrever o

_1
3
Assim, se V é o volume da esfera, para n muito grande, temos:

V=V +V,+V,+..+V

volume da i-ésima piramide como V, S-ri=12..,n

Sr S-r S-r Sr
Vet b 2t 2 b+ 2= S+ S, S+ s) D
Substituindo @ em @ obtemos V = %S r
Logo,comoV=A’%r3,temos:4%r32%5-r:>52471;r2

Estudamos que quanto maior for o niUmero n, mais S se aproxima de 4nr2 Logo, fazendo n
tender ao infinito, obtemos a area da superficie esférica:

S = 4gxr?

1l@ =
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» Cunha esféerica

Chamamos de cunha esférica o sélido gerado pela rotacao, por
um angulo de medida o (0° < o < 360°), de um semicirculo de raio r
em torno do eixo que contém seu diametro, como mostrado a seguir.

O volume da cunha esférica pode ser calculado por meio de uma
regra de trés que compara esse sélido com a esfera.

Angulo central Volume
4
360° ETCI’ <—— esfera
o — chnha <—— cunha esférica
. 4 3 — o, _4- o
o §Tcr - 360 chnha = chnha - 3. 360°
Logo:
cunha — OCTCI’3
unha =
270°

» Fuso esfeéerico

>

cunha esférica

Chamamos de fuso esférico a superficie gerada pela rotacao, por um angulo de medida o
(0° < a0 < 360°), de uma semicircunferéncia de raio r em torno do eixo que contém seu diametro,

como mostrado na figura a seguir.

>

fuso esférico

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

A drea do fuso esférico pode ser calculada por meio de uma regra de trés que o compara a

superficie esférica.

Angulo central Area
360° ———— 4gr? <— superficie esférica
o ————— Sfuso <«—— fuso esférico
. 2 _ o, _ 4 - omr?
o-4nr?=360°-S =S = “360°
Logo:
Sfuso - OLTcr2
90°

Como seriam as formu-
las do volume da cunha
esférica e da area

do fuso esférico se o
angulo o fosse consi-
derado em radiano?

Vs = 2% S

— — 2
cunha 3 = 20ur

fuso
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Capisicii 3-8 RESOLUVIDAS

7. Um silo tem o formato de um ci-

lindro circular reto (com fundo)
sob uma semiesfera, como na
figura. Determine o volume
desse silo, sabendo que o raio
do cilindro mede 2 m e que a
altura do silo mede 8 m.

Resolucao

O volume do silo é igual a soma dos volumes
de uma semiesfera de raio 2 m e de um cilin-
dro de raio 2 m e altura 6 m.

2m

6m

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

4. 5.3
¥ 3 "2 t6n
semiesfera 2 3
Vcilindro =T 22 : 6 = 24TC
_ lén _ 88
V., = 3 +247 3

887c

Portanto, o volume do silo é === 3

. Para medir o diametro de uma esfera macica,

Joao utilizou a seguinte estratégia: colocou
certa quantidade de dgua em um recipiente de
formato cilindrico de raio 10 cm e altura 20 cm.
Em seguida, mergulhou a esfera na 4gua, de
modo que ela ficou totalmente submersa. Ele,
entdo, verificou que a altura da dgua no reci-
piente subiu 2 cm. Assim, pode determinar o
didmetro da esfera. Qual é esse diametro?

Resolucao

) o D
=5 -

Sem a esfera. Com a esfera.

SERGIO LIMA

O volume da esfera é equivalente ao volume
de dgua deslocado, o qual, por sua vez, corres-
ponde ao volume de um cilindro de raio 10 cm
e altura2 cm.

V =nr’-h=m-10*-2 =2001

deslocado
Vigew = 3 TR* = 200m = R = V150 =~ 5,3

Como o diametro da esfera é o dobro do seu
raio, ele é aproximadamente igual a 10,6 cm.

9. A professora Cristina produziu com os estu-
dantes de sua turma da pré-escola enfeites
de Natal no formato de esferas, com 12 cm
de didmetro cada uma. Para pintar a superfi-
cie dessas esferas, ela dispde de uma latinha
de tinta, com a qual, conforme informacao
do fabricante, é possivel pintar até 5 m? de
superficie.

Nessas condicoes, qual é o nimero maximo de
enfeites que a turma de Cristina podera pintar?

Resolucao

Em cada esfera, temos: r = % =r=6
Sestera = 4nMr* =4 -1 - 62

S = 1441

esfera

Considerando © = 3,14, a area da superficie
esférica é 452,16 cm?.
Como é possivel pintar até 5 m? (50000 cm?)

50000
252,16 10,08

Portanto, a turma da professora Cristina podera
pintar até 110 enfeites.

com a latinha de tinta, temos:

10. Considere uma esfera cuja superficie tenha area
igual a 676w cm?. Nessas condicoes, determine:

a) a medida do raio da esfera;

b) o volume da esfera.

Resolucao

a) Calculo do raio da esfera:
S = 676 = 4nr? = 6761 = r* = 169
Como r é positivo, temos r = 13.
Portanto, o raio da esfera é 13 cm.

b) Calculo do volume'
V= 3nr3:V— 37: 133:>V=@n
Portanto, o volume da esfera é ==~ 8788 T cmd,
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11. Uma esfera de raio 8 cm é seccionada por um plano distante 5 cm de seu centro. Calcule o raio do

circulo determinado pela seccéo.
Resolucao

A interseccao do plano o. com a esfera determina a seccao indicada seccdo
na figura.

Do triangulo retangulo OBA, tem-se:
82=5+r=64=25+r’=r>=39
Como r é positivo, r = v/39.

Portanto, o raio do circulo determinado pela seccdo é /39 cm.

37. O recipiente da imagem é feito de madeira

ATIVIDADES

36. Calcule, em mililitro, a capacidade aproximada 39. (Unifesp) Um recipiente, contendo dgua, tem
do recipiente indicado na figura. Adote T = 314. a forma de um cilindro circular reto de altura

Utilize a calculadora para auxilia-lo nos calculos. h =50 cm e raio r =15 cm.

3334,68 mL PR
6cm W
10cm ~ (— cilindro w
esfera ) h
h A agua——~
p 18em
- ¥ -t

e tem densidade 0,7 g/cm?. Tanto sua parte Este recipiente contém 1 litro de dgua a menos
externa quanto a interna correspondem a que sua capacidade total.
superficies de semiesferas, e seus raios estao a) Calcule o volume de &gua contido no ci-

indicados na imagem. Calcule a massa do re- lindro (use 7 = 314). 34,3251

b) Qual deve ser o raio R de uma esfera de
ferro que, introduzida no cilindro e to-
talmente submersa, faca transbordarem

exatamente 2 litros de agua?
aproximadamente 8,95 cm

4.0.(PUC-RJ) B, é uma bola esférica de volume V..
B, é uma bola esférica de volume V,, cujo raio
é o triplo do raio de B,.
Escolha a alternativa correta. alternativad

cipiente em kilograma. aproximadamente 4,52 kg

ILUSTRACOES:
EDITORIA DE ARTE

38.Um reservatério no formato de uma semies- a) V, =3V, d) vV, =27V,
fera tem 18 m de diametro. Qual é o volume b) V, =9V, e) V, =81V,
de dgua que cabe nesse reservatoério? 486m m? o V,=12V,

= 11S
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(Eear-SP) Um objeto metalico macico é formado
por um cilindro circular reto, de raio da base me-
dindo R cm e H cm de altura, justaposto a 2 se-
miesferas de raio R cm, conforme a figura dada.

SERGIO LIMA

Se o objeto tem 13 cm de comprimento e
781 cm? de area total, entdo o valor de H é

I:I cm. alternativad

a) 4
b) 5

c) 6
d) 7

.Uma esfera estd inscrita em um cilindro equi-

latero de raio da base a. Qual é arazdo entre o
volume V, da esfera e o volume V, do ciIindro?%

. Uma casquinha de sorvete com formato de

cone tem 3 cm de diametro da base e 6 cm
de profundidade. Depois de totalmente
preenchida, ainda é adicionada a casquinha
meia bola de sorvete, conforme a imagem.
Ja o recipiente cilindrico que armazena o sor-
vete tem 18 cm de didmetro e 5 cm de altura.

= Recipiente
= Casquinha conica com gue armazena
meia bola de sorvete. o sorvete.

Determine o niumero de casquinhas que
podem ser servidas com o sorvete armazena-
do em um recipiente cheio. 60 casquinhas

44,

45.

EEB

(PUC-RS) A regiao R da figura estd limitada
por trés semicirculos.

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

7 X

-2 -1 0 1
Sabendo que R efetua uma volta completa
em torno do eixo x, calcule o volume do so6-

lido gerado. 8n

Em uma festa de arrecadacao de fundos em
uma escola, os pais de uma estudante resol-
veram fazer brigadeiros para vender durante
a festa. Solicitando ajuda a filha, pediram a ela
que confeccionasse caixinhas de papel-cartao
para colocar cada um dos brigadeiros. As cai-
xinhas confeccionadas deveriam ter formato
cUbico. Antes de ser armazenado na caixinha, o
brigadeiro é colocado em uma forminha de for-
mato cilindrico, de modo que metade do doce,
de formato esférico, fique para fora da forminha.

4cm

SERGIO LIMA

E 4cm

Forme um pequeno grupo com seus colegas

e, juntos, respondam as questdes a seguir.

Para todas as situacdes necessarias, consi-

derem ©t = 3,14

Utilizem a calculadora para auxilid-los nos

calculos.

a) Qual é o volume aproximado de cada
brigadeiro? 33,49 cm’

b) Qual é a capacidade aproximada das for-
minhas de formato cilindrico? 25,12 cm?

c) Sabendo que cada folha de papel-car-
tdo tem 68 cm X 48 cm e que nao ha
sobreposicdo de material na monta-
gem, quantas caixinhas de aresta igual

a 4 cm poderao ser confeccionadas?
34 caixinhas
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46. Sabendo que a drea de uma superficie esfé-
rica é 8m cm?, calcule o raio da esfera. v2 cm

47. Um plano o secciona uma esfera de raio 20 cm.
A distancia do centro da esfera ao plano o é

12 cm. Calcule a area da secc¢do obtida.
2567 cm?

48. Qual é a area total da superficie esférica gera-
da pela rotacdao completa do semicirculo da
figura em torno de seu diametro AB? 100m cm?

AO=5cm

EDITORIA DE ARTE

A 0 B

49, Supondo que a Terra seja uma esfera perfeita
e sabendo que seu raio é de aproximada-
mente 6400 km, determine:

a) aarea total da superficie terrestre (use T = 3);
491520000 km?
b) o valor percentual que ocupa o continente

americano, cuja area é de 42215000 km?,
em relacao a superficie total da Terra.

Utilize a calculadora para auxilid-lo nos calculos.
aproximadamente 8,59%

50. (Faap-SP) A drea da superficie de uma esfera
e a area total de um cone reto sao iguais.
Determine o raio da esfera, sabendo que o
volume do cone é 12 dm? e o raio da base
é3dm. /6 dm

51. (CPAEAM) Uma esfera com centro em O possuii

13721
3

volume igual a c¢m?®. Se tomarmos um

plano e o fizermos interceptar essa esfera a
uma distancia d do seu centro, a secao plana
circular resultante, de centro O', terd area igual
a 24n cm? (figura abaixo). Assim, de acordo
com os dados, calcule o valor d, ou seja 00’
e assinale a opgao correta. alternativa ¢

£
0 3
a) Tcm c) 5cm e) 10 cm
b) 3cm d) 7cm

952. Uma esfera é seccionada por um plano o
distante 12 cm do centro da esfera. O raio da
seccao obtida é 9 cm. Calcule o volume
da esfera. 4500m cm?

93. (UPF-RS) Com inspiracdo na arquitetura, na
cultura e nas cores da bandeira do Catar, a bola
oficial da Copa do Mundo de 2022 foi deno-
minada Al Rihla, que significa “a jornada” em
arabe (Fonte: https://www.metropoles.com/
esportes/futebol/adidas-e-fifa-revelam-aal
-rihla-bola-oficial-da-copa-do-mundo-2022).
A bola é revestida de
pele de poliuretano
com uma nova forma
de painel de 20 pecas,
que melhora sua aero-
dinamica. A figura a se-
guir apresenta a bola e
0 seu painel de pegas.

A Al Rihla tem circunferéncia de cerca de 70 cm.
Considere que, para a producao de uma pega
da bola, a quantidade de pele de poliuretano
foi aumentada em 10%, devido aos recortes
gue devem ser feitos. A quantidade desse ma-
terial que serad necessdria para a producao de
uma bola, em cm?, é: alternativa b

2
a) X35 d) 4,4 X 352
4,4 X 357 2
) 44X o) 4X10
o 44X 702
TEZ

54. Calcule a drea de um fuso esférico de raio 2 m
e angulo 135° 6n m?

55. Calcule o volume de uma cunha esférica de
raio 6 cm e angulo 45°, 36w cm?

UPF-RS, 2023

SERGIO LIMA
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5> | Projecdes cartograficas

Uma parte de nosso estudo com cilindros e cones envolveu o calculo da drea de suas superficies.
Para isso, observamos a planificacao desses sélidos geométricos. No entanto, essa nao foi
a maneira utilizada para obter a superficie da esfera, o que nos traz uma duvida: é possivel

planificar uma esfera?

A resposta é nao, nao é possivel planificar uma esfera. Entao como podemos representar

sua superficie no plano?

Junto a essa questdo, devemos responder também a outra pergunta: para que representar

uma superficie esférica no plano?

A resposta para essas perguntas aparece quando vemos um planisfério.

l Planisfério
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Fonte: INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E ESTATISTICA. Atlas geografico escolar. 9. ed. Rio de Janeiro: IBGE, 2023. p. 41a.

Mapas sao representacdes planas de um corpo aproxima-
damente esférico, a Terra. Eles sao importantes pois permitem
a visualizacao de diversos detalhes que seriam impossiveis em
globos, ja que, para isso, estes precisariam ser muito grandes, o

que os tornaria dificeis de manusear e de transportar.

Saiba que...

Planisférios sao mapas que
mostram todo o planeta de
uma sé vez. Também sao
chamados de mapas-mundi.
-—

SONIAVAZ



Como nao existe uma representacao plana perfeita da esfera (uma planificagao), é de se
imaginar que as representagdes que existam apresentem algum tipo de distorcao. Por isso,
procuraram-se maneiras de desenhar um mapa que, de alguma forma, apresentasse poucas
distor¢oes, seja nos comprimentos, seja nas areas ou nos formatos dos continentes. Essas "maneiras”
sao as projegoes cartograficas.

Cada projecao cartografica objetiva manter fiel algum aspecto, que pode ser a dimensao,
a forma etc., em detrimento de outro. Por isso, cada projecao cartografica responde a deter-
minado objetivo de quem a apresenta, seja politico, seja econémico ou cartografico.

Cada tipo de projecao é conhecido pela superficie em que o globo terrestre é projetado.
Neste Capitulo estudaremos a projecao cilindrica, a conica e a plana, isto é, aquelas em que o
globo terrestre é projetado, respectivamente, sobre um cilindro, um cone e um plano.

= 0 QUE é a projecao Gall-Peters, mapa que promete acabar com "4 séculos de visao colonialista’ do mundo. BBC
News Brasil, [s. I.], 23 mar. 2017. Disponivel em: https://www.bbc.com/portuguese/internacional-39349115.
Acesso em: 10 out. 2024.

Reportagem da BBC News Brasil sobre 0s aspectos politicos envolvidos nas proje¢des cartogréficas.
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» Projegao cilindrica

E a projecdo dos paralelos e meridianos sobre um cilindro G RCE

gue envolve a Terra e que, posteriormente, é planificado. Na bibliografia cartografica,
jaforam descritos 400 tipos
distintos de projecao.

Projecao cilindrica W

SELMA CAPARROZ

E>. \/g&% \i :?; ﬁvﬁ@(qﬂﬁwg
TN RS h | A y ks
B =

\X T | soeeeS

FERREIRA, Graga
Maria L. Atlas
geografico: espaco

i
/7
PD

mundial. Visualizacao Y o=
cartografica: Marcello | &( ® B
Martinelli. 5. ed. rev. =
e atual. Sao Paulo: EQNM—%\_//MWM?“/—SEPVO\ \Z
Moderna, 2019. p. 10. S5 km = Projecao cilindrica.
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» Projegao conica

E a projecéo do globo terrestre sobre um cone, que é planificado em sequida. Sua utilizacdo
se da quando queremos representar as latitudes médias. Nessa projecao, as distor¢cdes aumen-
tam conforme a representacdo se afasta do paralelo de contato com o cone, de modo que essa
projecao é utilizada quando queremos produzir mapas regionais.

Fonte: FERREIRA, Graca Maria L.
Atlas geografico: espaco mundial.
Visualizacao cartogréfica: Marcello
Martinelli. 5. ed. rev. e atual. Sao
Paulo: Moderna, 2019. p. 10.

= Projecao conica, Polo Sul
sem escala.

~
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» Projecao plana

Também conhecida como projecao azimutal, é aquela feita sobre um plano a partir de um
determinado ponto, ou seja, de um ponto de vista. Esse tipo de projecao deforma areas distan-
tes desse ponto de vista central. E bastante utilizada para a representacao das areas polares.

Fonte: FERREIRA, Graga Maria L.
Atlas geografico: espaco
mundial. Visualizagao
cartografica: Marcello Martinelli.
5.ed.rev. e atual. Sdo Paulo:
Moderna, 2019. p.10.

ILUSTRACOES: SELMA CAPARROZ

= Projecao plana, sem escala.

As projecoes cartograficas tém duas classificacdes principais: quanto a superficie de pro-
jecdo e quanto as propriedades. As projecoes estudadas anteriormente sdo classificadas de
acordo com a superficie de projecao.

Quanto as propriedades, temos as seguintes classificagdes:

Equivalente: preserva areas.
« Conforme: preserva angulos.

Equidistante: preserva comprimentos.

120 =
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Observe os exemplos a seguir, que
mostram o planisfério representado
por trés das projecoes cartograficas mais
conhecidas atualmente: a projecdao de
Peters, a de Robinson e a de Mercator.

Fonte: INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E
ESTATISTICA. Atlas geografico escolar. 9.ed. | |

' Projecao de Peters |

]
au%

Y

Equador|

il

o

4720

L #Ty

Rio de Janeiro: IBGE, 2023.p.26. | ™

' Projecao de Robinson W

¥

IMeridiano de Greenwic /-4’ N

SONIAVAZ

SONIAVAZ

Acompanhe algumas diferencas

entre essas projecoes.
» A projecao de Peters é uma projecao

cilindrica e equivalente, que distorce
o formato dos continentes, porém se
aproxima mais das areas deles.

A projecao de Robinson é uma pro-
jecao afilatica (que nao é conforme,
nem equivalente, nem equidistante) e
pseudocilindrica (nao possui nenhuma
superficie de projecao, porém se asse-
melha a projecao cilindrica).

A projecao de Mercator é uma projecao
conforme e cilindrica, bastante utilizada
para representar o mundo. As distor¢oes
ocorrem sobretudo nos polos.

Fonte: INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA
E ESTATISTICA. Atlas geografico escolar.
9. ed. Rio de Janeiro: IBGE, 2023. p. 28.

' Projecao de Mercator W

Fonte: INSTITUTO BRASILEIRO DE
GEOGRAFIA E ESTATISTICA. Atlas
geografico escolar. 9. ed. Rio de
Janeiro: IBGE, 2023. p. 29.
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Gppitanicin|oy RESOLVIDA

12. eia a tirinha a sequir.

TODA MAFALDA/FOTOARENA

© JOAQUIN SALVADOR LAVADO (QUINO)

QUINO, J. L. Toda Mafalda. Sao Paulo: Martins Fontes, 2010. p. 348. Tira 2.

Na tirinha, a personagem Liberdade decide inverter o mapa e utiliza-lo de ponta-cabeca, de
modo que o Norte ficara embaixo, enquanto o Sul ficard na parte de cima. Supondo que ela
esteja usando um mapa cuja projecdo é de Mercator, ela pode fazer isso? Justifique.

Resolucao

Sim, pode. Como estudamos, mapas sao projecdes do globo no plano, e a projecao indicada sé
faz referéncia a técnica utilizada para fazer a projecéo. A orientacdo dos mapas é uma convencao,
e, mesmo de ponta-cabeca, 0 mapa continuara servindo ao seu propésito.
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ATIVIDADES

56. (UEA-AM) Examine a projecéo cartografica.

UEA, 2024

(https://atlasescolar.ibge.gov.br)

A projecdo cartogréfica representada tem

como caracteristica alternativaa

a) afidelidade das formas e a distorcao das
areas.

b) a fidelidade das areas e a distorcao das
formas.

c) a distorcao das formas, das areas e dos
angulos.

d) a deformacao das areas préximas aos
trépicos.

e) aconservacao das areas préximas aos polos.

NAD ESCREVA
NO LIURO.

57. (Unip-SP) Analise a projecdo de Mercator.

UNIP, 2023

(Paulo M. L. de Menezes e Manoel C. Fernandes.
Roteiro de Cartografia, 2013. Adaptado.)

Uma desvantagem dessa projecao € alternativa ¢

a) a representacdo dos circulos polares em
linhas curvas.

b) o espacamento decrescente dos paralelos
sentido polos.

c) a distorcao de area que ocorre em altas
latitudes.

d) a representacdao em conformidade dos
polos Norte e Sul.

e) aequivaléncia de formas entre os paralelos
e meridianos.
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58. (UEA-AM) Analise a imagem. alternativa e

UEA, 2022

(https://studymaps.com.br. Adaptado.)

A projecao cartografica empregada nessa

imagem tem como caracteristica

a) alterar as propriedades forma, tamanho
e distancia, uma vez que procura distorcer
ao minimo todas elas.

b) conservar as distancias dos continentes, uma
vez que distorce as formas nessas areas.

c) valorizar as regides polares, uma vez que
as distorcdes empregadas nessas areas
sao minimas.

d) valorizar as regides proximas ao Equador,
uma vez que garante a real distancia do
azimute.

e) representar as porgoes territoriais em mé-
dias latitudes, uma vez que evita distor¢oes
nessas areas.

59. a) A regido representada € a regido da Terra que compreende a
Antértida, a Oceania, boa parte da América do Sul e o sul da Africa.

959. Observe a projecao a sequir e responda as
perguntas.

' Projecao plana polar W

Fonte: INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E
ESTATISTICA. Atlas geografico escolar. 9. ed. Rio de
Janeiro: IBGE, 2023. p. 26.

= Sem escala.

a) Qual é a regiao representada na proje-
¢ao plana polar?

b) Qual é a medida do angulo a? 30°

60. (UEG-GO) Observe a figura a sequir.

Fonte: <http://www.geografiaparatodos.com.br/index.
php?pag=capitulo_3_geoprocessamento_e_mapas>.
Acesso em: 17 ago. 2016.

Os tipos de projecdes cartograficas repre-
sentados na figura sdo, respectivamente:

oy . . A alternativa b
a) cilindrica, azimutal e conica
b) azimutal, cilindrica e conica
c) conica, azimutal e cilindrica
d) azimutal, conica e cilindrica

e) cilindrica, conica e azimutal

SONIAVAZ

SERGIO LIMA
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61. (Enem/MEC) alternativaa
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E claramente impossivel criar
um mapa perfeito, no qual a escala
principal seja preservada em todos os
pontos. E facil, porém, manter a escala
principal ao longo de certas linhas ou
pontos no mapa em que a escala seja
constante e igual a escala principal,
ocasionando uma distor¢do nula.
Linhasde distor¢do nula sdolinhasem
uma projecao em que a escala principal
é preservada. S3o caracterizadas pela
tangéncia ou secancia da superficie
terrestre com a superficie de projecao.

MENEZES, P.; FERNANDES, M. Roteiro de cartografia.
Sao Paulo: Oficina de Textos, 2013 (adaptado).

Conforme o texto, a projecdo que represen-
tara uma regiao préxima a Linha do Equador
com a menor distor¢do da escala principal é:

a)

b)

)

d)

e)

IMAGENS: ENEM, 2023

62. (EsPCEx-SP)

“Uma projecdo cartografica é
o resultado de um conjunto de ope-
racOes que permite representar no
plano, tendo como referéncia paralelos
e meridianos, os fenémenos que estao
dispostos na superficie esférica”.

Fonte: SENE, Eustaquio de; MOREIRA, Joao Carlos.
Geografia Geral e do Brasil volume unico. 6. ed.
Sao Paulo: Atica, 2018, p. 51.

Sobre projecao cartografica, pode-se afir-
mar que: alternativa b
I. A projecao conforme é aquela que pre-
serva o tamanho da drea, porém com
alteracao das formas, ou seja, os angulos
nao sao idénticos aos do globo terrestre,
como o exemplo da projecao de Mercator.

Il. Na projecao equivalente, as areas man-
tém-se idénticas as do globo terrestre,
porém ha distorcdo das formas quando
comparadas com a original, como por
exemplo a projecdo de Peters.

Ill. Na projecao afilatica, as areas e as formas

sdo preservadas na sua forma original,
por isso, tem sido uma das mais utilizadas
em atlas e mapas de divulgacao, como
por exemplo a projecao de Robinson.

<

A projecao equidistante é geralmente uti-
lizada para fins especificos. As distancias,
quando tracadas do centro da projecao,
sdo precisas. Porém, ha distorcées nas for-
mas e nas areas.

Das afirmagdes acima, estdo corretas apenas

a) lelV. d)lell
b) Il elV. e) llelll
c) lllelV.



CONEXOES com...

CIENCIAS DA NATUREZA E SUAS TECNOLOGIAS I

Cupulas geodeésicas

Vocé ja ouviu falar em cuipulas ou estruturas geodésicas?

Essas estruturas, que, muitas vezes, apresentam formato semelhante ao de uma esfera
ou semiesfera, sao construidas a partir de malhas triangulares e, por isso, apresentam grande
estabilidade e resisténcia, uma vez que os triangulos possuem rigidez geométrica.

Comumente usadas em cupulas de estufas, coberturas de estadios e abrigos emergenciais,
as estruturas geodésicas sao reconhecidas por sua estabilidade, leveza, economia, aerodinamica,
facilidade de montagem, beleza, sustentabilidade e eficiéncia no aproveitamento de espaco. No
texto a seguir, podemos compreender um pouco sobre essas estruturas.

~
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FENGCHANG WANG/ALAMY/FOTOARENA

= A Biosfera de Montreal (Canada),
é uma das maiores estruturas
geodésicas do mundo, com 76 m
de diametro. Fotografia de 2023.

Composicao das estruturas geodésicas

[...] A estrutura Geodésica corresponde a uma malha triangular que cobre a superficie de uma
esfera que, na maioria das vezes, deriva de poliedros regulares platénicos com face triangular, sdo
eles: o tetraedro, o octaedro e o mais comum a ser utilizado [...] o icosaedro (com 20 lados), por ser o
mais arredondado dos 3. Se estiver completa sera chamada de esfera geodésica, e domo ou ctupula
geodésica quando incompleta, parecer apenas um hemisfério.

= 1285
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Para gerar diferentes estruturas geodésicas a partir do icosaedro, basta aumentar o niimero de
frequéncia, ou seja, subdividir as faces triangulares em tridngulos cada vez menores, quanto mais
alta a frequéncia, maior o nimero de tridngulos no qual sua superficie esta subdividida e mais a sua
aparéncia torna-se arredondada [...]. Um icosaedro é considerado uma esfera geodésica de frequéncia 1.
Cupulas e esferas geodésicas podem configurar diferentes frequéncias para o mesmo didmetro.

[..]

SOARES, T. L. F. et al. A relagdo entre a biomimética e a geodésica de Buckminster Fuller no planejamento de construgdes sustentaveis.
In: CONGRESSO LUSO-BRASILEIRO PARA O PLANEJAMENTO URBANO, REGIONAL, INTEGRADO E SUSTENTAVEL: contrastes, contradicdes
e complexidades, 7, 2016, Macei6. Anais [...]. Maceio: Pluris, 2016. Localizavel em: p. 5 do pdf. Disponivel em: https://fau.ufal.br/evento/
pluris2016/files/ Tema%202%20-%20Cidades%20Inovadoras%20e%20%20Inteligentes/Paper1238.pdf. Acesso em: 4 set. 2024.

Frequéncia 1 2 3 4

Figura plana

Figura espacial

= A cada frequéncia, a quantidade de tridngulos aumenta e a forma espacial se aproxima de uma esfera.

Acompanhe, agora, algumas vantagens da estrutura geodésica em relagao a outras construgoes.

Vantagens construtivas Tensegridade: propriedade presente

[ em objetos cujos componentes usam

[..] Forca estrutural: A forma geodésica otimiza a carga, a tragdo e a compresséo de forma
propriedade da tensegridade, deslocando as forcas em toda  combinada, de modo a proporcionar
sua estrutura, uma vantagem a frente das estruturas retan- estabilidade e resisténcia e assegurar

gulares dos edificios tradicionais; a integridade global do objeto.

[..] Economia: A esfera tem 25% menos area de superficie por volume fechado do que qualquer outra
forma. A cipula combina a estabilidade inerente dos tridngulos com a proporcio vantajosa volume/area
de superficie de uma esfera. Quanto maior for a clipula, mais eficaz ela se torna. Isto é demonstrado
duplicando o seu didmetro, que resulta no aumento do volume em oito vezes. Com isso precisa de menos
materiais de construgdo para incluir mais espago. Ha uma estimativa de reducio de 30% de materiais
e 50% de energia em relacdo a uma construcdo convencional de alvenaria de mesma area construida;
reducdo também de custos com a mao de obra, pois a montagem é mais facil, simples e rapida;

[...]

[..] Seguranca: O design da ctipula geodésica é ergonémico, aerodinamico e forte para resistir
a situacdes extremas como: ventos fortes, tempestades, terremotos e acumulacio de neve. [...]

[...] Temperatura mais uniforme: Devido ao fluxo melhorado do ar, a temperatura é mais uni-
forme do que numa habitacdo convencional. A area de superficie exposta no exterior nas ctipulas
também é menor, permitindo menos troca de calor com o ambiente. Aliado a isto, o volume de ar
dentro da ctipula também é menor, o que se traduz em economia para se manter morno no inverno,
ou frio no verdo, poupando-se até 50% em energia para aquecer ou esfriar.

SERGIO LIMA


https://fau.ufal.br/evento/pluris2016/files/Tema%202%20-%20Cidades%20Inovadoras%20e%20%20Inteligentes/Paper1238.pdf
https://fau.ufal.br/evento/pluris2016/files/Tema%202%20-%20Cidades%20Inovadoras%20e%20%20Inteligentes/Paper1238.pdf

[..]

[...] Padrao de circulacdo radial: nas
escolas, o padrao circular elimina os cor-
redores; nos teatros e igrejas, possibilita
maior niimero de cadeiras e melhor visibi-
lidade; nas vivendas otimiza os espacos e
permite a criacdo de espagos mais sociaveis;

[...] Coberturas autossustentaveis:
Independente do tamanho, permitem
sempre amplos espacos desobstruidos sem
anecessidade de vigas, colunas ou paredes
de suporte interiores;

[..]

[..] Construcao em lugares remotos:
Com poucos e leves materiais e sendo de
facil montagem, torna-se bem indicado até mesmo para lugares ermos, como desertos, polos,
florestas, praias, montanhas etc.;

[...]

[...] Variedade de materiais: Podem ser construidas praticamente com qualquer material
(bambu, aco, madeira, concreto, pvc etc.); [...]

[..]

SOARES, T.L.F.etal. A relacéo entre a biomimética e a geodésica de Buckminster Fuller no planejamento de construgdes sustentaveis. In:
CONGRESSO LUSO-BRASILEIRO PARA O PLANEJAMENTO URBANO, REGIONAL, INTEGRADO E SUSTENTAVEL: contrastes, contradicbes e
complexidades, 7, 2016, Maceid. Anais [...]. Maceid: Pluris, 2016. Localizavel em: p. 6-8 do pdf. Disponivel em: https://fau.ufal.br/evento/pluris2016/
files/Tema%202%20-%20Cidades%20Inovadoras%20e%20%20Inteligentes/Paper1238.pdf. Acesso em: 4 set. 2024.

DELFIM MARTINS/PULSAR IMAGENS

= Planetario Rubens de Azevedo, Centro Dragao do Mar
de Arte e Cultura, em Fortaleza (CE). Fotografia de 2022.
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Agora, faca o que se pede nas atividades a seguir. Ver as Orientacées para o professor.

1. Pesquise quais sdo as maiores estruturas geodésicas do mundo. Inclua na pesquisa as dimensoes
das estruturas, sua localizacao e, se possivel, algumas fotografias. Depois, compartilhe com a
turma os resultados de sua pesquisa.

2. Observe o quadro que relaciona as frequéncias e as figuras planas usadas na composicao de

estruturas geodésicas e faga o que se pede nos itens a seguir.

a) Em seu caderno, faca a representacao das figuras planas da 52 e da 62 frequéncias.

b) Podemos dizer que, em cada representacdo das figuras planas, temos um triangulo equilatero maior
dividido em vadrios triangulos equildteros menores congruentes e justapostos. A figura plana da
52 frequéncia esta dividida em quantos desses triangulos menores? E a figura plana da 62 frequéncia?

c) Escreva uma func¢do matemadtica que relacione a frequéncia i (com i € IN¥*) a quantidade n de
triangulos menores congruentes e justapostos que subdividem o triangulo equilatero maior.
Depois, esboce o grafico da funcao obtida.

3. Suponha que o dono de uma hospedagem ofereca suites em forma de domos geodésicos que
podem ser inscritos em semiesferas de raio 2 m.
a) Qual é a drea aproximada dos domos geodésicos que formam cada suite? Considere T = 3,14.
b) Vocé acha que a medida encontrada no item anterior é uma boa estimativa? Justifique.

4. Junte-se a dois colegas, e pensem em locais de sua comunidade em que poderiam ser construidas

cupulas geodésicas e na finalidade dessas clpulas. Depois, construam a maquete da estrutura de
uma cupula geodésica, dando preferéncia a construcao das arestas, sem a necessidade de produzir
as faces. Por fim, comparem a soma das areas dos triangulos que formam a cdpula da maquete com
a area da parte da superficie esférica a que ela se assemelha.
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EXPLORANDO m:lyp={=, (n]8sfchys

Areas e volumes de corpos redondos

Para que os computadores executem tarefas, é necessario que sejam progra-
mados para isso. Essa programacao pode ser feita por meio de diversas linguagens
e formas. Para esta atividade, vamos utilizar o Scratch, um software que pode ser
usado on-line pelo link https://scratch.mit.edu (acesso em: 5 set. 2024) ou pode ser
baixado no computador e usado off-line.

O Scratch utiliza uma linguagem de programacao em blocos. Basta identificar os
comandos que se deseja executar — a esquerda da tela - e arrastar os blocos para a
area de trabalho — no centro da tela. Nao se esqueca de garantir que seu bloco, isto
é, sua sequéncia de comandos, seja coerente e atenda a seu objetivo.

Antes de comecar, lembre-se de alterar o idioma para o portugués, clicando
consecutivamente em Settings, Language e Portugués Brasileiro.

Nesta atividade, sera criado um programa que, com base nas informagdes da
altura e do raio da base, calcula o volume de um cilindro.

I. Para que um programa seja executado, é necessario inicializa-lo com algum
comando especifico. No caso do Scratch, um dos comandos possiveis para
a inicializacao é clicar na bandeirinha verde. Para isso, precisamos inserir o
bloco a seguir no programa. Ele esta disponivel em Eventos.

Depois disso, sera adicionado o desenvolvimento do programa. O objetivo aqui
sera calcular o volume do cilindro. Para isso, lembre-se de como é feito esse calculo:
devemos multiplicar a area da base do cilindro, que é um circulo, pela sua altura.
Assim, sao necessarias duas informagoes: o raio da base (r) e a altura (h) do cilindro.

Il. Quando o usuario do nosso programa inserir os dados necessarios para o calculo,
serd preciso armazena-los em algum lugar para, posteriormente, efetuarmos os
calculos. Esse armazenamento de informacoes é feito em variaveis.

Para criar uma variavel, clique na aba Variaveis e escolha Criar uma variavel.
No programa que estamos produzindo, precisaremos criar trés variaveis: uma
delas sera chamada de RAIOQ, a outra, de ALTURA e a terceira, de VOLUME.
Na janela de criacao da variavel, deixe selecionada a opcao Para todos os
atores e clique em OK.

REPRODUGAO/SCRATCH
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Se a variavel estiver selecionada em azul, o valor dela sera apresentado na
tela quando o programa estiver sendo executado. Caso nao queira deixar
as variaveis visiveis para o usuario, basta deixar essa op¢ao nao selecionada.
Vamos deixar selecionadas em azul as trés variaveis recém-criadas.

Ill. Para que seja possivel inserir o valor do raio, clique na aba Sensores, arraste o
bloco , encaixe-o no passo anterior e altere a

pergunta para "Vamos calcular o volume de um cilindro. Qual é o raio da base?"

IV. Para que o valor informado esteja associado a variavel RAIO, va em Variaveis,

arraste o bloco para baixo da pergunta e

troque minha variavel por RAIO. Em seguida, clique em Sensores e arraste

IMAGENS: REPRODUCAQ/SCRATCH

o bloco para o lugar do 0.

Esse passo garante que a varidvel RAIO assuma o valor informado na resposta
da pergunta.
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V. Repetindo 0 mesmo processo para a altura, obtemos:

VI. Com as variaveis RAIO e ALTURA assumindo os valores inseridos pelo usuario

do nosso programa, podemos, entao, passar ao calculo do volume.

Para isso, arraste um novo bloco ,alterando

minha variavel para VOLUME.

Agora, é necessario usar os operadores para efetuar os calculos. Os opera-

dores correspondem aos blocos associados as operagdes matematicas.

O célculo do volume do cilindro é dado pela féormula V = wr?h, que é o
mesmo que V =1 - r - r - h. Portanto, é preciso colocar quatro fatores na
multiplicacao de operadores.

V4 em Operadores, arraste para o lugar do zero e, em cada

um dos espacos, arraste duas novas multiplicagcées.

IMAGENS: REPRODUCAQ/SCRATCH
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VII. Agora, vamos preencher as lacunas com os valores necessarios para a realizacao
do calculo. Na primeira, vamos usar 3,14 (escreva “3.14") como uma aproximacao
para 1. As demais lacunas receberao as varidveis RAIO (duas vezes) e ALTURA.

Saiba que...

0 Scratch utiliza linguagem e notagao proprias, que podem diferir um pouco das
utilizadas nesta Colecao. Por exemplo, para a separagao da parte decimal de um
numero, 0 software usa o ponto no lugar da virgula.

\___4
Faca um teste de execucao clicando na bandeira verde na tela no lado direito.
Digite o valor do raio desejado, por exemplo, “5”. Em seguida, pressione a tecla Enter.
Na sequéncia, aparecera a pergunta para digitar a altura. Repita o procedimento anterior
digitando o valor da altura desejada, por exemplo, “6".
O valor do volume serd dado na tela da direita, ao lado da variavel VOLUME.
Para que, ao inicio de um novo teste, os valores informados em testes ante-
riores sejam apagados, basta inserir abaixo do bloco inicial trés outros blocos

, alterando as varidveis, como mostrado a seguir.

1. Resposta pessoal. Uma possivel resposta é um programa
com estrutura do cédigo semelhante a anterior, substituindo-
-se a variavel VOLUME por AREA e efetuando-se os respectivos
célculos.

2. Resposta pessoal. Uma possivel resposta é um programa com
estrutura do cédigo semelhante a anterior, ajustando-se a per-
gunta no passo lll e trocando-se os célculos dos passos VI e VII
de acordo com a férmula do volume do cone.

Agora, faca o que se pede nas atividades a sequir. HO'LIURD:
1. Crie um programa para determinar a drea da superficie do cilindro e faca alguns testes
para verificar o que ocorre ao serem alterados os valores informados nas varidveis.

2. Crie um programa que calcule o volume de um cone e faca alguns testes para verificar
0 que ocorre ao serem alterados os valores informados nas varidveis.

IMAGENS: REPRODUGAO/SCRATCH
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Arquimedes

A contribuicao de Arquimedes para o desenvolvimento da

Matemadtica foi tdo importante que a Medalha Fields traz, na
parte da frente, a efigie de Arquimedes, com seu nome escrito
em grego e a seguinte inscricao: Transire svvm pectvs mvndoqve
potiri (Superar as proprias limitacdes e dominar o universo).

Essa medalha foi proposta pelo professor John Charles Fields

(1863-1932) e comecou a ser concedida em 1936 aos matematicos
que desenvolvam pesquisas de destaque.

Leia, a seguir, um texto sobre os estudos de Arquimedes acerca

da esfera e do cilindro.

= Frente e verso da Medalha Fields.

Arquimedes, a esfera e o cilindro
[..]

Plutarco, um escritor grego do 12 século d.C., é autor de um livro chamado “As Vidas
dos Homens Ilustres” [...]| Em particular, conta Plutarco que de todas as descobertas que
Arquimedes fez, a que o gedmetra mais apreciava era a relacdo de areas e volumes de um
cilindro e da esfera nele contida [...]. Mais precisamente, consideremos uma esfera de raio R,
inscrita num cilindro circular reto, de altura 2R e cuja base tem raio R (Fig. 1).

“ = Figura 1. “... entre 0 muito que inventou parece-me
r- gue o que mais apreciava era a demonstracao
da proporc¢ao que ha entre o cilindro e a esfera
nele contida, pelo que pediu a seus parentes
que, quando morresse, mandassem colocar sobre

sua sepultura um cilindro contendo uma esfera
com uma inscri¢ao da proporcao pela qual o que

EDITORIA DE ARTE

\4 A , ,
ZE_TE_2 contém excede o contetido” (Plutarco). [...]
V., A. 3

Entao o volume do cilindro e 3 do volume da esfera, e a drea total do cilindro também

e = da drea da esfera. Ainda segundo Plutarco, Arquimedes teria pedido a seus parentes e
amlgos gue quando morresse mandassem colocar sobre sua sepultura um cilindro contendo
uma esfera, com uma inscri¢cdo da proporcao acima referida. Cicero, quando exercia funcées
de magistrado romano na Sicilia, encontrou uma lapide contendo uma esfera inscrita num
cilindro. Como ele mesmo conta, julgou ter achado o tiimulo de Arquimedes e cuidou de res-
taura-lo. Segundo o autor Howard Eves|...], h4 pouco mais de vinte anos, em 1965, durante uma
escavacao para construir um hotel em Siracusa, uma escavadeira deu com uma pedra com a
mesma figura antiga de um cilindro contendo uma esfera. Assim, o timulo de Arquimedes
teria sido novamente encontrado nos tempos modernos. Mas desta vez faltou alguém com a
clarividéncia de um Cicero e, ao que parece, esse timulo esta agora definitivamente perdido...

[..]

AVILA, Geraldo. Arquimedes, a esfera e o cilindro. Revista do Professor de Matematica (RPM), Sio Paulo, n. 10, [201-].
Disponivel em: http://www.rpm.org.br/cdrpm/10/3.htm. Acesso em: 17 set. 2024.

STEFAN ZACHOW/INTERNATIONAL MATHEMATICAL UNION/
WIKIPEDIA/WIKIMEDIA COMMONS DOMINIO PUBLICO
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1.

(Enem/MEC) Um fabricante de creme de leite

comercializa seu produto em embalagens ci-

lindricas de diametro da base medindo 4 cm

e altura de 13,5 cm. alternativa b

O rétulo de cada uma custa R$ 0,60. Esse fa-

bricante comercializara o referido produto

em embalagens ainda cilindricas de mesma

capacidade, mas com a medida do diametro

da base igual a da altura.

Levando-se em consideracao exclusivamente

0 gasto com o rétulo, o valor que o fabricante

deverd pagar por esse rotulo é de

a) R$ 0,20, pois havera uma reducao de % na
superficie da embalagem coberta pelo
rétulo.

b) R$ 0,40, pois haverd uma reducao de %

na superficie da embalagem coberta
pelo rétulo.

c) R$ 0,60, pois nao havera alteracdo na ca-
pacidade da embalagem.

d) R$ 0,80, pois havera um aumento de % na
superficie da embalagem coberta pelo
rétulo.

e) R$1,00, pois havera um aumento de % na

superficie da embalagem coberta pelo
rétulo.

. (PUCCamp-SP) Uma piscina circular tem 5 m

de diametro. Um produto quimico deve ser
misturado a agua na razao de 25 g por 500 li-
tros de dgua. Se a piscina tem 1,6 m de pro-
fundidade e esta totalmente cheia, quanto
do produto deve ser misturado a dgua?
(Use: T = 3,1.) alternativa b

a) 1,45 kg c) 1,65 kg
b) 1,55 kg d) 1,75 kg

e) 1,85 kg

. (Cefet-PR) O raio de um cone equilatero cujos

valores numéricos de sua area total e de seu
volume se equivalem, em unidades de com-
primento (u.c.), é: alternativa a

a) 3V3 3 e
b) 3 d) g

q.

NAOD ESCREVA
NO LIURO.

(UEA-AM) Um determinado bombom é vendi-
do nas embalagens A e B, ambas com volumes
iguais. A embalagem A possui formato de um
paralelepipedo reto-retangulo, com area da
base igual a 144 cm? e a embalagem B possui
formato de um cilindro circular reto. As figuras
mostram as dimensdes das duas embalagens,
em centimetros. alternativa b

Embalagem A Embalagem B

AT
N

- — -

e /\ y_.
R \_/
I N X : :

' X
|

>
1 X P 1 X 1

fora de escala
Usando t = 3, a medida da altura da embala-
gem B, indicada por h, é igual a
c) 25cm. e) 18 cm.

d) 22 cm.

a) 15cm.
b) 20 cm.

(UFRGS-RS) Um tanque no formato de um
cilindro circular reto, cujo raio da base mede
2 m, tem o nivel da 4gua aumentado de
25 cm apds uma forte chuva. Essa quantidade
de dgua corresponde a 5% do volume total de
agua que cabe no tanque. alternativa c

Assinale a alternativa que melhor aproxima
o volume total de dgua que cabe no taque,
em m?.

a) 57 d) 66
b) 60 e) 69
c) 63

(UFPA) Num cone reto, a altura € 3 m e o dia-
metro da base é 8 m. Entdo, a area total, em
metros quadrados, vale: alternativa b

a) 52w d) 167
b) 367 e) 12w
c) 20w

SERGIO LIMA
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7. (AFA-SP) Um cone de revolucdo possui volu-
me igual a 128t cm3. Em sua base inscreve-se
um hexagono regular de lado 8 cm.
Considere um cilindro que tenha o mesmo
volume e a mesma area da base do cone des-
crito anteriormente.

A razdo entre a altura do cone e a altura do
cilindro, nessa ordem, ambas na mesma uni-
dade de medida, é igual a alternativa d

a)% 1

2
b) 3 d 3
8. (Ficsae-SP) Em uma palestra, um cientista
ilustrou comparativamente o tamanho dos
planetas do sistema solar com auxilio da foto
a sequir.

FICSAE, 2019

Terra

Autéo

(www.colegioweb.com.br)

Jupiter

No entanto, o cientista disse que essa foto
dificulta a percepcdo correta da diferenca de
tamanho entre os planetas. Para ilustrar o que
dizia, ele pediu para a plateia considerar que
todos os planetas sao esféricos e que o tama-
nho do raio do planeta Jupiter é 11 vezes o ta-
manho do raio do planeta Terra. Em seguida,
lancou a seguinte pergunta: se associarmos o
planeta Terra a uma bola de futebol, o planeta
Jupiter deverd ser associado, aproximada-
mente, a quantas dessas bolas?

A resposta correta para a pergunta do pa-
lestrante é alternativa e
a) 2048. c) 33.
b) 121. d) 22.

e) 1331

134 =

9. (Uneb-BA) Considere-se que

» capsulas, de formato cilindrico e extremi-
dades hemisféricas, contém determinado
medicamento em microesferas de 1,0 mm
de diametro;

» 0 comprimento total de cada cdpsula mede
15 mm, e o diametro de cada hemisfera
mede 6 mm.

E correto afirmar que o nimero méaximo de

microesferas que cabem no interior de cada

capsula, admitindo-se despreziveis os espacos

entre elas, € alternativa 03

01) 500 04) 765
02) 681 05) 804
03) 702

10. (UFRGS-RS) Fundindo trés esferas idénticas e
macicas de diametros 2 cm, obtém-se uma
Unica esfera macica de raio alternativaa

a) 3. <) V6. e) 6.
b) V4. d) 3.
11. (ESPM-SP) Um reservatério de dgua é cons-

tituido por uma esfera metalica oca de 4 m
de diametro, sustentada por colunas metali-
cas inclinadas de 60° com o plano horizontal
e soldadas a esfera ao longo do seu circulo
equatorial, como mostra o esquema abaixo.

EDITORIA DE ARTE

Sendo V3 = 1,73, a altura h da esfera em rela-
¢ao ao solo é aproximadamente igual a:

a) 240m d) 340 m
b) 2,80 m e) 3,60 m
c) 320 m alternativa ¢
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12. A figura mostra uma esfera inscrita em um
cubo de aresta 4 cm (note que o plano de
cada face do cubo é tangente a esfera).
Calcule a area total da superficie esférica.
alternativa c

EDITORIA DE ARTE

, 4cm
4cm
a) 41 cm? c) 16mcm? e) T cm?
b) 81 cm? d) 32ncm?

13. (Unisc-RS) Analise as afirmativas a seguir.

I.Cilindrica, Coénica e Plana sdo as trés

principais classificacées das projecoes
cartograficas.

Il. Nas Projecoes Cartograficas Equivalentes,
busca-se manter a proporcionalidade das
areas apresentadas e, principalmente, a
exatiddo dos angulos e das formas como
ocorre, por exemplo, na Projecao de Peters.

lll.Uma das mais conhecidas Projecdes
Cartograficas Conformes é a de Mercator.
Nesse caso, as areas de latitudes altas
apresentam menos distorcoes em relagcao
as de latitudes baixas.

Assinale a alternativa correta. alternativa a

a) Somente a afirmativa | esta correta.

b) Somente a afirmativa Il esta correta.

c) Somente as afirmativas Il e lll estdo corretas.

d) Somente as afirmativas | e lll estdo corretas.

e) Nenhuma das alternativas esta correta.

PARA REFLETIR

NAO ESCREVA
NO LIURO.

Neste Capitulo, estudamos os corpos redondos (cilindros, cones e esferas), com
destaque para o cdlculo de suas areas e volumes. Entendemos a impossibilidade de
se planificar a superficie de uma esfera e, com base nisso, estudamos as projecdes
cartogréficas, considerando o planeta Terra uma esfera.

Nas paginas de abertura, foram abordados os formatos dos silos como modelos

concretos de corpos redondos.

Vamos refletir a respeito das aprendizagens do Capitulo 3: Respostas pessoais.

Vocé ja conhecia o cilindro, o cone e a esfera?

Para os calculos das areas de cilindros e cones, precisamos calcular a area de circulos.
Vocé lembrava como se faz esse calculo?

 Vocé conhecia as cisternas, usadas para a captacao da agua das chuvas?

Com relacgdo as projecoes cartograficas, destaque uma vantagem da projecao de

Mercator e uma vantagem da projecao de Peters.
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CAPITULD

ANALISE
COMBINATORIA

Em 1961, foi publicado o livro Cent mille milliards de poémes (Cem
mil bilhdes de poemas), do escritor francés Raymond Queneau (1903-1976),
que encantou os amantes de poesia e da Matematica. A obra rompeu com a
estrutura convencional dos livros e explorou a criatividade do leitor, por meio
de uma experiéncia interativa com os versos.

Esse livro contém dez sonetos impressos na frente de cada pagina. Como
um soneto é um poema composto de 14 versos, as paginas sao divididas em
14 tiras horizontais, permitindo que os versos de uma pdagina sejam com-
binados com os de outras paginas. Essa ideia engenhosa no formato fisico
do livro deixa fluir a criatividade do leitor, que pode compor, com base nas
possibilidades de combinag¢des, 10" sonetos distintos, todos com a mesma
estrutura, ou, como sugere o titulo, “cem mil bilh6es de poemas”.

A ideia é possibilitar a criacdo de sonetos classicos regulares (dois quartetos e
dois tercetos) bem construidos, por meio de uma “maquina de produzir poemas”.

NAD ESCREVA
. . NO LIURD.
Ver as Orientag6es para o professor.

[e]e}
@8] Agora, relina-se a um colega, e facam o que se pede em cada questao.

1. Vocés gostam de poesia? Conversem sobre obras e autores que escrevem
esse tipo de texto.

2. De acordo com o texto e a imagem apresentados, qual foi a inovacio do
livio Cem mil bilhoes de poemas?

3. Inspirando-se em Raymond Queneau, criem um livro interativo. Separem
trés folhas de papel sulfite e criem, em cada uma, uma estrofe com quatro
versos, de modo que as rimas sejam alternadas (a primeira com a terceira
e a segunda com a quarta). Em seguida, colem ou grampeiem as folhas na
margem esquerda e recortem os versos em tiras, da mesma maneira apre-
sentada no livro de Queneau.

4. Com base no livro confeccionado na atividade anterior, qual é a quantidade
de combinacgdes possiveis para criar uma estrofe com quatro versos? Como
vocés calcularam essa quantidade?
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= QUENEAU, Raymond. Cent mille milliards de poémes. Paris: Gallimard,
1961. Fotografia da obra durante a exposicdo Tarefas infinitas: quando
a arte e o livro se ilimitam, realizada pelo Sesc Sao Paulo em 2018.
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Introducao

Diariamente, inserimos em nossos computadores, smartphones ou tablets uma série de
dados pessoais protegidos por senhas. Uma senha pode conter letras, mailsculas ou minusculas,
numeros e simbolos. Dependendo da quantidade de caracteres utilizados, o nimero de possi-
bilidades de senhas diferentes pode ser da ordem dos milhdes; por exemplo: existem 11 881 376
senhas diferentes compostas de exatamente cinco letras minusculas do nosso alfabeto.

Quantificar o numero de possibilidades de senhas é um assunto da Combinatéria, drea da
Matemadtica que analisa e estuda problemas de contagem de possibilidades, além de outros
conteudos. Neste Capitulo, vamos estudar e conhecer algumas técnicas de contagem de possi-
bilidades da Combinatéria, como o principio multiplicativo, a permutacao, o arranjo simples e
a combinacao simples.

Principio multiplicativo

Antes de apresentarmos a definicao do principio multiplicativo, vamos analisar dois problemas.

Problema 1: De quantos modos distintos Adelaide pode vestir o manequim de sua
loja, sabendo-se que ela separou, para a realizacao dessa tarefa, uma calca, uma bermuda
e quatro camisetas?

Todas as possibilidades de vestir esse
manequim estao representadas no diagrama
a seguir, denominado arvore de possibi-
lidades ou diagrama de arvore. Para isso,
consideramos: as indicagdes bermuda (B) e
calca (C); as quatro camisetas, nas cores verde
(V), azul (A), preta (P) e rosa (R); e o resultado
BV, por exemplo, que representa a com-
posicdao do manequim com a bermuda e a

camiseta verde. o ) S
= Possibilidades para vestir o manequim utilizando-se

uma bermuda e quatro camisetas.

Bermuda
ou calca

.-—

Camisetas Resultados

TE< DO
o
o)

R——(CR
2 possibilidades 4 possibilidades 8 possibilidades

138 =

GLAMOUR/SHUTTERSTOCK.COM



Pelo diagrama, ha 8 possibilidades diferentes de se vestir o manequim. Outro modo de

solucionar esse problema é efetuando a seguinte multiplicacdo:
2:-4=28
Nessa multiplicagao:

« ofator 2 é o numero de possibilidades para vestir a parte de baixo do manequim (bermuda

ou calca);

« o fator 4 é o niumero de possibilidades para vestir a parte de cima do manequim (camiseta).

Problema 2: Usando apenas os algarismos 2, 3, 7 e 9, sem repeti-los, quantos numeros

E naturais podemos formar de modo que sejam maiores do que 400 e menores do que 9997
L
< : . : , :
iagrama de arvore a seguir mostra todos os nimeros que podemos formar respeitando
o O diag d g tra tod que pod f peitand
9 as condicoes do problema.
0 <«
LIJ o -
) Centenas Dezenas Unidades Numeros formados
< —
o X 3 723
2
®) EE) — 9 729
'L
o 2 732
(O 7 3
< O < 9 739
O =T 2 792
- 9 <
g D 3 793
O
= 3 923
O o 2 <
o 7 927
é o 2 932
Ll
9 3
= —;
- 2 972
7
é < 3 973
L 2 3 2 12
I<_t possibilidades possibilidades possibilidades possibilidades
ortanto, ha 12 possibilidades de nimeros naturais que podemos formar respeitando as con-
= Portanto, hd 12 possibilidades d t demos f tand

di¢des impostas. Outro modo de solucionar esse problema é efetuando a seguinte multiplicagao:

2:3:2=12
Nessa multiplicacao:

« 0 primeiro fator 2 é o nimero de possibilidades de algarismos para a centena (7 ou 9), uma

vez que os numeros devem ser maiores do que 400;

« o fator 3 é o numero de possibilidades para a dezena, pois, uma vez definido o algarismo da

centena, ele nao pode ser repetido na dezena;

« 0 Uultimo fator 2 é o niUmero de possibilidades para a unidade, ja que, uma vez definidos o

algarismo da centena e o algarismo da dezena, nenhum deles pode ser repetido na unidade.

= 139
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Os problemas anteriores exemplificam o principio multiplicativo, também conhecido como
principio fundamental da contagem, que pode ser definido do seguinte modo:

Se um evento E pode ocorrer em k etapas sucessivas, de modo que:
ha p, possibilidades diferentes de ocorrer a primeira etapa;
definida a primeira etapa, ha p, possibilidades diferentes de ocorrer a segunda etapa;
definida a segunda etapa, ha p, possibilidades diferentes de ocorrer a terceira etapa;

definida a penultima etapa, ha p, possibilidades diferentes de ocorrer a ultima etapa;
entdo, o numero de possibilidades diferentes de o evento E acontecer é:

P Py P3Py

O principio multiplicativo é uma das ferramentas bdasicas de contagem e é uma das mais
utilizadas para solucionar problemas desse tipo. Para utiliza-lo, é necessario identificar o evento,
estabelecer em quantas etapas ele pode acontecer e, para cada uma das etapas, quantificar suas
possibilidades de ocorréncia. Além disso, dependendo das condi¢cdes impostas pelo problema,
devemos adotar determinadas estratégias para a utilizagcao desse principio.

Observe, a seguir, cinco exemplos.

Exemplo 1: Uma pesquisa elaborou um questionario contendo 8 perguntas de mul-
tipla escolha, com 4 alternativas cada uma. Se o entrevistado deve responder a todas as
perguntas, escolhendo uma Unica alternativa, quantas respostas diferentes para esse ques-
tionario a pesquisa pode receber?

Identificar o evento, estabelecer em quantas
etapas ele pode acontecer e quantificar as pos-
sibilidades de ocorréncia de cada etapa é um
processo de criatividade e imaginacao.

Neste exemplo, imagine que vocé respondera
as 8 perguntas desse questionario na ordem em
que elas sao apresentadas. Desse modo, temos
o evento “responder ao questionario” sendo exe-
cutado em 8 etapas, sendo que cada etapa é a
selecao da resposta para uma pergunta. Além
disso, como ha 4 alternativas em cada pergunta, = Imagem de um questionario com oito questoes
ha 4 possibilidades em cada etapa. € quatro alternativas cada uma.

Assim, pelo principio fundamental da contagem, a quantidade de respostas diferentes para
esse questiondrio é dada pela multiplicacao a sequir.

BUMP23/SHUTTERSTOCK.COM

numero de possibilidades em cada etapa

|
4-4-4-4-4-4-4-4=65536
8 etapas

Portanto, a pesquisa pode receber 65 536 respostas diferentes para o questionario.

140 =
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Exemplo 2: De quantos modos diferentes quatro pessoas podem se sentar em um banco
de cinco lugares?

Para determinar o evento desse exemplo,
vamos imaginar que as quatro pessoas se
sentam no banco uma apds a outra, isto é, a
primeira pessoa escolhe um lugar e se senta
no banco; depois, a segunda pessoa faz o
mesmo; em seguida, a terceira pessoa; e, por
fim, a quarta pessoa. Desse modo, temos o
evento “sentar-se em um banco de cinco
lugares” sendo executado em 4 etapas. Além disso, ha:

« 5 possibilidades diferentes de ocorrer a primeira etapa, pois havia inicialmente 5 lugares vazios
no banco para a primeira pessoa escolher;

4 possibilidades de ocorrer a segunda etapa, pois sobraram 4 lugares vazios no banco para a
segunda pessoa escolher, uma vez que a primeira pessoa ja ocupou um lugar;

« 3 possibilidades de ocorrer a terceira etapa, pois sobraram 3 lugares vazios no banco apés as
duas primeiras pessoas ocuparem seus lugares;

« 2 possibilidades de ocorrer a quarta etapa, pois sobraram 2 lugares vazios no banco apos as
trés primeiras pessoas ocuparem seus lugares.

Logo, a quantidade de modos diferentes como quatro pessoas podem se sentar em um
banco de cinco lugares é expressa pela seguinte multiplicagao:

9AIR/SHUTTERSTOCK.COM

= Banco com cinco lugares disponiveis.

numero de possibilidades em cada etapa

5:-4-3-2=120

—_—

4 etapas
Portanto, existem 120 modos diferentes de as quatro pessoas se sentarem no banco.

Exemplo 3: Quantas senhas de quatro algarismos distintos podem ser criadas de modo
que o numero formado seja par?

Imagine que vocé tenha de criar uma senha com essas caracteristicas. Nesse caso, o evento
“criar uma senha” pode ocorrer em 4 etapas, sendo a primeira escolher o algarismo da unidade;
a segunda escolher o algarismo da dezena; a terceira escolher o algarismo da centena; e a quarta
escolher o algarismo da unidade de milhar.

Como a senha criada deve ser um numero par, o
numero de possibilidades de ocorrer a primeira etapa
- escolher o algarismo da unidade - é 5, uma vez que
0s unicos algarismos que podem ser escolhidos sao O,
2,4,6e8.

= Uma das possibilidades de senha em um
cadeado com senha de quatro digitos.

TKEMOT/SHUTTERSTOCK.COM
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Como existem, no total, 10 algarismos (0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 € 9) e a senha deve conter quatro
algarismos distintos, o nimero de possibilidades da segunda etapa é 9, pois, uma vez definido o
algarismo da unidade, ele ndao pode ser utilizado novamente. Pelo mesmo raciocinio, o nimero
de possibilidades da terceira etapa é 8, e o nUmero de possibilidades da quarta etapa é 7, uma
vez que os algarismos definidos nas etapas anteriores nao podem ser utilizados novamente.

Assim, a quantidade de senhas com as caracteristicas impostas pelo problema é dada pela
multiplicacao:

5-9-8-7=2520

Portanto, 2520 senhas pares podem ser criadas com quatro algarismos distintos.

Note que, nesse exemplo, definimos como primeira etapa aquela em que havia a maior quan-
tidade de restricoes (a escolha do algarismo da unidade era mais restrita do que as escolhas dos
demais algarismos). Essa é uma estratégia para a utilizacao do principio multiplicativo: quantificar
primeiro as possibilidades da etapa que contém o maior niumero de restricoes.

Exemplo 4: Utilizando cinco cores diferentes, de quantas
maneiras é possivel colorir a figura de modo que as regides
adjacentes, que possuem um lado em comum, tenham cores
distintas?

Observe, a seguir, uma das possibilidades de colorir a figura obedecendo as condicbes esta-
belecidas no enunciado.

Como a figura é composta de 6 regides, uma horizontal (A) e cinco verticais (B, C, D, E e F),
o evento “colorir a figura” pode ocorrer em 6 etapas, que recebem o mesmo nome da regiao a
ser colorida, conforme indica o esquema a seguir.

[>+]

()

()

m

m
ILUSTRAGOES: SERGIO LIMA

Iniciando a quantificagao das possibilidades pela etapa A, obtemos:
5 possibilidades para a etapa A, pois ha 5 opcdes de cores para pintar a regidao horizontal;
4 possibilidades para a etapa B, pois a cor definida para a regido horizontal ndo pode mais ser
utilizada;
3 possibilidades para a etapa C, pois a regiao C deve ter uma cor diferente das cores das
regides A e B;

luga =
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« 3 possibilidades para a etapa D, pois a regidao D deve ter uma cor diferente das cores das
regides A e C (perceba que a regido D pode ter a mesma cor da regido B);
3 possibilidades para a etapa E, pois a regidao E deve ter uma cor diferente das cores das
regides A e D;
3 possibilidades para a etapa F, pois a regiao F deve ter uma cor diferente das cores das
regides A e E.
Logo, a multiplicacao a seguir expressa o nUmero de maneiras possiveis de colorir a figura.
5-4-3-3-3-3=1620
Portanto, a figura pode ser colorida de 1620 maneiras diferentes.

( Exemplo 5: Quantos nimeros pares com trés algarismos distintos podemos formar? )

O evento “formar um nimero par com trés algarismos" pode ocorrer em 3 etapas, sendo a primeira
escolher o algarismo da centena; a segunda escolher o algarismo da dezena; e a terceira escolher o
algarismo da unidade. Além de escolhermos algarismos distintos para cada etapa, na primeira nao
podemos escolher o 0 para a centena, pois, nesse caso, 0 nNUmero nao teria trés algarismos; ja na ultima
etapa, temos de escolher 0, 2, 4, 6 ou 8 como algarismo da unidade para formar um ndmero par.

Comecando pela ultima etapa, que tem o maior niumero de restricoes, ha 5 possibilidades
para o algarismo da unidade; com isso, o nimero de possibilidades da centena depende do
que foi definido para a unidade. Se foi escolhido o 0 para a unidade, ha 9 possibilidades para
a centena; caso contrario, ha 8 possibilidades. Quando esse impasse acontece, é necessario
dividir a ocorréncia do evento em dois casos mutuamente excludentes, ou seja, se ocorrer um
dos casos, o outro ndo ocorrerd. Acompanhe os casos a seguir.

« Caso 1: Quando o algarismo da unidade é 0.
Nesse caso, ha 1 possibilidade para o algarismo da unidade (o algarismo 0), 9 possibilidades
para o algarismo da centena e 8 possibilidades para o algarismo da dezena, pois o nimero
formado deve ter trés algarismos distintos. Pelo principio multiplicativo, a quantidade de
numeros com trés algarismos distintos que terminam em 0 é:

9:-8:-1=72

« Caso 2: Quando o algarismo da unidade é 2, 4, 6 ou 8.
Nesse caso, ha 4 possibilidades para o algarismo da unidade (2, 4, 6 ou 8), 8 possibilidades
para o algarismo da centena (ndao pode ser 0 nem ser igual ao algarismo da unidade) e 8 pos-
sibilidades para o algarismo da dezena (pode ser 0, mas nao pode ser igual aos algarismos da
unidade e da centena). Pelo principio multiplicativo, a quantidade de niumeros desse caso é:

8-8-4=256

Como o numero par ou termina em 0 ou termina em 2, 4, 6, ou 8,

pelo principio aditivo podemos adicionar as quantidades dos dois casos.

72 + 256 = 328 Principio aditivo
Portanto, podemos formar 328 nimeros pares com trés algaris- Se dois conjuntos A e B
mos distintos. sao finitos e disjuntos,

L. S T ouseja, ANB =, 0
Nesse exemplo, para a aplicagao do principio multiplicativo, nimero de elementos da

utilizamos a estratégia de dividir o evento em dois casos mutua- unido A U B é dado por:
mente excludentes. Ao final, aplicamos o principio aditivo de n(A U B) = n(A) + n(B)
conjuntos disjuntos. -——

= 143



Fatorial

Neste tépico, vamos apresentar o numero fatorial. Ele sera utilizado nas técnicas de conta-
gem, permutacao, arranjo simples e combinacao simples. Acompanhe sua definicao.

Sendo n um numero natural, com n = 2, definimos o fatorial de n como o produto
dos n nimeros naturais consecutivos de 1 a n e o indicamos por n! (Ié-se: n fatorial ou

fatorial de n).

nm=n-nh—-7N-Nn—2-..-3:-2-1

Definem-se também 1! = 1e 0l = 1.

Por exemplo:

ouigual a 2:

n=n-mn-1-0n-2-n-3)-..-3

~

e 20=2-1=2 e 4 =4-3-2-1=24
e 31=3:2:-1=6 e 5!=5-4-3-2-1=120

A partir da definicao de fatorial, podemos escrever, para qualquer n natural maior do que

21

(h—1)!

Portanto:! nl=n-(n— 1!

8!=8:7-6:-5-4-3-2-1=8-7!
7!

Gipitanichi 3-8 RESOLVIDAS

1. Fernanda precisa organizar 15 livros, um do
lado do outro, em uma prateleira. De quan-
tas maneiras diferentes ela pode realizar essa
tarefa?

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUCAO PROIBIDA

Resolucao

O evento “organizar 15 livros um do lado do
outro" pode ocorrer em 15 etapas, sendo cada
etapa a colocacdo de um livro na prateleira.
A primeira etapa tem 15 possibilidades, pois
Fernanda deve escolher um dos 15 livros para
ser colocado primeiro na prateleira. A segun-
da etapa tem 14 possibilidades, uma vez que
um livro ja foi colocado. A terceira etapa tem

14y =

Podemos escrever, por exemplo, 8! = 8 - 7!, pois:

As calculadoras cientifi-
cas possuem uma tecla
especifica para o calculo
do fatorial, normalmente
indicada por "x!".

13 possibilidades, e assim por diante, até a
décima quinta etapa, que é a colocagao do
ultimo livro na prateleira. Desse modo, pelo
principio fundamental da contagem, o nu-
mero de maneiras diferentes de organizar
esses livros é:

15-14-13-...-3-2-1=15!

Portanto, Fernanda pode organizar esses li-
vros de 15! maneiras diferentes.
Dependendo da ordem de grandeza, é
comum respostas de problemas de conta-
gem serem expressas por numeros fatoriais,
por exemplo: 15! = 1307674368 000
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2.

(Enem/MEC) Um modelo de telefone celular
oferece a opcao de desbloquear a tela usan-
do um padrao de toques como senha.

ENEM, 2020

Os toques podem ser feitos livremente nas
4 regides numeradas da tela, sendo que o
usuario pode escolher entre 3, 4 ou 5 toques
ao todo.

Qual expressao representa o nimero total de
codigos existentes?
a) 4 — 44— &

b) 4° + 4* + 4

) 45X 44 X 43
Resolucao

Como a senha para desbloquear a tela do ce-
lular pode conter 3, 4 ou 5 toques, o evento
“criar uma senha” para desbloquear a tela do
celular pode ser dividido em trés casos mu-
tuamente excludentes.

Caso 1: A senha contém 3 toques.

Nesse caso, o evento pode ocorrer em
3 etapas, uma para cada toque, e ha 4 possi-
bilidades em cada etapa, pois a tela do celu-
lar apresenta 4 regides numeradas de 1 a 4.
Logo, pelo principio multiplicativo, o nimero
de senhas possiveis que contém 3 toques é
expresso por:

d) @'y
e) 4

4-4-4=24

Caso 2: A senha contém 4 toques.
Nesse caso, o evento pode ocorrer em 4 eta-
pas, uma para cada toque, e ha 4 possibili-
dades em cada etapa. Logo, o numero de
senhas possiveis que contém 4 toques é ex-
presso por:
4-4-4-4=4
Caso 3: A senha contém 5 toques.
Nesse caso, o evento pode ocorrer em 5 eta-
pas, uma para cada toque, e ha 4 possibi-
lidades em cada etapa. Logo, o nimero de
senhas possiveis que contém 5 toques é ex-
presso por:
4-4-4-4-4=04
Como os casos 1, 2 e 3 constituem conjuntos
disjuntos, isto é, eles ndo possuem elementos
em comum, pelo principio aditivo, o niUmero
total de codigos existentes é dado por:
P+ a4+ g
Portanto, estd correta a alternativa b.

. Simplifique.

211

19!

10! + 8!
b) 8!

n!
(n—2)!

Resolucao

211 21-20-19!
T TR
10'+8 _10-9-8+8!
8l 8! B
_8l10-9+1)
== =9
o —n! _n-(n=10-(n—-2!_
(n —2)! (n—2)!

=n’—n

)

= 420

b)

. Determine o conjunto solucdo da equacao

(n — 4)! = 120.

Resolucao
nh—4N=120=>nNn—-49'=5-4-3-2-1=
= (n —4)! =75

Pela igualdade entre numeros fatoriais,
obtemos:
(h—4N=5!=n—-4=5=>n=9
Portanto, o conjunto solucao da equacao é
S={9%

= 14S
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ATIVIDADES

1. Catarina e Virginia combinaram ir juntas a
um show. Catarina mora na rua A e vai buscar
a amiga Virginia, que mora na rua B. De 13,
seguirao para o endereco onde ocorrera o
show, na rua C. Para Catarina chegar a casa
de Virginia, ela tem trés caminhos diferentes
(x, y ou z). J& para ir da casa de Virginia
ao show, elas tém duas opc¢des diferentes
(caminho 1 ou caminho 2).

a) Quais sao os caminhos que Catarina pode
percorrer para ir ao show, saindo de sua
casa e passando pela casa de Virginia?

b) Como vocé calcularia o total de opc¢des
de caminho listadas no item a aplicando
o principio multiplicativo? 3-2=6

c) Desenhe o diagrama de arvore dos possi-
veis caminhos que Catarina pode percorrer
para ir ao show, passando pela casa de

Virginia. Ver as Orientacées para o professor.

2. Uma moeda tem duas faces: cara (K) e

coroa (C). Lanca-se essa moeda trés vezes

seguidas e observa-se qual das faces fica

voltada para cima.

a) Represente, em um diagrama de arvo-
re, todos os resultados possiveis desse
experimento. VerasOrientacées para o Professor.

b) Pelo principio fundamental da contagem,
escreva a multiplicacdo que expressa a
quantidade de resultados possiveis desse
experimento. 2-2-2

3. No cardépio de café da manha de uma lan-

chonete, ha quatro sabores de suco, trés op-
¢6es de lanche e dois tipos de fruta. Pagando
um valor fixo, o cliente pode escolher um
suco, um lanche e uma fruta. De quantas ma-
neiras diferentes é possivel compor um café
da manha nessa lanchonete? 24 maneiras

4. (UECE) Uma prova do exame vélido para

selecdao de vagas visando ao ingresso em
Instituicdes de Ensino Superior é elaborada
da seguinte forma:

14E =

1. a) As possibilidades de caminho séo (x, 1), (x, 2), (v, 1), (v, 2), (z, ) e (z, 2).

NAO ESCREVA
NO LIVRO.

I. 40 questdes sao formuladas no formato
objetivo, com alternativas de respostas ou
conclusdes das quais apenas uma é correta.

Il. Cada questdo disponibiliza 5 alternativas
para identificacdo, pelo candidato, da-
quela que é a Unica correta.

Assim, é correto concluir-se que o numero de

gabaritos que podem ser construidos para

essa prova é alternativa a

a) 5%

b) 40°.

c) 5-(60!).

d) 60 - (5.

5. Escreva uma situacao-problema de Combina-
toéria cuja resolucao possa ser expressa pelo
diagrama de possibilidades a seguir.

Resposta pessoal.

.I\
O 00

EDITORIA DE ARTE

©

6. Oito cavalos disputam uma corrida. Quantas
sdo as possibilidades de chegada para os 3 pri-
meiros lugares? 336 possibilidades

7. Em uma sala de espera, hé seis cadeiras
dispostas lado a lado. De quantos modos dis-
tintos quatro pessoas podem ocupar esses
lugares? 360 modos
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8. Afigurailustra oito vagas vazias de um esta-

cionamento. De quantas maneiras diferentes
quatro carros podem ocupar quatro dessas
vagas? 1680 maneiras

. (UFAL) Quantos numeros inteiros positivos di-

visiveis por 5, de 4 algarismos distintos, podem

ser escritos com os algarismos 1,3, 5,7, 9?
24 nimeros

10. (UFG-GO) Utilizando as notas do, ré, mi, fa,

sol, 1a e si, um musico deseja compor uma
melodia com 4 notas, de modo que tenha
notas consecutivas distintas. Por exemplo:
{do, ré, do, mi} e {si, ré, mi, fa} sdao melodias
permitidas, enquanto que {ré, ré, d6, mi} ndo,
pois possui duas notas ré consecutivas.

a) Escreva cinco melodias diferentes, de

acordo com o critério dado.
Ver as Orientagoes para o professor.

b) Qual o nimero de melodias que podem

ser compostas nessas condicoes?
1512 melodias

. Determine a quantidade de nimeros:

a) com quatro algarismos. 9000 nimeros

b) com quatro algarismos distintos.
4536 numeros

c) divisiveis por 5, com quatro algarismos
distintos. 952 nimeros

12.(UEG-GO) Maria tem 5 saias, sendo uma de

cada cor: azul, vermelha, branca, preta e lilas.
Ela possui ainda 4 blusas: azul, rosa, marfim e
preta. De quantas formas diferentes ela po-
dera se vestir de modo a nao usar saia e blusa
da mesma cor? alternativa c

a) 10 d) 12
b) 09 e) 16
c) 18

13. Calcule.
a) 6! 720

b) 10! 3628800

8!
c) Gl 336

17!
d) 151 272

e) 6! +31—21 181

5! 30

f) 4! —12!! il

14.Flavia tem seis lapis de cores diferentes. De
quantas maneiras distintas ela pode colorir
a figura a seguir de modo que os quadrados
com um lado em comum nao tenham cores
iguais? 630 maneiras

ILUSTRAGOES: EDITORIA DE ARTE

15. Simplifique as expressoes:
n!

(h—=1)!

@n!+ 3n —1)!

1
b) (B3n + 1! 3n

a) n

16.Resolva as equacoes:
a) (n—2)1 =720 s=18}
b) (n —2)!=2(n— 4)! s=#

17. (Ufop-MG) Resolva a equacio

n! (n+ N!
=21 (=1

=6n—4 s={2

18. Para proteger seus dados em um aplicativo
bancario no celular, Flavia criou uma senha
com seis caracteres diferentes. Ela escolheu
vogais minusculas para os trés primeiros ca-
racteres e algarismos para os trés ultimos.
Quantas senhas distintas podem ser criadas
com essas caracteristicas? 43200 senhas

= 147
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PEOPLEIMAGES.COM - YURI A/SHUTTERSTOCK.COM

Seguranca digital: o papel fundamental das senhas

Desde a era dos primeiros computadores até a atualidade, as senhas tém sido a pri-
meira linha de defesa contra invasores cibernéticos interessados em acessar informacgdes
confidenciais. A importancia de criar senhas seguras nao pode ser subestimada. Uma senha
robusta, que combina letras maiusculas e minudsculas, nimeros e caracteres especiais, fun-
ciona como uma fortaleza digital, o que dificulta tentativas de invasao.

Contudo, a seguranca digital vai além da criacao de senhas complexas. Muitos sites
e aplicativos tém adotado medidas adicionais para garantir a protecao dos dados de
seus usudrios. A autenticacdo em duas etapas, por exemplo, adiciona uma camada extra
de seguranca, exigindo um segundo método de verificagdo, como um cédigo enviado
por mensagem de texto ou gerado por um aplicativo especifico. Essa abordagem reduz
significativamente o risco de acesso nao autorizado, mesmo se a senha principal for
comprometida.

Outra medida de protecao adicional é o uso de tecnologias biométricas, como impres-
sao digital ou reconhecimento facial. Portanto, é essencial que os usudrios verifiquem quais
medidas estdo disponiveis em cada caso e as utilizem de forma eficaz. Ao adotar essas pra-
ticas de seguranca digital, o usudrio aumentara a garantia da integridade dos seus dados.

= As senhas ajudam a
garantir a privacidade
€ a seguranca no
uso de dispositivos
eletronicos.

Com base na leitura do texto, retina-se a um colega, e facam o que se pede.

« Discutam outras estratégias que possam aumentar a seguranca digital e comentem os

riscos que uma pessoa corre ao ter seus dados violados. Veras Orientacées para o professor.
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MIKE POWELL/STOCKBYTE/GETTY IMAGES

Permutacao simples

Saiba que...

Alguns problemas de Combinatéria que aparecem com muita fre-
quéncia consistem em determinar a quantidade de sequéncias (ou
filas) que é possivel formar com n objetos distintos apenas trocando-
-os de lugar. Acompanhe o exemplo.

Quatro atletas, A, B, C e D, disputam uma corrida feminina de 100 m rasos. De quantas
maneiras pode ocorrer a ordem de chegada dessa corrida, sabendo-se que nao ha empates em
nenhuma das posicdes?

Permutar é sindnimo
de trocar.

= A quantidade de
maneiras como 0s
competidores podem
chegar ao final
de uma corrida é
determinada por uma
permutagao simples.

A resolucao desse problema pelo principio fundamental da contagem é dada pela

multiplicacao:
4-3-2-1=24

Note que, nessa multiplicacdo, os fatores 4, 3, 2 e 1 correspondem, respectivamente, ao
numero de possibilidades de se definirem, nesta ordem, o 1% 0 2°, 0 3% e 0 4° lugares. Observe
que essa resolucao também pode ser representada pelo seguinte nimero fatorial:

4=4-3-2-1=24

As 24 ordens possiveis de chegada dessas quatro atletas estao representadas no quadro a

seguir, e cada uma delas é chamada de permutagao simples das atletas A, B, Ce D.

ABCD ACDB BACD BCDA CABD CBDA DABC DBCA
ABDC ADBC BADC BDAC CADB CDAB DACB DCAB
ACBD ADCB BCAD BDCA CBAD CDBA DBAC DCBA

Seja E um conjunto com n elementos distintos, com n € N*. Cada sequéncia diferente
dos n elementos de E é denominada permutacao simples, e 0 nimero de permutagdes
simples dos n elementos é indicado por P,, em que:

P. = n!

= 149
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Observe a seguir outros exemplos em que a permutagao simples é empregada.
a) As sequéncias (1,2, 3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2) e (3,2, 1) sao as permutagdes simples
do conjunto {1, 2, 3}. Note que o numero de permutac¢des desse conjunto é:
P,=31=3-2-1=6
b) De quantas maneiras é possivel dispor 10 livros distintos, lado a lado, em uma prateleira?
Cada sequéncia diferente em que os livros sao colocados na prateleira € uma permutacao
simples desses 10 livros. Logo, o numero de maneiras de dispor esses livros é:

P,, = 10! = 3628 800

» Permutacao com repeticao

Um anagrama é formado pela troca de posicao das letras de uma palavra, podendo ou ndo
ter significado na lingua de origem. Por exemplo, os anagramas da palavra CABO sao:

CABO CBOA ACBO ABOC BCAO BAOC OCAB OABC
CAOB COAB ACOB AOCB BCOA BOCA OCBA OBCA
CBAO COBA ABCO AOBC BACO BOAC OACB OBAC

Cada anagrama da palavra CABO é uma permutacao simples das letras C, A, B e O. Logo, o

numero de anagramas dessa palavra é dado por:
P, =4 =24

Considere, agora, os anagramas da palavra PIPA, que contém 4 letras — a mesma quanti-
dade da palavra CABO. Como a letra P se repete na palavra, quando trocamos um P pelo outro,
obtemos 0 mesmo anagrama, e nao um diferente. Com isso, o niUmero de permutacdes simples
P, = 4! conta cada anagrama 2 vezes, uma vez que ha 2! maneiras de trocar as letras P entre si.
Desse modo, o numero de anagramas da palavra PIPA é obtido pela seguinte divisao:

Os 12 anagramas da palavra PIPA sao:

PIPA PPIA PAPI IPPA IAPP APPI
PIAP PPAI PAIP IPAP APIP AIPP

De forma analoga, o numero de anagramas da palavra ABACATE, que tem 7 letras, sendo
uma delas (a letra A) repetida trés vezes, é dado pela divisao a seguir.

7' _7-6-5-4-3

3 31 =840

Isso ocorre porque o niumero de permutagdes simples, 7!, conta 0 mesmo anagrama 3! vezes,

uma vez que ha 3! maneiras de trocar as letras A entre si.

1S0 =
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Para solucionar problemas de permutacdes com repeticao, podemos utilizar a seguinte
férmula:

O numero de permutacdes de n elementos, com n € IN*, em que um dos elementos se
repete o vezes, outro se repete [3 vezes, e assim por diante, até o ultimo elemento, que se

repete y vezes, é dado por:
Poc, By — n!

n ol - B!yl

Vamos agora considerar mais um exemplo: quantos anagramas tem a palavra RIGOROSO?
Essa palavra tem 8 letras, com a letra R se repetindo 2 vezes, e a letra O se repetindo 3 vezes.
Assim, o numero de permutagdes das suas letras é:

N N 2-1-3!

s = 5T 30 = 3360

Portanto, a palavra RIGOROSO tem 3 360 anagramas.

Gapissicii 3-8 RESOLVIDAS

5. Quantos nimeros de cinco algarismos dis- L___O

tintos podem ser formados usando-se os 3 letras
algarismos 1,3,5,7 e 87

Resolucao

Podemos solucionar esse exercicio de dois
modos.

1°¢ modo: Qualquer um dos cinco algarismos
dados pode ocupar a ordem das dezenas de
milhar, restando, entao, quatro algarismos para
a unidade de milhar, trés para a centena, dois
para a dezena e, finalmente, um para a unidade.
Entao, pelo principio multiplicativo, temos:
5-4-3-2-1=120

2° modo: Observe que cada permutacao
simples dos algarismos 1, 3,5, 7 e 8 gera um
numero diferente. O nimero de permutacdes
simples de 5 elementos é:

P, =5!'=120

Portanto, podemos formar 120 nimeros.

. Considere os anagramas da palavra LIVRO.

a) Quantos deles comecam com L e termi-
nam com O?

b) Quantos comecam com | ou terminam
com V?

Resolucao

a) Os anagramas que se iniciam com a letra L
e tém a letra O no final séo do tipo:

3 letras

Fixadas essas duas letras, observe que

cada permutacao simples das outras

3 letras gera um anagrama diferente.

Determinando P,, temos:

P,=31=3-2-1=6

Portanto, hd 6 anagramas que comegam

com L e terminam com O.

b) Considere:

+ X 0 numero de anagramas que comegam
com [;

= ¥y 0 numero de anagramas que terminam
comV;

» z0 nUmero de anagramas que come¢am
com | e terminam com V.

Desse modo, o numero de anagramas que

comecam com | ou terminam com V é ex-

presso por:x +y — z

Note que é necessario subtrair z, pois 0s

anagramas que comec¢am com | e ter-

minam com V, por exemplo ILROV, sdo

quantificados tanto pelo nimero x quan-

to pelo nimero y; consequentemente,

a adicao x + y conta duas vezes esses

anagramas.

Vamos calcular cada um desses nimeros.

= 1S1
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« Anagramas que come¢am com |[:
I

el
4 |letras

x=P,=4=4-3-2-1=24
« Anagramas que terminam com V:

\Y

————

4 letras
y=P4=4!=4-3-2-1=24

« Anagramas que comecam com | e termi-
nam com V:

I \Y

—_——

3 letras

z=P,=31=3-2-1=6
« Anagramas que come¢am com | ou termi-

nam com V:
X+ty—z=24+24-6=42

Portanto, 42 anagramas de LIVRO comecam
com | ou terminam com V.

Nove estudantes do Ensino Médio de uma
escola, sendo quatro do 12 ano, trés do 22 e
dois do 3¢, fardo uma apresentacao musical.
De quantas maneiras eles podem se posicio-
nar lado a lado para essa apresentacao, de
modo que os estudantes do mesmo ano per-
mane¢am juntos?

Resolucao

Decidir a posicao desses nove estudantes
pode ocorrer em quatro etapas. A primeira
é definir a posicao em que os 4 estudantes
do 12 ano estarao juntos, formando um bloco
do 1¢ ano. A segunda é definir a posicao em
que os 3 estudantes do 2° ano estarao juntos,
formando um bloco do 2° ano. A terceira é
definir a posicdo em que os 2 estudantes do
32 ano estardo juntos, formando um bloco do
32 ano. Por fim, definir a posicdo desses trés
blocos lado a lado.

Bloco 3¢ ano
[ ]

e |?

Bloco 1°ano Bloco 2° ano

i

» O numero de possibilidades da 12 etapa é

P,, pois ha 4 estudantes do 1° ano.
« O numero de possibilidades da 22 etapa é P,.
» O numero de possibilidades da 32 etapa é P,.
Como se trata de trés blocos, o nimero de
possibilidades de dispor lado a lado esses
blocos é P..

P, P P,

fit
Pelo principio multiplicativo, temos:
P -P,-P,-P,=4-31-2-3 =
=24-6-2-6=1728
Portanto, hda 1728 maneiras de os estudantes se

posicionarem lado a lado de modo que os es-
tudantes do mesmo ano permanegam juntos.

TG

3

i

. De quantas maneiras diferentes é possivel co-

lorir as cinco bandeirinhas ilustradas a seguir
de modo que quaisquer duas delas tenham
a cor azul e as demais tenham as cores verde,
amarelo e vermelho?

PN|PN|AN/NIBN

Resolucao
Considere que as letras Z, D, A e V representam
as cores:

« azul (2)
« verde (D)

Com isso, podemos indicar a forma como
as bandeirinhas poderao ser pintadas por
anagramas compostos pelas letras Z, Z, D, A
e V. Por exemplo, o anagrama DVZAZ indica
que as cinco bandeirinhas serdo pintadas, da
esquerda para a direita, nas cores verde (D),
vermelho (V), azul (Z), amarelo (A) e azul (2).
Determinando o nimero de permutacdes
dessas 5 letras, em que a letra Z se repete
2 vezes, temos:
I .4-3.91

- amarelo (A)
« vermelho (V).

Logo, ha 60 maneiras diferentes de colorir
essas bandeirinhas.

ILUSTRAGOES:

EDITORIA DE ARTE



9. Uma formiga, inicialmente no vértice A, anda sobre as linhas do quadriculado A

da figura, sempre para a direita ou para baixo, até chegar ao vértice B. De

quantas maneiras diferentes ela pode fazer esse percurso?

EDITORIA DE ARTE

Resolucao

Vamos indicar o deslocamento da formiga entre dois vértices consecutivos

~
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pode fazer.

letra B, temos:

wa_ 8 _8-7-6-5-41 _
= a-a321a 0

Logo, a formiga pode fazer esse percurso de 70 maneiras diferentes.

19. Escreva os seis anagramas da palavra PAZ. 21.Quantos anagramas da palavra EDITORA:
PAZ, PZA, APZ, AZP, ZPA e ZAP ,
20. (UFSM-RS) Para cuidar da satide, muitas pes- a) comecam com A? 720 anagramas
soas buscam atendimento em cidades maio- b) comecam com A e terminam com E?

120 anagramas

res, onde ha centros médicos especializados
22.Considere a palavra FELINO.

e hospitais mais equipados. Muitas vezes, o

pela letra D, se ela for para a direita, e pela letra B, se ela for para baixo. B
Alguns caminhos possiveis sdao: DDDDBBBB, BBBBDDDD, BDBDBDBD e
BBDDBBDD.
A A A A
B
B B B B E
DDDDBBBB BBBBDDDD BDBDBDBD BBDDBBDD 3

Observe que, para ir do ponto A ao ponto B, independentemente do caminho escolhido, a
formiga sempre fard 4 deslocamentos entre dois vértices consecutivos para a direita (DDDD) e
4 deslocamentos entre dois vértices consecutivos para baixo (BBBB). Desse modo, cada anagra-
ma formado pelas letras D, D, D, D, B, B, B e B representa um percurso diferente que a formiga

Calculando o numero de permutacdes dessas 8 letras, em que ha 4 repeticdes da letra D e 4 da

ATIVIDADES

transporte até essas cidades é feito por vans a) Quantos sdo os anagramas dessa palavg%

disponibilizadas pelas prefeituras. b) Quantos comecam com N? 120
Em uma van com 10 assentos, viajarao 9 pas-

sageiros e o motorista. De quantos modos
distintos os 9 passageiros podem ocupar

c) Quantos terminam com vogal? 360

d) Quantos apresentam as letras E, L e | jun-

suas poltronas na van? alternativa d tas e nessa ordem? 24
a) 4032. c) 40320. e) 403200. e) Quantos apresentam as letras E, L e | jun-
b) 36288. d) 362880. tas e em qualquer ordem? 144

= 1S3
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23.(UFMG) Permutando-se os algarismos do
numero 123456, formam-se nimeros de seis
algarismos.
Supondo-se que todos os nimeros formados
com esses seis algarismos tenham sido colo-
cados numa lista em ordem crescente,
a) DETERMINE quantos niumeros possui
essa lista. 720
b) DETERMINE a posicdo do primeiro nimero
gue comeca com o algarismo 4. 361
c) DETERMINE a posicao do primeiro nimero
que termina com o algarismo 2. 34
24.Um estudante ganhou quatro livros diferentes
de Matematica, trés livros diferentes de Fisica
e dois livros diferentes de Quimica. De quan-
tos modos distintos esses livros podem ser
enfileirados em uma prateleira de uma estante
mantendo-se juntos os da mesma disciplina?
1728 modos

25.Escreva os dez anagramas da palavra ARARA.
AAARR, AARAR, AARRA, ARARA, ARAAR,
ARRAA, RRAAA, RARAA, RAARA e RAAAR

26. Quantos anagramas tem cada palavra a sequir?

a) PATA 12
b) PARALELOGRAMO 129729600
c) GUANABARA 15120

27. Determine a quantidade de nimeros distin-
tos obtidos pela permutacao dos algarismos
dos nimeros:

a) 7343160 b) 343434 20

28. Alfredo, Armando, Ricardo, Renato e Ernesto
querem criar uma sigla com cinco simbolos,
sendo cada simbolo a primeira letra de seus
nomes. Qual é o numero total de siglas pos-
siveis de se formar? 30

29.Uma cesta contém dez frutas: seis macas e
quatro peras. Ana quer retirar, uma a uma, as
dez frutas dessa cesta. De quantas maneiras
ela podera retird-las? 210 maneiras

30. Quantos anagramas tem a palavra ARAPONGA

com a letra P ocupando o ultimo lugar?
840 anagramas

1Sy =

31. (UFSC) Calcule o nimero de anagramas da
palavra CLARA em que as letras AR aparecem
juntas e nessa ordem. 24 anagramas

32.Na figura a seguir, deslocando-se uma unidade
de cada vez, para cima ou para a direita, quan-
tos caminhos diferentes podem ser feitos
de A até B? 126 caminhos

41 - - - b
Jo
ST
]
S N N R R
0 1 2 3 4 5

33. (Unifimes-MG) Cinco amigos compraram in-
gressos para uma peca de teatro, de modo
que as poltronas ficavam na mesma fileira,
uma ao lado da outra. Sabendo que no dia da
peca um dos amigos nao pode comparecer,
e que as poltronas do teatro sao numeradas,
o numero de maneiras distintas dos quatro
amigos que foram ao teatro se sentarem nes-
sas poltronas era alternativa e

a) 30. d) 5.
b) 60. e) 120.
c) 20.

34.Para uma apresentacao de danca, oito dan-
carinos formardo uma fila de modo que
Julia e Guilherme fiquem lado a lado. De
quantas maneiras distintas eles poderdo
formar essa fila? alternativaa

71
a)7-2l a2

b) % e) 8- 2l
) 6l-2

35.Elabore uma situacio-problema cuja resolu-

¢ao seja dada pela multiplicacéo P, - P..
Resposta pessoal.
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Arranjo simples

Todos os problemas de arranjo simples sao solucionados pelo Saiba que...
principio multiplicativo. Acompanhe o exemplo. L

U de 30 do Ensino Médio d | Arranjar significa colocar

ma turma de 32 ano do Ensino Médio deve eleger um repre- em ordem, organizar.

sentante, um vice-representante e um suplente. Se apenas cinco -—
estudantes, Maria, Paula, Joao, Carolina e Everaldo, candidataram-
-se para esses cargos, de quantas maneiras distintas trés desses cinco estudantes podem
ser escolhidos?

Pelo principio multiplicativo, o nimero de maneiras distintas de escolher trés desses cinco
estudantes é dado pela multiplicacao:

5-4-3=60

Nessa multiplicacao, os fatores 5, 4 e 3 sdo, nessa ordem, o numero de possibilidades de
eleger o representante, o vice-representante e o suplente.

Dizemos que esse tipo de problema é um arranjo simples de 5 elementos tomados 3 a 3, pois
havia 5 candidatos para 3 cargos distintos (representante, vice-representante e suplente). Cada
um dos 60 resultados possiveis dessa eleicao é denominado arranjo simples de 3 estudantes
dos 5 candidatos.

E importante ressaltar que, mudando apenas os cargos dos estudantes eleitos, temos um
resultado diferente da eleicao. Por exemplo, o trio Maria (M), Paula (P) e Joao (J) poderiam ser
eleitos de seis maneiras distintas. Considerando que a primeira letra da sigla é a inicial do nome
do representante, a segunda letra é a inicial do nome do vice-representante e a terceira letra é
a inicial do nome do suplente, temos as seguintes opc¢oes:

MPJ MJP
JMP JPM
PMJ PIM

Seja E um conjunto com n elementos distintos, com n € N*, Cada sequéncia
de p elementos distintos de E é denominada arranjo simples de E.

A seguir, apresentamos outros exemplos de arranjos simples.

a) As sequéncias (M, P, J), M, J, P), U, M, P) e (E, C, J) sdao alguns dos arranjos simples de trés
elementos do conjunto {M, P, J, C, E}.

b) As sequéncias (1,3,5,7),(7,5,3,1),(1,9,5,11) e (5, 1, 3, 7) sao alguns dos arranjos simples de
quatro elementos do conjunto {1, 3, 5,7, 9, 11}.

= 1SS



» Férmula do arranjo simples

Apesar de todos os problemas de arranjo simples poderem ser quantificados por meio do prin-
cipio multiplicativo, também é possivel fazer essa quantificacdo por meio de férmula especifica.
Dado um conjunto E = {x,x, X, ....x }comn elementos, com n €IN*, pelo principio multi-
plicativo, o niumero de arranjos simples A, (lemos: arranjo de n elementos tomados p a p) de p
elementos distintos do conjunto E, ou seja, 0 numero de sequéncias com p elementos distintos
de E, é dado pela seguinte multiplicacao:
A =n-n—-17-n—-2:..-(n—p+1)

n,p

p elementos

Note que, nessa multiplicacao, o fator n é o niumero de possibilidades de escolher o primeiro

elemento da sequéncia; definido o primeiro elemento, (n — 1) é o numero de possibilidades de

escolher o segundo elemento; definidos o primeiro e o segundo elemento, (n — 2) é o nUmero

de possibilidades de escolher o terceiro elemento; e assim por diante, até o nimero de possibi-
lidades (n — p + 1) de escolher o ultimo elemento dessa sequéncia.

Para indicar o numero An,p utilizando fatoriais, vamos multiplicar a

Saiba que...

expressao anterior por EZ%Z)): Acompanhe. 0(t;7se_r\ll)t3!qZUe:
(n—p)! (n=p
@ An,p=n-(n—1)-(n—2)-...-(n—p+1).m
2 _n=10-=2--(n=p+t1)-M=p)-(n-—p—1)-..-3-2-1
v (n=p)!
™

Portanto, o nimero de arranjos simples A pde n elementos tomados p a p, em que n e p sao
numeros naturais diferentes de zero e p < n, pode ser determinado pela férmula:

A =_n
P (n—p)!

Acompanhe a aplicacdo dessa formula por meio do exemplo a seguir.
Para calcular o nimero de arranjos de 7 elementos tomados 3 a 3, podemos:

« utilizar o principio multiplicativo: A, ;=76 - 5 = 210

. | .6-5-4I
« ou utilizar a férmula: A, , = /Nt _7-6-5-4

S @7-31 a4l
Para assistir

« 0 JOGO da imitacao. Direcao: Morten Tyldum. EUA: Bristol Automotive; Reino Unido:
Black Bear, 2014. Streaming (114 min).
Essa ficgao aborda a vida e a contribuicdo do matematico inglés Alan Turing (1912-1954)
para desvendar o cédigo nazista durante a Sequnda Guerra Mundial.
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=7-6-5=210

REPRODUGAO/BLACK BEAR PICTURES

= Capa do filme O jogo da imitacao.
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11.

Gipivniiii 3-8 RESOLVIDAS

10. Quantos niimeros de trés algarismos distintos

podemos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4,

5e7? Comentar com os estudantes que, de modo
geral, as atividades de analise combinatoria

Resolucao podem ser resolvidas de diferentes maneiras.

Podemos solucionar esse exercicio de dois modos.
1° modo: Qualquer um dos seis algarismos
dados pode ocupar a ordem das centenas,
restando, entdo, dois algarismos para a deze-
na e, por fim, um algarismo para a unidade.
Entao, pelo principio multiplicativo, temos:
6:-5-4=120

2° modo: Cada numero formado com as ca-
racteristicas impostas pelo enunciado é um
arranjo simples de 3 elementos desses 6 al-
garismos. O numero de arranjos simples de
6 elementos tomados3 a3 é:

A —_6 _6-54-3
63 (6—3)! 3!
Logo, podemos formar 120 nimeros.

=120

Vinte pessoas se candidataram para uma co-
missao que serd composta de um presidente,
um vice-presidente, um tesoureiro e um secre-
tario. De quantas maneiras essa comissao po-
derd ser formada, sabendo-se que cargos dis-
tintos ndo podem ser ocupados pela mesma
pessoa e que o candidato Lucas foi seleciona-
do, mas seu cargo ainda nao foi definido?
Resolucao

A formacéo dessa comissdo pode ocorrer em
duas etapas. A primeira etapa é definir o cargo
do candidato ja selecionado, Lucas, e a segunda
é definir os candidatos para os outros trés cargos.
Ha 4 possibilidades para a primeira etapa,
porque Lucas pode assumir qualquer um dos 4
cargos da comissao. Definida a primeira etapa,
sobram 3 cargos e 19 candidatos. Cada arranjo
simples de 3 dos 19 candidatos é um modo de

12.

preencher as vagas dos 3 cargos que faltam. Por
isso, o nimero de possibilidades da segunda
etapa é a quantidade de arranjos simples A ..
Pelo principio multiplicativo, temos:

19! 19-18-17 - 16!

4 A0 =4 g 31 T
= 23256

Portanto, ha 23 256 maneiras de compor essa
comissao.

Uma prova de natac¢ao é disputada por 10 com-
petidores, dos quais 4 sao brasileiros. Qual é o
numero de resultados possiveis para a prova,
de modo que pelo menos um brasileiro fique
em uma das trés primeiras colocagdes?

Resolucao

Cada arranjo simples de 3 dos 10 nadadores é

um resultado possivel das trés primeiras co-

locagbes dessa competicdo. Logo, o total de

possibilidades das trés primeiras colocagoes é:
A —_ 100 _10-9-8-71_

0.3 (10 — 3)! 7!

Dos 10 competidores, 4 sao brasileiros, conse-
quentemente, 6 nao sao. Assim, cada arranjo
simples de 3 dos 6 competidores nao brasi-
leiros é um resultado da competicdo na qual
nao ocorre a presenca de brasileiros nas trés
primeiras colocagoes. Logo, o total de possi-
bilidades das trés primeiras coloca¢des, sem
que haja a presenca de brasileiros, é:
__ 6! _6-5-4-31_

SR TR TR
Subtraindo 120 do total de possibilidades,
que é 720, temos:

720 — 120 = 600
Portanto, ha 600 resultados possiveis em que
pelo menos um brasileiro fique em uma das
trés primeiras colocacoes.

720

ATIVIDADES

NAD ESCREVA
NO LIVRO.

36.Resolva os problemas a seguir de duas maneiras. A primeira utilizando o principio multiplicativo, e a
segunda utilizando a férmula do arranjo simples. Em seguida, responda: qual método de resolucao

vocé prefere? Por qué? Resposta pessoal.

a) De quantas maneiras trés pessoas podem se sentar em nove cadeiras numeradas de 1a 97 504 maneiras

b) Quantos numeros de cinco algarismos distintos podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3,

4,5,6,7 8 e 97 15120 nimeros

=157
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37. Elabore uma situacao-problema cuja resolu-
cdo possa ser determinada calculando-se o
numero de arranjos simples de 12 elementos
tomados 4 a 4. Resposta pessoal.

38. Copie o quadro no caderno e complete-o com
todos os arranjos simples, todas as sequéncias,
de 3 elementos do conjunto E = {A, B, C, D}.

ABQ|ACB | BACQ|BCA|(CAB) [CBA
(A, B, D) [ 1A/ D/B) 1B/ A D) 1B/ DA | ADAB) | AD/B/A)
(ACDY N AR DO NACA DIANC DA N IDA LY ADCA
(B, C, D) [ (B, DO N AC B, D) N AC DB A AD/B,C) | DG B)

39. (UFJF-MG) Um énibus com 40 assentos nume-
rados de 01 a 40 foi alugado para uma excur-
sdo que fard uma viagem com 25 turistas. De
quantos modos distintos os turistas poderao
ser acomodados para a viagem considerando
que nao ha preferéncia por lugares?

40!

151 c) 40 e) 40! — 15!
25; alternativa a
2 |

b) ] d) 15!

4 0. (Enem/MEC) Uma familia composta por sete
pessoas adultas, apos decidir o itinerario de
sua viagem, consultou o site de uma empre-
sa aérea e constatou que o voo para a data
escolhida estava quase lotado. Na figura, dis-
ponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas
estao marcadas com X e as Unicas poltronas
disponiveis sdao as mostradas em branco.

XIXIX] (XXX
XXX XXX
XXX (XXX

XXX (XXX
XXX XXX

ILUSTRACOES: EDITORIA DE ARTE

Disponivel em: www.gebh.net.
Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).

O numero de formas distintas de se acomodar

a familia nesse voo é calculado por alternativa a

41

a)% c 7 e)—'><—'

9!
b) 71X 2!

5!
d) 2—!><4!

158 =

4 1. Quantos niimeros de trés algarismos distintos
podemos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8 e9,incluindo sempre o algarismo 4?

. 168 nimeros
42.Sabendo-se que uma bandeira tem quatro

faixas horizontais:

a) quantas sao as possibilidades de pinta-la
com quatro cores distintas, escolhendo
entre vermelho, laranja, amarelo, verde,
azul, roxo e marrom? 840 possibilidades

b) quantas bandeiras podem ser pintadas se,
além da condicao do item a, a cor amarela
estiver sempre presente? 480 bandeiras

43.Em uma gincana escolar, cinco meninos e
sete meninas disputaram uma competicao.
Em quantos resultados possiveis dessa com-
peticao ha, pelo menos, um menino em uma
das trés primeiras colocagdes? 1110 resultados

44.(Enem/MEC) Um determinado campeonato
de futebol, composto por 20 times, é dispu-
tado no sistema de pontos corridos. Nesse
sistema, cada time joga contra todos os de-
mais times em dois turnos, isto &, cada time
joga duas partidas com cada um dos outros
times, sendo que cada jogo pode terminar
empatado ou haver um vencedor.
Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorre-
ram 126 empates, o nimero de jogos em que
houve ganhador é igual a alternativac
a) 64. c) 254. e) 634.
b) 74. d) 274.

45. (UFRGS-RS) Uma biblioteca esta elaborando
etiquetas de identificacao para os livros do
acervo de tal forma que, em cada etiqueta,
sdao usadas quatro letras distintas, de um al-
fabeto de 26 letras, e quatro algarismos tam-
bém distintos, de 0 a 9.

A figura abaixo mostra um exemplo de mo-
delo da etiqueta produzida.

EMAT9501

Assinale a alternativa que apresenta o nu-
mero total de etiquetas distintas produzidas
pela biblioteca. alternativa c

a) 26 +10 d) /‘\26’4 + A10'4
b) 26 - 10 e) 10A26,4 + 26A10’4
9] A26,4 : A1o,4



Combinacoées simples

Os problemas de combinacdes simples consistem em determinar o nimero de maneiras
possiveis de selecionar p elementos distintos entre n objetos diferentes disponiveis. Acompanhe
o exemplo.

De quantos modos distintos um professor pode selecionar um trio de um grupo de 5 estudantes?

Cada selecao diferente de 3 estudantes para formar o trio € denominada combinagao simples
de 3 elementos dos 5 estudantes. Por exemplo, suponha que os 5 estudantes sejam Maria (M),
Paula (P), Joao (J), Carolina (C) e Everaldo (E). Considerando que cada letra da sigla é a inicial de
um dos nomes, as 10 combinagdes simples de 3 elementos desses 5 estudantes sao:

MPJ MPC MPE MJC | MIE MCE | PJIC | PIE | PCE | JCE

Portanto, o professor pode selecionar o trio de 10 modos distintos.

Seja E um conjunto com n elementos distintos, com n &€ N*. Cada subconjunto de
p elementos distintos de E é denominado combinacao simples de E.

Observe alguns exemplos.

a) Os subconjuntos {q, b, ¢}, {a, b, d}, {a, ¢, d} e {b, ¢, d} sao todas as combinacdes simples de trés
elementos do conjunto {g, b, ¢, d}.

b) Os subconjuntos {2, 4, 6, 8}, {0, 2, 6, 10}, {0, 2, 4, 6} e {4, 6, 8, 10} sao algumas combinacdes
simples de quatro elementos do conjunto {0, 2, 4, 6, 8, 10}.

~
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» Férmula da combinacao simples

O quadro a seguir ilustra os 24 arranjos simples (sequéncias) de 3 elementos distintos e as
4 combinacdes simples (subconjuntos) de 3 elementos distintos do conjunto E = {1, 5, 10, 20}.

Combinacgées Arranjos

(subconjuntos) (sequéncias)
{1,5,10} (1,5,10) (1,10, 5) (5,1,10) (5,10,1) (10,1,5) (10,5, 1)
{1,5, 20} (1,5,20) (1,20,5) (5,1,20) (5,20, 1) (20,1,5) (20,5, 1)
{1,10, 20} (1,10, 20) (1,20,10) (10,1, 20) (10, 20, 1) (20,1,10) (20,10, 1)
{5, 10, 20} (5,10, 20) (5,20, 10) (10, 5, 20) (10, 20, 5) (20, 5,10) (20,10, 5)

Observe, no quadro, que, para cada uma das 4 combinacdes simples, ha 6 arranjos simples
correspondentes que contém, exatamente, os mesmos elementos dessas combina¢des em
diferentes ordens. Isso acontece porque o nimero de permutacdes simples de 3 elementos é
3! = 6. Desse modo, o nimero de combinacées simples C, , (lemos: combinagdes de 4 elementos
tomados 3 a 3) de 3 elementos do conjunto E pode ser obtido dividindo-se o nimero de arranjos
simples A, , pelo numero de permutagdes simples de 3 elementos, ou seja:

= 1S9



No caso geral, de forma analoga, dado um conjunto E = X, X, X, ..., x _,x}com n ele-
mentos, com n €IN¥, para cada combinacao simples {x, x,, ..., xp} de p elementos de E, existem
p! arranjos simples (x1, Xy oens xp) que contém os mesmos elementos dessas combinagdes em
diferentes ordens. Desse modo, o nimero de combinagoes simples C _ (lemos: combina¢6es de

n elementos tomados p a p) de p elementos de E é dado pela seguinte divisao:

n!
C =A”rP= (n_p)! — n!
n, p | | l-n—npl!

Portanto, o nimero de combinagées simples C ) de n elementos tomados pa p,emquene

p sdo numeros naturais diferentes de zero e p < n, é calculado pela seguinte férmula:

_ n!
Cop = p!-(n—p)!
Observe exemplos de aplicagao dessa férmula.

a) O numero de combinacbes de 6 elementos tomados 4 a 4 é dado por:

_ 6 _6-5-41_ 30 _
CiTao—a1 42 2.1

~
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b) O niumero de combinag¢des de 7 elementos tomados 3 a 3 é dado por:

_ 7\ _7-6-5-41 _
CaTIgoa 3204 P

¢) O numero de combinacdes de 7 elementos tomados 4 a 4 é dado por:
c 7! _7:6:5-4 _ 5

74741 (7—4)! 4-3-2-1

O numero de combinagdes simples C,  de n elementos tomados p a p, com n e p naturais e
n = p, também é indicado por <p> e denominado numero binomial, isto é:

(b) = =m
p p!-(n— p)!
Como exemplos, temos:

.<8>_ 8 _8:7-6_, .<1o>:9|'(101 _10-91 _ .4

2/ 20-(8—-21 2-6! 9 10—-9! o-1
.<8>= 8! _8:7-61_ g .<10>= 10! _10-9'_
6 6!- (8 — 6) 6! - 2! 1 1n-(10—=1" 1-9

0 que se pode dizer sobre os nimeros binomiais (g) e (n E p)?

Eles sao iguais.

160 =
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Gapisicii 3-8 RESOLVIDAS

13.

14.

15.

De quantas maneiras é possivel escalar um time de voleibol de quadra, composto de 6 jogadores,
dispondo de 10 atletas?
Resolucao
Cada combinacdo simples de 6 dos 10 atletas é uma escalacao diferente do time. O nimero de
combinagbes simples de 10 elementos tomados 6 a 6 é:

c —__ 10 _10-9-8-7-6!_10-9-8-7

0.6 6!-(10 — 6)! 6!-4! 4-3-2-1

Portanto, o time de voleibol pode ser escalado de 210 maneiras distintas.

=210

Quantos quadrilateros podemos formar com os 15 pontos destacados na figura a seguir?

Resolucao
O evento “formar um quadrilatero” pode ocorrer em duas etapas. A primeira é escolher 2 dos 7 pon-
tos destacados na reta de cima, e a segunda é escolher 2 dos 8 pontos destacados na reta de baixo.
Assim, o numero de possibilidades para a primeira etapa é:
_ 7! _7-6-5! _
G 20-(7—-2! 2-1-5! 2
Ja o nimero de possibilidades para a segunda etapa é:
_ 8! _8-7-6! _
C8r2_2!'(8—2)! 2-1-60 %8
Pelo principio multiplicativo, temos:

G, C,=21-28 =588
Portanto, é possivel formar 588 quadrilateros.

Em uma turma com 15 estudantes, dos quais 10 sdo meninas e 5 sdo meninos, serd formada uma
comissdo composta de 4 meninas e 2 meninos. Sabendo que Renata ja foi escolhida e que Eduardo
ndo deseja participar, de quantos modos distintos é possivel finalizar a composicao dessa comissao?

Resolucao
O evento “compor a comissao” pode ocorrer em duas etapas. A primeira é finalizar a escolha das 3
meninas entre as 9 opcdes que sobraram, uma vez que Renata ja foi escolhida. A segunda é escolher
2 meninos entre 4 op¢des, pois Eduardo ndo deseja participar.
Cada combinacdo simples de 3 das 9 meninas é uma escolha diferente para a composicdo da co-
missao. Entao, o numero de possibilidades da primeira etapa é:

_ 9! _9-8-7-6! _

G333 32-1-6 o
De forma andloga, cada combinacao simples de 2 dos 4 meninos é uma escolha diferente para a
composicao da comissao. Logo, o nimero de possibilidades da segunda etapa é:
c = 4! _4-3-21 _
42 2. (4= 2-1-2!

Pelo principio multiplicativo, temos:

6

C,,"C,,=84-6="504

Portanto, é possivel finalizar a composicao dessa comissao de 504 modos distintos.

EDITORIA DE ARTE
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16. Em uma empresa, um projeto precisa de uma equipe de 4 pessoas, que deve ser montada a partir de um
grupo de 10 funciondrios. Além disso, o gerente do projeto deseja que, entre os membros da equipe,
um seja selecionado como responsavel pelos prazos e outro, como responsavel pelos gastos do projeto.

a) De quantas maneiras diferentes a equipe de 4 pessoas pode ser formada a partir dos 10 funcionarios?

b) Apds a formacédo da equipe, de quantas maneiras diferentes os 2 responsaveis podem ser es-
colhidos entre os membros da equipe?

Resolucao

a) Cada combinacao simples de 10 funciondrios tomados 4 a 4 é uma formacao de equipe diferente.

c —__ 100 _10-9-8-7-6
04" 41-(10—4)!  4-3-2-6

Portanto, ha 210 maneiras de formar a equipe de 4 pessoas.

=210

b) Escolher os dois responsaveis pode ocorrer em duas etapas. Na primeira, ha 4 possibilidades de es-
colher o responsavel pelos prazos. Definida essa etapa, ha 3 possibilidades de escolher o responsavel
pelos gastos. Pelo principio multiplicativo, temos:

4-3=12

Portanto, ha 12 maneiras diferentes de escolher os dois representantes.
-—
ATIVIDADES
46. Copie e complete 0 quadro com todas as combinacées simples, todos os subconjuntos, de 3 elementos
do conjunto E =1{A,B,C, D, E, F}.

{A, B, C} {A, C, D} {A/D/F} B/CFY )5

{A, B, D} {A C E} {AEF} {B, D, E} {C, D, F}

{A, B, E} {A/C F} {B/C, DY {B/D, £} {CEFY

{A, B, F} {A/D/E} {B,/C/ £} {BEF¥ {D £/}

4 7. De quantas maneiras é possivel escalar um time de basquete, composto de 5 jogadores, dispondo-se
de 8 atletas? 56 maneiras

48.Em uma empresa, hé 6 sécios brasileiros e 4 japoneses. Agora, a diretoria serd composta de 5 sdcios,
sendo 3 brasileiros e 2 japoneses. De quantos modos essa composicao pode ocorrer? 120 modos

49.Em uma sala, ha 5 rapazes e 6 mocas. Quantos grupos de 2 rapazes e 3 mocas podem ser formados?
200 grupos

50. Ao elaborar uma prova de Matematica contendo 5 questdes, um professor dispde de 5 questdes
de Algebra e 6 de Trigonometria. Calcule o nimero de provas diferentes que é possivel elaborar
usando, em cada prova, 2 questdes de Algebra e 3 de Trigonometria. 200 provas

51. Elabore uma situacdo-problema cuja resolucdo seja dada por 30 . Resposta pessoal.
Gao-p ) c ) p 5

162 =
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52.(UEA-AM) O técnico de futebol de uma escola
precisa escolher 11 alunos do ensino médio
para uma competicao. Ele tem a disposicdo 5
alunos do primeiro ano, 5 alunos do segundo
ano e 7 alunos do terceiro ano. Se ele quer
escolher 3 alunos do primeiro ano, 3 alunos
do segundo ano e os demais do terceiro ano,
0 numero de maneiras diferentes que ele po-
dera fazer essa escolha é: alternativa d
a) 420. c) 1600. e) 3200.
b) 840. d) 2100.

953.Seis amigos combinaram de praticar esportes
em um complexo esportivo. 720 maneiras

a) Para entrar no complexo, eles formaram
uma fila. De quantas maneiras diferentes
essa fila poderia ter sido formada?

b) Dentro do complexo, eles disputaram
uma corrida. O primeiro colocado ga-
nhou um sorvete, o segundo ganhou um
chocolate e o terceiro, um bombom. De
quantos modos distintos esses doces po-
deriam ter sido distribuidos? 120 modos

c) Eles se organizaram em dois times para
jogar basquete, cada time com trés joga-
dores. De quantas maneiras distintas esses

dois times poderiam ter sido formados?
20 maneiras

94. (UFSCar-SP) Em seu trabalho, Jodo tem 5 ami-
gos, sendo 3 homens e 2 mulheres. Ja sua es-
posa Maria tem, em seu trabalho, 4 amigos
(distintos dos de Jodo), sendo 2 homens e 2
mulheres. Para uma confraternizacao, Joao e
Maria pretendem convidar 6 dessas pessoas,
sendo exatamente 3 homens e 3 mulheres.
Determine de quantas maneiras eles podem
convidar essas pessoas: 40 maneiras
a) dentre todos os seus amigos no trabalho.
b) de forma que cada um deles convide

exatamente 3 pessoas, dentre seus res-
pectivos amigos. 18 maneiras

9595.(IME-RJ) Com 10 espécies de frutas, quantos
tipos de salada, contendo 6 espécies diferen-
tes, podem ser feitas? 210tipos

96. (UFSC) Um campeonato de futebol de saldo é
disputado por varias equipes, jogando entre
si, turno e returno. Sabendo-se que foram jo-
gadas 272 partidas, determine o niumero de
equipes participantes. 17 equipes

957. (Funorte-MG) No Colégio Indyu de Montes
Claros, 5 alunos da turma do 1°ano do Ensino
Médio e 4 alunos da turma do 2° ano do
Ensino Médio se candidataram para partici-
parem da comissao julgadora de um festival
de dancas do Colégio Impar, escola de crian-
¢a. Sabendo que essa comissao sera forma-
da por apenas 3 alunos e que nao podera ter
alunos de uma s6 turma, o nimero de manei-
ras diferentes de se escolher esses 3 alunos é
a) 42 b) 58 c) 66 d) 70

alternativad
58.Em uma reunido de professores, cada par-

ticipante cumprimentou todos os seus co-
legas, resultando em 210 apertos de maos.
Determine o numero de professores presen-
tes na reunido. 21 professores

99. (Cederj-RJ) Em um grupo de 58 formandos da
Escola de Engenharia de uma universidade,
28 fizeram o curso de Engenharia de Producao,
18 de Engenharia Elétrica e 12 de Engenharia de
Telecomunicagdes. Cada formando concluiu
apenas um dos trés cursos. Se, para constituir
uma comissao de formatura, deve-se escolher,
obrigatoriamente, dois estudantes de cada um
dos cursos, de quantas maneiras distintas tal
comissao pode ser formada? alternativa b
a) (14X27)+ (9 X17)+(6X1M)

b) 14 X 27 X9 X177 X6 X1
)28 X27 X 18 X 17 X 12X
d) (28 X 27) + (18 X 17) + (12 X 1)

60. (UFRGS-RS) Um time de futebol de saldo dis-
poe de vinte jogadoras de futebol, entre as
quais apenas Antonia, Maria e Eduarda sao
goleiras. O numero de times possiveis, com
cinco jogadoras, em que apenas a goleira
joga em uma posicao fixa, é alternativae

a) C17,4- d) C3,1 + C17,4-
b) C20,4' e) C3,1 ’ C17,4'
<) Gy s

61. (EsPCEx-SP) Sobre uma semicircunferéncia de
diametro AB, sdo dispostos 10 pontos distintos,
incluindo A e B. Tomando-se quaisquer trés
pontos distintos dentre os 10, quantos trian-
gulos nao retangulos podem ser formados?
a) 8 c) 30 e) 120
b) 10 d) 112 alternativad

= 163



CONEXOES com...

CIENCIAS HUMANAS E SOCIAIS APLICADAS I

As placas dos automoveis

Vocé ja observou que as placas dos automoéveis possuem um padrao? No Brasil,
o primeiro sistema de placas surgiu no inicio do século XX e vem se modificando
ao longo dos anos. A partir de 2018, o Brasil comecou a implementar as placas no
padrdao Mercosul.

() Com base em uma iniciativa da Uniao Europeia, o Mercosul prop0s a criacao de
E um modelo Unico de placas para os automoveis dos paises-membros. A ideia é a
<€ de que os paises se organizem de modo a comecar a implementacao. Leia o texto
%: a seguir sobre o assunto.
=
0 <
L a) A Placa Mercosul é o novo padrio para a Placa de Identificacdo Veicular no Brasil,
E 0 criada num acordo com os demais paises membros do Mercosul, Mercado Comum do
a = Cone Sul.
Q 8 Com reunides que se iniciaram em 2010 de modo a unificar as placas de Argentina,
13 o Brasil, Bolivia, Paraguai, Uruguai e Venezuela, nosso pais s6 efetivou mesmo a implan-
< O tacdo do novo modelo a partir de setembro de 2018.
0 =<C O objetivo do projeto é tornar a fiscalizacdo mais facil com maior nimero de
g combinacées, tornar a aquisicdo mais barata e integrar a gestao de trafego e sua fis-
) calizacdo entre os paises membros.
@) Acredita-se que os 110 milhdes de veiculos do Mercosul serdo beneficiados pelo
o novo modelo, que s6 no Brasil garante 450 milhdes de combinacdes.
& No antigo, cinza, apenas 175 milhdes de combinacdes eram possiveis.
(a's [...]

OLIVEIRA, Ricardo de. Placa Mercosul: letras, tabela, detalhes, legislacdo. Noticias automotivas, [s. /.], 30 jun. 2024.
Disponivel em: https://www.noticiasautomotivas.com.br/placa-mercosul/. Acesso em: 27 set. 2024.

As combinacoes das placas do Mercosul sao LLLNLNN para automoveis e
LLLNNLN para motocicletas, em que L é letra e N é niumero. Observe um exemplo
de placa desse modelo para automével.

HANS ELMO/SHUTTERSTOCK.COM

MATERIAL PARA'DIVUL

CELLIO7/SHUTTERSTOCK.COM

= Modelo de placa do Mercosul em vigéncia no Brasil em 2024.
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Veja como as placas de identificacao
de veiculos evoluiram no Brasil

[.]

[..] O sistema pioneiro foi adotado entre 1901
e 1941. As placas da época tinham fundo preto e
fonte branca. Iniciavam com a letra P (para carros
particulares) ou A (veiculos de aluguel), seguida de
até cinco algarismos.

Entre 1941 e 1969, foi usado um segundo sistema,
sem letras. Os nimeros eram separados em duplas e a placa passou
a informar o Estado e o municipio em que o carro havia sido licenciado. Foi
nessa fase que surgiu a diferenciacdo por cor de acordo com o tipo de utiliza-
¢do do veiculo. Os carros particulares passaram a usar placas laranjas (amarelas,
a partir de meados da década de 60) com algarismos pretos; os veiculos oficiais
usavam placa branca com fonte preta; e os carros de aluguel usavam placa ver-
melha com algarismos em branco.

[.]

O terceiro sistema, alfanumeérico, foi introduzido no final de 1969 e passou a
conter combinacgado de duas letras e quatro niimeros para carros (motos tinham
duas letras e trés nameros), escritos em preto sobre um fundo amarelo.

[.]

A partir de 1990, foi adotado o Sistema RENAVAM, que permanecera vigente
até a entrada das placas com padrao Mercosul. [..]

[.]

Esse sistema atual é do tipo ABC-1234, sendo que cada Estado passou a ter seus
intervalos de combinagées de letras (o Rio de Janeiro, por exemplo, passou a expedir
placas com jogos de letras entre KMF e LVE). [..]

[..]
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VEJA como as placas de identificacdo de veiculos evoluiram no Brasil. Estadao, Sao Paulo, 18 mar. 2018.
Jornal do carro. Disponivel em: https:/jornaldocarro.estadao.com.br/servicos/veja-como-as-placas-de
-identificacao-de-veiculos-evoluiram-no-brasil/. Acesso em: 13 set. 2024.

Agora, faca o que se pede nas atividades a sequir.

1. De acordo com o segundo texto, considere a placa do sistema Renavam, na qual ha trés letras do
alfabeto (de um total de 26) e quatro algarismos (de 0 a 9), e determine:
a) a quantidade de placas que podem ser criadas; 175760000 placas
b) a quantidade de placas que podem ser criadas de modo a ndo haver nenhum nimero e nenhu-
ma letra repetidos; 78624000 placas

c) a quantidade de placas que podem ser criadas com as trés letras iniciais do seu nome.
Resposta pessoal.

2. De acordo com o primeiro texto, considere a placa de modelo Mercosul. Tendo em vista essa nova
formulacédo (LLLNLNN) para automéveis no Brasil, responda as perguntas.
a) Quantas placas podem ser criadas com esse novo padrdo? 456976000 placas

b) Em relacdo ao padrao anterior, quantas placas a mais podem ser criadas com esse novo padrao?
281216000 placas
3. Junte-se a um colega, e facam uma pesquisa histérica sobre os modelos de placas que ja foram

utilizados no Brasil. Elaborem uma linha do tempo usando imagens e textos, incluindo a evolugao
na quantidade de placas que cada sistema permitiu criar. Ver as Orientacbes para o professor.

Y O 0 0 0 0 4 4

= 165
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EXPLORANDO meRps ) [nd8slchys

Calculos fatoriais utilizando o Scratch

Neste Capitulo, vocé pdde perceber que, na resolucao de diversos problemas de conta-
gem, usamos calculos com fatorial. O programa que vamos construir nesta secao pode ajudar
nesses calculos. Esse programa permite que a atencao seja dirigida ao raciocinio que deve
ser desenvolvido na resolucdao dos problemas. Lembramos que o Scratch, disponivel em
https://scratch.mit.edu/ (acesso em: 28 out. 2024), é uma linguagem de programacao em
blocos, em que basta identificar os comandos que se deseja executar, a esquerda da tela, e
arrastar os blocos para a area de trabalho, no centro da tela.

Desenvolvendo a fungao fatorial no Scratch

Aprendemos o que é o fatorial de um nimero natural n. O célculo do fatorial de um nimero
da ordem das dezenas, por exemplo, pode ser bem trabalhoso. Por isso, propomos esse pro-
grama para ajudar os calculos desenvolvidos no estudo de Combinatoria.

Para desenvolver um programa que calcula operacdes fatoriais, siga 0s passos a seguir.

I. Depois de clicar no botao Criar, clique na categoria Eventos e arraste
o bloco destacado na imagem para a area de trabalho.
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. Clique na categoria Sensores e insira o bloco apresentado
abaixo do bloco anterior. Substitua o texto padrao por:
“Digite n para obter n!”".

Ill. Na categoria Variaveis, clique em Criar uma variavel e crie duas varidveis: x e y,
uma de cada vez. Apds esse passo, aparecerao, em Variaveis, estes blocos:

IV. Desmarque essas varidveis, para que elas nao aparecam para o usudrio na tela de interacao.
V. Ainda em Variaveis, arraste duas vezes o bloco indicado

para a sequéncia de blocos que esta sendo formada.

VI. No primeiro bloco, vocé deve selecionar a variavel x no espaco Minha variavel e, no campo
Para, deve digitar o valor “1” no lugar do 0.

VII.No segundo bloco, vocé deve selecionar a varidvel y. No campo Para, vocé deve retornar a
categoria Sensores e arrastar o bloco

Até aqui, seu programa deve estar assim:
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Viil.

IX.

X.

XI.

Xil.

Clique na categoria Controle e arraste um bloco igual ao da figura
para a area de trabalho, encaixando-o abaixo dos anteriores. Em
seguida, na categoria Sensores, arraste o bloco resposta para o
espaco indicado na imagem.

Retorne para a categoria Variaveis, arraste dois blocos Mude para dentro do bloco Repita
e altere a variavel do primeiro bloco para x e a variavel do segundo bloco para y.

Nesse momento, é preciso configurar as operacdes matematicas em ambos os blocos. Para
isso, clique na categoria Operadores e arraste para o bloco que foi configurado com a variavel

x 0 bloco de produto:
Para o bloco que foi configurado com a varidvel y arraste o bloco da diferenca:

Em Variaveis, arraste a variavel x e a varidvel y para o bloco de multiplicacao. Na subtracao,
arraste a variavel y para o primeiro espaco e digite “1” no segundo espaco.

Para finalizar, clique na categoria Aparéncia e arraste o bloco
da imagem para o final da sequéncia de blocos.

Depois, va para Variaveis e arraste a variavel x para onde
esta escrito “Ola”. Vocé também pode mudar o tempo de
exibicdao da resposta. Para isso, no campo em que esta o
numero 2, digite “5”, por exemplo, para que a resposta
fique visivel durante 5 segundos. Caso ainda considere
pouco, digite um valor maior. Ao final, seu programa

ficard conforme a imagem.

y-==_ N

Por que é preciso inicializar a varia-
vel x com o valor 1?7 A cada repetigao,
0 que acontece com o valor de x?

Ver as Orientagoes -——
para o professor.
Agora, faca o que se pede nas atividades a sequir.

Ver as Orientagdes para o professor.

No passo VIII, depois de inserir o bloco repeticao, o valor 10 foi substituido pelo bloco resposta.
O que representa essa modificacdo? Esse valor poderia ser diferente?

No passo X, no bloco que corresponde a variavel y, foi efetuado o célculo y — 1. Explique por que é
necessario subtrair 1 do valor y.

Analise e explique por que essa sequéncia de blocos proposta no texto funciona, ou seja, calcula o
fatorial de um numero dado.

A programacao apresentada nado é a Unica forma de calcular o fatorial de um nimero dado. Relina-se
a mais dois colegas, e construam outra maneira de, dado um nimero n, calcular seu fatorial.

IMAGENS: REPRODUGAO/SCRATCH
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1.

(UEA-AM) Um campus universitario tem 7
portarias que podem ser usadas tanto para
entrada como para saida de alunos. O nu-
mero maximo de formas distintas como um
aluno podera entrar e sair desse campus uti-
lizando portarias diferentes é alternativaa

a)42. b)36. ¢ 14 d) 48. e) 28

(Enem/MEC) Uma empresa construira sua pa-
gina na internet e espera atrair um publico
de aproximadamente um milhdo de clien-
tes. Para acessar essa pagina, sera necessaria
uma senha com formato a ser definido pela
empresa. Existem cinco opc¢des de formato
oferecidas pelo programador, descritas no
quadro, em que “L” e “D” representam, res-
pectivamente, letra maiuscula e digito.

Opcao Formato
I LDDDDD
I DDDDDD
M LLDDDD
1% DDDDD
v LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis,
bem como os digitos, entre os 10 possiveis,
podem se repetir em qualquer das opgodes.
A empresa quer escolher uma opcdo de for-
mato cujo numero de senhas distintas pos-
siveis seja superior ao numero esperado de
clientes, mas que esse nimero nao seja supe-
rior ao dobro do nimero esperado de clientes.
A opcao que mais se adequa as condi¢des da
empresa € alternativa e

a) l. b) II. c) L. d) IV. e) V.

(Unaerp-SP) Uma fechadura de segredo pos-
sui 4 contadores que podem assumir valores
de 0 a 9 cada um, de tal sorte que, ao girar
os contadores, esses numeros podem ser
combinados para formar o segredo e abrir a
fechadura. De quantos modos esses nimeros
podem ser combinados para se tentar encon-
trar o segredo? alternativa a

a) 10000 c) 83200
b) 64400 d) 126

e) 720

q.

NAO ESCREVA
NO LIVRO.

(Uneb-BA) A distribuicdo de cinco bolas de
cores distintas entre duas pessoas de modo
que cada pessoa receba, pelo menos, uma
bola pode ser feita em um nimero maximo,
de formas distintas, igual a alternativa 02

01) 25 03) 35 05) 50

02) 30 04) 45

(UCSal-BA) Um cédigo para leitura 6tica é
constituido por 6 barras, brancas ou pretas.
Nenhum cédigo tem barras de uma sé cor.
Veja dois exemplos desses codigos:

EDITORIA DE ARTE

Quantos desses codigos, distintos entre si,
podem ser formados? alternativa c

a) 128 c) 62
b) 64 d) 32

e) 16

(Uneb-BA) Um grupo de 8 enfermeiros con-
tratados por um hospital deve ser distribuido
de modo que 3 fiqguem no setor de pronto-
-socorro, 3 no setor cirdrgico e os demais na
ala pediatrica. O numero de maneiras distin-
tas de se fazer tal distribuicao é igual a

01) 66 04) 560 alternativa 04
02) 182 05) 718
03) 320

(UECE) Listando-se, em ordem crescente,
todos os numeros de cinco digitos formados
com os algarismos 1, 3, 5, 6, e 7, pode-se afir-
mar corretamente que, nesta lista, a quanti-
dade de nimeros menores do que 61573 é

a) 74 b) 76 c) 75 d) 77

alternativa ¢
(ITA-SP) Considere os niUmeros de 2 a 6 alga-

rismos distintos formados utilizando-se ape-
nas 1, 2, 4, 5,7 e 8. Quantos destes numeros
sao impares e comegam com um digito par?
a) 375 c) 545 e) 625

b) 465 d) 585 alternativa d



~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD

REPRODUCAO PROIBIDA

9.

(UEA-AM) Para serem transportadas ao ae-
roporto, seis pessoas de uma mesma familia,
sendo dois adultos e quatro criangas, devem
ocupar as duas primeiras fileiras de bancos de
uma van, com trés assentos em cada fileira. O
numero de maneiras diferentes pelas quais as
seis pessoas podem distribuir-se nos assentos,
de modo que os adultos ocupem sempre os
dois assentos das extremidades da primeira
fileira, é
a) 96.

b) 18.

c) 24.
d) 36.

e) 48.

alternativa e

10. (UFRGS-RS) Um aplicativo de transporte dis-

11.

ponibiliza em sua plataforma a visualizagdo
de um mapa com ruas horizontais e verticais
que permitem realizar deslocamentos partin-
do do ponto A e chegando ao ponto B, con-

forme representado na figura abaixo.
B

A

EDITORIA DE ARTE

O numero de menores caminhos possiveis que
partem de A e chegam a B, passando por C, é

a) 28 c) 100 e) 792
b) 35 d) 300 alternativa d

(UFSCar-SP/Unicamp-SP) Ana tem um cartao

com uma senha de 4 digitos. Certo dia, ao

tentar realizar uma compra, ela se esqueceu

da senha, porém lembra que

* sua senha tem exatamente um digito 1;

* sua senha tem exatamente dois digitos 3;

e o digito 1 ndo é sucedido imediatamente
por um digito 3.

Supondo que Ana escreva todas as possi-

veis senhas que cumprem essas condigoes,

quantas sdo as possibilidades de senha que

ela escreverd? alternativa a.

a) 48.

b) 58.

c) 68.
d) 78.

12. (Enem/MEC) Uma montadora de automéveis

divulgou que oferta a seus clientes mais de
1000 configuracdes diferentes de carro, va-
riando o modelo, a motorizagao, os opcionais
e a cor do veiculo. Atualmente, ela oferece
7 modelos de carros com 2 tipos de motores:
1.0 e 1.6. Ja em relagao aos opcionais, existem
3 escolhas possiveis: central multimidia, rodas
de liga leve e bancos de couro, podendo o
cliente optar por incluir um, dois, trés ou ne-
nhum dos opcionais disponiveis.

Para ser fiel a divulgacéao feita, a quantidade
minima de cores que a montadora deverd
disponibilizar a seus clientes é alternativa b
a)8. b)9. ¢ N d)I18. e) 24

13. (Unitins-TO)

14.

Avalie as assertivas a
seguir considerando a
imagem da logomar-
ca da Universidade
Estadual do Tocantins.

I. Com a palavra UNITINS, podem ser obti-
dos 1260 anagramas.

Il. Com a palavra UNITINS, ha 120 anagramas
iniciados e finalizados com a letra N.

lll. Com a palavra UNITINS, ha 60 anagramas
iniciados e finalizados com a letra I.
Esta correto o que se afirma apenas em

a) lell c) Il e) Il
b) lelll. d) I alternativa b
(Omif) Numa palestra realizada no evento da

segunda fase da OMIF 2019, um grupo de oito
amigos resolveu se sentar na primeira fila do
auditério, que tinha exatamente oito luga-
res vagos consecutivos. Entre estes amigos,
estavam Pedro e Marineide. Motivados pelo
ambiente em que se encontravam, resolveram
calcular a quantidade de maneiras diferentes
em que eles podiam se dispor de modo que,
entre Pedro e Marineide, houvesse, exatamen-
te, duas pessoas. Sabendo que eles calcularam
este resultado corretamente, eles concluiram
que esta quantidade é:

a) 720 c) 3600
b) 1440 d) 7200

e) 20160
alternativad

UNITINS, 2024
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15. (UFPR) Ana, Beatriz e Carlos escolhem lugares
para se sentar em uma mesa hexagonal regu-
lar. Cada lugar corresponde a um dos lados
do hexagono, que estao numerados de 1a 6,
conforme a figura a seqguir. Os lados 1 e 4 sao
considerados lados opostos na mesa, assim
como 2 e 5, e 3 e 6. De quantas formas dife-
rentes Ana, Beatriz e Carlos podem escolher
os lugares numerados de modo que nenhum

deles fique sentado ao lado oposto do outro?
alternativa a

EDITORIA DE ARTE

a) 48. b) 36.

c) 24.

d) 2. e) 8.

16. (Uesb-BA) O filme “Filho de boi” retrata a for-
macdo do protagonista Joao como palhaco
no circo. O traje do palhaco é um aspecto re-
levante na sua apresentacao. Considerando
que Joao deva montar seu traje composto
de uma camiseta, uma calca e um chapéu e
tendo a sua disposicdo 3 camisetas, 2 calcas e
4 chapéus, pode-se afirmar que a quantidade
de trajes diferentes que ele pode formar é de:
a)12. b)24. ) 36. d) 9. e) 6.

alternativa b

17. (UFSCar-SP/Unicamp-SP) Seis amigos se pre-
param para assistir a um jogo de futebol e
vao se sentar numa mesma fileira do estadio.
De quantas maneiras eles podem se organi-
zar nas cadeiras escolhidas para se sentar,
sabendo que dois deles se sentardo sempre
um do lado do outro? alternativa b

a) 140. b) 240. c) 340. d) 440.

18. (Fuvest-SP) Uma lotacdo possui trés bancos
para passageiros, cada um com trés lugares, e
deve transportar os trés membros da familia
Sousa, o casal Lucia e Mauro e mais quatro
pessoas. Além disso:

1. afamilia Sousa quer ocupar um mesmo banco;
2. Lucia e Mauro querem sentar-se lado a lado.
Nessas condicdes, o numero de maneiras
distintas de dispor os nove passageiros na
lotagao é igual a: alternativa e
a) 928 c) 1828

b) 1152 d) 2412

e) 3456
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19. (Enem/MEC) Um prédio, com 9 andares e
8 apartamentos de 2 quartos por andar, esta
com todos os seus apartamentos a venda. Os
apartamentos sao identificados por nimeros
formados por dois algarismos, sendo que a
dezena indica o andar onde se encontra o
apartamento, e a unidade, um algarismo de
1a 8, que diferencia os apartamentos de um
mesmo andar. Quanto a incidéncia de sol nos
quartos desses apartamentos, constatam-se
as seguintes caracteristicas, em funcdo de
seus numeros de identificacao:

* naqueles que finalizam em 1 0ou 2, ambos
0s quartos recebem sol apenas na parte
da manhg;

e naqueles que finalizam em 3,4, 5 ou 6, apenas
um dos quartos recebe sol na parte da manha;

* naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os
quartos recebem sol apenas na parte da tarde.

Uma pessoa pretende comprar 2 desses apar-

tamentos em um mesmo andar, mas quer

que, em ambos, pelo menos um dos quartos
receba sol na parte da manha.

De quantas maneiras diferentes essa pessoa

podera escolher 2 desses apartamentos para

compra nas condi¢des desejadas? alternativa b

a)9xﬁ

b)9><(6%)!!x2!
c)9><(4+)!!x2!
d)9><(2%)!!x2!

9 9% (g=aa )

20. (Fempar-PR) Com 10 consoantes diferentes
dadas e as 5 vogais, queremos formar conjun-
tos de 3 letras diferentes, sendo 2 consoantes
e 1vogal.

A ordem das 3 letras em cada conjunto nao o
faz diferente. Por exemplo, o conjunto {A, B, C}
é igual ao conjunto {B, A, C}.

Assinale a opc¢ao que indica 0 numero de
conjuntos que podemos formar, nas condi-
¢Oes dadas. alternativa e

a) 455. b) 450. ¢) 360. d) 250. e) 225.
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21. (UEM-PR) Assinale o que for correto.
01) H3 exatamente 520 maneiras de es-
colhermos 3 numeros pares distintos
pertencentes ao conjunto {1, 2, 3, ..., 31}

02) Com as letras B, C, D, F e G podemos formar
exatamente 140 senhas de 5 letras distintas.

04) Comosnumeros1,2,3,5,7,8e9 podemos

formar pelo menos 60 multiplos de 5

com 4 algarismos distintos.
08) A equagé\oM = 42 nao tem solucao.
(n+1!
16) O algarismo das unidades da soma
12! + 14! + 16! + 18! + 20! é igual ao alga-
rismo das unidades da soma

12 +14 + 16 + 18 + 20. alternativas 04 e 16

PARA REFLETIR

TIRA“A SENHA” © HUMOR COM CIENCIA

WILL. [A senha]. Humor com Ciéncia. [S. /.], 2024.

simples e combinac¢des simples? Cite exemplos.

Ainda sobre a tirinha anterior, levando em consideracao o que vocé estudou em
Combinatdria, responda: qual serd a dificuldade do papagaio em descobrir a senha?

Qual é a utilidade da notacao do numero fatorial?
Em que situag¢des-problema podemos utilizar as técnicas de contagem de permutacdes
simples e de permutagdes com repeticdes? Cite exemplos.
Em que situacdes-problema podemos utilizar as técnicas de contagem

Resposta possivel: A dificuldade do papagaio serd a quanti-
dade de possibilidades de senha; por exemplo, caso a senha
contenha 5 letras minusculas distintas, o total de senhas di-
ferentes é: 26 - 25 - 24 - 23 - 22 = 7893600

Neste Capitulo, estudamos o principio multiplicativo (ou principio fundamental da
contagem), que é uma ferramenta bdasica muito utilizada para solucionar problemas de
contagem. Estudamos também que, para sua utilizacao, é necessario identificar o evento,
estabelecer em quantas etapas ele pode acontecer e, para cada uma das etapas, quantificar
as possibilidades de ocorréncia. Além disso, aprendemos que, dependendo das condicbes
impostas pelo problema, devemos adotar estratégias de resolucao, como dividir a ocorrén-
cia do evento em casos mutuamente excludentes, para depois aplicar o principio aditivo.

Ainda, trabalhamos como descrever todas as possibilidades de ocorréncia de um evento
por meio do diagrama de arvore (ou diagrama de possibilidades), conhecemos o fatorial de
um numero e resolvemos problemas utilizando as técnicas e as férmulas das permutacdes
simples, das permutagdes com repeticdes, dos arranjos simples e das combinagdes simples.

Vamos refletir a respeito das aprendizagens do Capitulo 4:

« Leia a tirinha a seguir e responda: o que provoca o humor? © due provoca humor € a quebra de ex-

" NAO ESCREUA
NO LIURO.

pectativa do personagem ao descobrir que
nao existem bolinhas pretas no teclado.

Disponivel em: https://www.humorcomciencia.com/
tagtirinha/senha/. Acesso em: 27 set. 2024.

Espera-se que os estudantes respondam que o fatorial € um modo
de simplificar o registro de multiplicacdes de nimeros consecutivos.

Espera-se que os estudantes relatem situacdes-problema
e exemplos que foram apresentados neste Capitulo.

€ arranjos

Espera-se que os estudantes relatem situaces-problema e

exemplos que foram apresentados neste Capitulo.
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[e]e]
Agora reuna-se a um colega, e facam o que se pede em cada questdo.

CAPITULD
[ |

Probabilidade

Ja reparou que os caes labradores podem ser amarelos, chocolate ou pretos? Ou que
existe um numero muito grande de cores, espessuras e tipos de cabelo em seres humanos?
Que, de modo geral, os gatos de trés cores sao fémeas? Pois &, a natureza é mesmo interessante
e diversificada, em parte pela combinacdo genética, e a Probabilidade nos ajuda a entender
como isso funciona.

Os famosos experimentos com ervilhas, que foram realizados por Gregor Mendel (1822-1884),
desenvolveram as bases dos estudos sobre hereditariedade. Desde entdo, os estudos genéticos
avancaram, e hoje temos muitas informagdes que nos ajudam a compreender um pouco mais
o ser humano. Sabemos, por exemplo, que caracteristicas como cor de pele, I6bulo auricular
aderente ou nao, habilidade de dobrar a lingua em formato de "U", entre outras, sdo hereditarias.

Atualmente, a Genética conta com a tecnologia, principalmente na selecao de genes
para producao agricola. Para essa selecao, ha muitos estudos probabilisticos que ajudam a
prever as caracteristicas que se manifestarao nas préximas geracoes a partir das caracteristicas
das geracOes parentais.

Fonte dos dados: TREVILATTO, P. C. et al. Introducao ao estudo da genética. In: KRIGER, L.; MOYSES, S. J.; MOYSES, S. T. (org.).
Genética odontoldgica. Sdo Paulo: Artes Médicas, 2014. (Série Abeno).

NAD ESCREVA
NO LIVRO.
Ver as Orientagdes para o professor.

1. 0 que sdo organismos geneticamente modificados? Pesquisem e descrevam os pros e contras da
producao e do consumo de plantas geneticamente modificadas.

2. A cor de certa espécie de planta é uma caracteristica genética que pode se manifestar entre
vermelha e branca. Ao cruzar essa espécie, temos 75% de probabilidade de ocorrer flor vermelha
e de o restante ser branca.
a) Suponham que um floricultor tenha semeado essa espécie e que tenham florescido 80 indi-
viduos, que mantiveram as proporcoes descritas. Como vocés fariam para determinar qual
é a quantidade esperada, nessa colheita, de individuos com flores de cor vermelha? E de
individuos com flores de cor branca?
b) Pode-se afirmar que havera, com certeza, na colheita, a quantidade esperada de cada cor? Justifique.

3. Descrevam ou deem exemplos do que vocés compreendem por:
» experimentos aleatdrios;
« calculo de probabilidade como a razdo entre o numero de resultados favoraveis e o total de
resultados possiveis;
» espaco amostral e eventos equiprovaveis.
» eventos dependentes e eventos independentes de um espaco amostral.
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CLAIRE NORMAN/SHUTTERSTOCK.COM

= Os caes labradores tém cerca de 55 cm a 62 ¢cm de altura na idade adulta e podem
apresentar pelagem de uma das trés cores: preta, chocolate ou amarela.
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Introducao

Quando estamos ao nivel do mar e aquecemos um pouco de agua, a que temperatura ela
entra em ebulicao? Se soltarmos uma bola de determinada altura, com que velocidade ela atin-
gira o chao?

Ao repetirmos esses dois experimentos, aquecer um pouco de agua e soltar uma bola, sob
as mesmas condicoes, eles apresentarao resultados idénticos aos encontrados antes. A agua
entrara em ebulicao sempre na mesma temperatura, e a bola atingird o chao sempre com a
mesma velocidade. Por isso, podemos prever e afirmar quais serdo os resultados.

Por outro lado, nao podemos prever nem afirmar qual serd o resultado, se sera cara ou
coroa, quando langamos uma moeda, ou qual serd o numero da face voltada para cima quando
jogamos um dado cubico numerado de 1 a 6, mesmo repetindo varias vezes esses lancamentos
sob as mesmas condicgoes.

Denominamos experimentos:
» deterministicos aqueles que, quando sdo repetidos sob as mesmas condicdes, apresentam
resultados idénticos;

« aleatdrios aqueles que, quando sao repetidos sob as mesmas condi¢des, geralmente, apre-
sentam resultados diferentes.

A Probabilidade é a area da Matematica que cria e desenvolve modelos abstratos que pos-
sibilitam estudar e analisar fendmenos e experimentos aleatérios. Neste Capitulo, estudaremos
uma variedade de experimentos e fendmenos aleatérios que apresentam um numero discreto
e finito de resultados possiveis.

Espaco amostral e evento

Considere que dois amigos, Fabio e Ana, lancam um dado cubico, cujas faces sao numeradas
de 1 a 6, e considere a face voltada para cima como resultado. Ana deseja o resultado de nimero
5, e Fabio, um numero par.

Nesse experimento, nao é possivel afirmar qual face saird voltada para cima. No entanto,
podemos afirmar que os resultados possiveis sao: 1, 2, 3,4, 5 ou 6. Em Probabilidade, dizemos que:

O conjunto U que contém todos os resultados possiveis de um experimento aleatério
é denominado espag¢o amostral. O nimero de elementos de um espago amostral é indi-
cado por n(U).

Cada subconjunto A de um espaco amostral U é denominado evento. O numero de
elementos de um evento é indicado por n(A).

Cada subconjunto unitario de um espaco amostral U, isto é, cada subconjunto que
contém um unico elemento, é denominado evento elementar ou evento simples.
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Portanto, no experimento aleatério de Fabio e Ana, temos:

0 espago amostral U = {1, 2, 3,4, 5, 6};

« 0 numero de elementos do espaco amostral, n(U) = 6;

« 0 numero de elementos do evento desejado por Ana, n(A) = 1;

o evento desejado por Fabio, B = {2, 4, 6};
« 0 numero de elementos do evento desejado por Fabio, n(B) = 3.

A seguir, acompanhe mais um exemplo.

o evento elementar (ou evento simples) desejado por Ana, A = {5};

Duas moedas, uma de um real e outra de cinquenta centavos, sao lancadas simultanea-
mente. Carla espera, como resultado, que as faces voltadas para cima sejam duas caras, e

José, uma cara e uma coroa.

Para descrever o espaco amostral desse experimento, vamos utilizar a notacao de par orde-
nado (x, y), em que a letra x indica o resultado da moeda de um real e a letra y, o resultado da
moeda de cinquenta centavos. Além disso, utilizaremos a letra K para o resultado “cara” e a

letra C para “coroa”. Desse modo, descrevemos:
» 0 espaco amostral, U = {(K, K), (K, C), (C, K), (C, O)};

« 0 nUmero de elementos do espago amostral, n(U) = 4;

» 0 evento elementar (ou evento simples) esperado por Carla, A = {(K, K)};

« 0 nUmero de elementos do evento esperado por Carla, n(A) = 1;

o evento esperado por José, B = {(K, C), (C, K)};

« 0 numero de elementos do evento esperado por José, n(B) = 2.

» Eventos elementares equiprovaveis

Ao descrever um espago amostral U de um experimento aleatério, devemos analisar se existe
uma unica maneira para cada evento elementar de U acontecer. Acompanhe um exemplo.

Suponha que Vitor jogue uma moeda nao viciada duas vezes consecutivas e anote o nUmero

de caras obtidas, ou seja, o numero de vezes em que a face cara saiu
voltada para cima. O espaco amostral desse experimento aleatério
pode ser representado de dois modos.

* 1° modo: U = {0, 1, 2}. Nesse espaco amostral, cada evento ele-

mentar indica um numero possivel de resultados “cara” que Vitor
anotou.

« 2° modo: V = {(C, Q), (K, O), (C, K), (K, K)}. Nesse espaco amostral,
cada evento elementar (x, y) descreve um resultado possivel do
primeiro e do segundo lancamentos. No par ordenado (K, C), por
exemplo, a letra K indica o resultado “cara” no primeiro langamento
e a letra C, “coroa” no segundo langamento.

Dizemos que uma
moeda ou um dado

é viciado quando é
modificado, isto

¢, adulterado, de
modo que suas faces
tenham chances
diferentes de sair
voltadas para cima.
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Observe, no quadro a seguir, que o evento elementar "nimero possivel de caras que Vitor
anotou" ser 1 no espaco amostral U pode acontecer de duas maneiras distintas: é possivel Vitor
anotar 1 quando ocorre coroa no primeiro lancamento e cara no segundo ou, ao contrdrio,
guando ocorre cara no primeiro lancamento e coroa no segundo.

Resultados possiveis do experimento aleatério

coroa e coroa | coroa e cara cara e coroa cara e cara

Elementos de U 0 1 1 2

Elementos de V GO (G K) (K; C) (K; K)

Quando isso acontece, sempre optamos pelo espaco amostral no qual cada evento simples
tem apenas uma Unica maneira de acontecer, como é o caso do espaco amostral V = {(K, K),
(K, O), (C, K), (C, O)}, cujos elementos tém essa caracteristica. Além disso, como a moeda é ndo
viciada, admitimos que todos os eventos elementares do espaco amostral V sao igualmente
provaveis e os denominamos eventos elementares equiprovaveis.

Perceba que o evento elementar "nimero possivel de caras que Vitor anotou" ser 1 no espaco
amostral U = {0, 1, 2} tem uma chance de ocorréncia maior em relacao aos demais eventos
simples, pois ha duas maneiras possiveis de ele acontecer, enquanto, para cada um dos demais
eventos simples, ha apenas uma. Nesse caso, dizemos que o espaco amostral U possui eventos
elementares nao equiprovaveis.

Para admitir que os eventos elementares de um espaco amostral sao equiprovaveis, anali-
samos: se as caracteristicas do experimento aleatério nao favorecem um possivel resultado em
relacdao aos demais; e se existe uma Unica maneira de cada evento elementar acontecer.

Acompanhe os exemplos.

Exemplo 1: Marcos retira ao acaso uma ficha de uma urna que contém 5 fichas numeradas
de 1 a 5. Porém, a ficha de nimero 3 tem medidas diferentes em relacdo as demais fichas.

Nesse exemplo, os eventos elementares do espaco amostral U = {1, 2, 3, 4, 5} sao nao equipro-
vaveis, porque a diferenca de tamanho da ficha de nimero 3 altera a chance de ela ser sorteada
em relacao as demais, ja que pode, inclusive, ser identificada pelo tato. Ou seja, as caracteristicas
do experimento aleatério interferem no resultado, por isso, nesse caso, nao podemos admitir
gue os eventos elementares de U possuem chances iguais de ocorréncia.

Exemplo 2: Sandra retira ao acaso uma ficha de uma urna que contém 3 fichas idénticas.
A Unica diferenca entre elas é a cor, duas sao vermelhas e a outra é amarela.

Os eventos simples do espaco amostral U = {vermelha, amarela} sao nao equiprovaveis,
porque ha duas maneiras diferentes de Sandra retirar uma ficha vermelha, enquanto ha apenas
uma maneira de retirar uma ficha amarela. Por outro lado, os eventos simples do espa¢o amos-
tral V = {vermelha 1, vermelha 2, amarela} sao equiprovaveis, porque as fichas sdao idénticas
e uma é retirada ao acaso; além disso, s6 existe um Unico modo para cada evento elementar
de V acontecer.
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» Tipos de eventos

Seja U um espago amostral, ndo vazio, de um experimento aleatério, dizemos que:
dois eventos, A e B, de U sao mutuamente exclusivos quando A N B = .
dois eventos, C e D, de U sao complementares quandoCND=JeCUD = U.
um evento E de U é impossivel quando E = .
um evento F de U é certo quando F = U.

Acompanhe o exemplo a seguir.

Fernanda e Daniel jogam dois dados cubicos nao viciados, um branco e outro vermelho, e
observam os numeros das faces voltadas para cima.

O espaco amostral equiprovavel desse experimento aleatério é:

u=1{11,0,2),0,3),0,4),01,5),01,6),(2,1),2,2),2,3),@2,4),2)5),26),3,1),3,2),3,3),3,4),
3,5),3,6),41),42),(423),44),4,5),4:06),5 1,5 2),(53), 5 4), 5 5) 56),61), (6, 2),
(6, 3), (6, 4), (6,5), (6, 6)}

O primeiro numero, x, de cada par ordenado (x, y) indica o nimero observado no dado
branco, e o segundo, y, 0 nimero observado no dado vermelho.

Agora, com relagcao ao exemplo, considere as seguintes situagoes.

1) Fernanda deseja o evento A: que a soma dos resultados dos dois dados seja 4. Daniel deseja
0 evento B: que a soma dos resultados dos dois dados seja 3. Assim, tem-se:

A=1{(1,3),(272),G 1 B =112, (@2 0

Os eventos A e B sao mutuamente exclusivos, pois A N B = (J. Ou seja, é impossivel que
os dois eventos ocorram ao mesmo tempo.

2) Fernanda espera o evento C: dois numeros iguais. Daniel espera o evento D: dois niumeros
diferentes.

C={11),22), 3, 3)44),(5,)5), 6 6)}
D=1{1,2,(1,3),01,4,0,5),0,6), 2, 1), 2 3),2,4),(25),(26),3,1),
(3,2),3,4),3,5),3,6),41),42),43),4)5),4,56),(51),(5,2),(5,3),
(5,4), (5,6),(6,1), (6, 2), 6, 3), 6,4), (6,5}

Os eventos C e D sao complementares, pois CN D = Je CU D = U.Isto é, se o evento C
nao aconteceu, entao o evento D ocorreu, e vice-versa.

Saiba que...

Indicamos o
complementar de
um evento A por A.

3) Fernanda torce pelo evento E: que a soma dos resultados seja menor ou igual a 1.
E=0
O evento E é impossivel, pois ndo existe um evento elementar de U cuja soma dos resultados
seja menor ou igual a 1.
4) Fernanda deseja o evento F: que a soma dos resultados seja menor ou igual a 12.
F=U
O evento F é certo, pois todos os eventos elementares de U tém como soma dos seus resul-
tados um numero menor ou igual a 12.
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Gapitniii 3-8 RESOLVIDAS

1. Uma urna contém 10 bolas idénticas, nume-
radas de 1a 10. Retira-se uma bola ao acaso e
observa-se o numero indicado.

EDITORIA DE ARTE

Descreva, de forma explicita, os conjuntos in-

dicados em cada item a seguir e dé o nimero

de elementos de cada um.

a) O espaco amostral U.

b) O evento A, em que o numero da bola re-
tirada é impar.

c) O evento B, em que o numero da bola re-
tirada é maior do que 6.

Resolucao

a) O espaco amostral U é o conjunto de
todos os resultados possiveis:
U=1{,23,45,6,728,910}

Logo, n(U) = 10.

b) Oevento A, em que o numero da bola reti-
rada é impar, é o conjunto: A ={1,3,5,7,9}.
Logo, n(A) = 5.

c) O evento B, em que o nimero da bola
retirada é maior do que 6, é o conjunto:
B =1{7 8,910} Logo, n(B) = 4.

2. Em um cesto, ha seis bolas idénticas de volei,
trés brancas e trés vermelhas. Desse cesto sao
retiradas, sucessivamente, trés bolas ao acaso.
a) Descreva o espaco amostral U desse ex-

perimento aleatério e determine o seu
numero de elementos.

b) Podemos admitir que os eventos simples
do espaco amostral descrito no item an-
terior sdao equiprovaveis? Justifique.

c) Classifique como mutuamente exclusivos,
complementares, impossiveis ou certos a
dupla de eventos ou os eventos desse ex-
perimento aleatério. Justifique cada uma
das classificacoes.

I. Evento A: retirar trés bolas brancas.
Evento B: retirar trés bolas vermelhas.

Il. Evento C: retirar trés bolas de cores
iguais. Evento D: retirar uma bola bran-
ca e duas vermelhas ou retirar duas

brancas e uma vermelha.

lll. Evento E: retirar uma quantidade de
bolas brancas igual a quantidade de
bolas vermelhas.

IV. Evento F: retirar uma bola branca ou
uma bola vermelha.

Resolucao

a) Chamando cada bola branca de B e cada
bola vermelha de V, ao construir a arvore
de possibilidades, temos:

12 bola 22 bola 32pola Resultados
B —— BBB

. <B <V — gavy
B —— BVB

V<1 __svv

B —— VBB

V<B < v _—vsav
B —— VVB

<y yvy

Portanto, U = {(BBB), (BBV), (BVB), (BVV),
(VBB), (VBV), (VVB), (VVV)} e n(U) = 8.

b) Sim, podemos admitir que os eventos
simples do espaco amostral U sao equipro-
vaveis, pois sO existe uma Unica maneira
de cada evento elementar de U acontecer
e ndo ha nenhuma caracteristica no ex-
perimento que favoreca um dos possiveis
resultados em relacdo aos demais.

c) (I) Os eventos A = {(BBB)} e B = {(VVV)}
sdao mutuamente exclusivos, pois
A N B = . Ou seja, eles ndo podem
acontecer simultaneamente.

(I1) Os eventos C = {(BBB), (VVV)} e
D = {(BBV), (BVB), (BVV), (VBB), (VBV), (VVB)}
sdao complementares, poisCN D = Je
CU D = U.Isto é, se um deles nao aconte-
ceu, o outro, com certeza, ocorreu.

(1) Nao existe nenhum evento elementar
no espaco amostral em que a quantidade
de bolas brancas retiradas seja igual a
quantidade de vermelhas. Logo, o even-
to E é impossivel e é indicado por E = (.
(IV) Em todos os eventos elementares de
U ocorre a retirada de uma bola branca ou
de uma bola vermelha. Logo, o evento F
é certo, ou seja, F = U.
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3. O espaco amostral V possui eventos elementares equiprovéveis, pois s6
existe uma Unica maneira para cada evento elementar ocorrer. Além disso, as NAGIESGREUA
fichas sdo idénticas e retiradas ao acaso, ou seja, ndo existe nada no experi-
mento que favoreca um resultado em relacdo aos demais.

Considere o experimento: o lancamento de
dois dados, um branco e outro verde, ambos
com as faces numeradas de 1a 6, e a observa-
cao das faces superiores. Faca o que se pede.

Ver as Orientac¢oes

a) Descreva o espaco amostral. para o professor.

b) Descreva o evento: ocorréncia de nime-
ros iguais nos dois dados.

c) Descreva o evento: ocorréncia de nime-
ros cuja soma seja 5.

d) Determine o numero de elementos de
cada item anterior.

Os baralhos comuns sao compostos de
52 cartas diferentes divididas em quatro nai-
pes: ouros 4, paus %, espadas # e copas V.
Cada naipe contém 13 cartas. As cartas com
as letras A, J, Q e K sdo chamadas, respectiva-
mente, de as, valete, dama e rei. Considere a
retirada, ao acaso, de uma carta de um baralho
comum e classifique os eventos, ou a dupla de
eventos, desse experimento aleatério.

a) Evento A: retirar uma carta vermelha.

Evento B: retirar uma carta preta.
. complementares
b) Evento C: retirar uma carta de ouros.

Evento D: retirar uma carta de espadas.
. mutuamente exclusivos
c) Evento E: retirar uma carta que contém

um ndmero ou contém uma letra. certo

d) Evento F: retirar uma carta de espadas
vermelha. impossivel

Em uma caixa, ha quatro fichas idénticas nu-

meradas de 1 a 4. Retiram-se em sequéncia,

sem reposicdo, duas dessas fichas ao acaso e

adicionam-se os nimeros observados.

Considere os seguintes espacos amostrais

desse experimento aleatdrio.

I. O espaco amostral U, em que cada ele-
mento de U indica uma soma possivel dos
dois numeros retirados.

U=1{3456,7}

Il. O espaco amostral V,em que cada elemento
(x, y) indica a sequéncia dos dois nimeros
retirados, de modo que x representa o
numero da primeira ficha e y o da segunda.
V={(1,2),0,3),0,4,21,@23),24,G61,
(3,2, 34,47, 42),43)}

» Em qual dos dois espacos amostrais, Uou V,
podemos admitir que os eventos elemen-
tares sdo equiprovaveis? Justifique.

4. Os experimentos de Mendel, que foi citado

na abertura do Capitulo, foram importantes
para entender como ocorre a transmissao de
caracteristicas determinadas geneticamente.
Podemos fazer previsdes, por exemplo, de
como serdo os pelos de uma ninhada de coe-
Ihos apenas conhecendo os pais.

Os genes que determinam a pelagem dos coe-
Ihos sao chamados de c*, ¢!, c" e c. A combi-
nacao de dois desses quatro genes, dos quais
cada gene vem de um dos pais, indica o tipo
de pelagem, conforme o quadro a seguir:

Combinacdes de genes | Tipo de pelagem

c"crou ctcouctchouctc | Selvagem ou aguti

c"chou c"c"ou che Chinchila
c"c"ou che Himalaio
cC Albino

Sabendo disso, podemos fazer uma previsao
do cruzamento para determinar as possibi-
lidades de tipo de pelagem em cada filhote.
Por exemplo, vamos fazer essa analise para um
filhote que ainda nascer4, sabendo que seu pai
tem pelagem do tipo selvagem c*c" e sua mae
tem pelagem do tipo himalaio c'c.

Desse modo, o espago amostral para esse
caso é U = {(c*c"), (c*q), (ccM), (cho)h

—— genes da mée
\

[ | c]

Duas possibilidades
em quatro de o

+ +¢h te |a—
genes c | ccC cc | filhote ter pelagem
do pai cch | ccheh | cche ﬁ do tipo selvagem.

Duas possibilidades em quatro de o
filhote ter pelagem do tipo chinchila.

» Agora, elabore um problema com essas

informacdes e troque-o com um colega.
Resolva a atividade feita por ele e confira
a que foi feita por vocé. Resposta pessoal.

= 179




~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD

Probabilidade

Neste topico, apresentaremos um modo de associar um nimero a cada resultado possivel de
um experimento aleatério que possui as seguintes caracteristicas: um espaco amostral U com um
numero finito de eventos simples equiprovaveis; qualquer evento de U é a unido de dois ou mais
eventos simples; e a uniao de todos os eventos simples resulta em U. Acompanhe o exemplo.

Ana e Fabio jogam um dado cuibico nao viciado, cujas faces sdo numeradas de 1 a 6, e con-
sideram a face voltada para cima como resultado. Ana deseja o resultado de numero 5, e Fabio,
o de um numero par.

O espaco amostral U desse experimento aleatério é U = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e 0 seu numero de
elementos é n(U) = 6.

O evento elementar A desejado por Ana é A = {5} e 0 seu numero de elementos é n(A) = 1.

O evento B desejado por Fabio é B = {2, 4, 6} e o seu numero de elementos é n(B) = 3.

Dizer que o dado é nao viciado significa admitir que os eventos elementares do espaco amos-
tral U sdao equiprovaveis, isto &, todos tém a mesma chance de ocorréncia. Entao, a medida da
chance de o evento elementar A ocorrer é dada pela razao um sexto, 1 em 6, pois as quantidades

a) de elementos de A e de U sao, respectivamente, 1 e 6. Chamamos essa razao de probabilidade

on doevento A e podemos indica-la p1or:

e & = 0/1666...= 16,666..%
g Portanto, a probabilidade de sair o nimero 5 no lancamento do dado é 13 Observe que
2 a probabilidade de cada um dos demais eventos elementares de U também é %, por exemplo, a
\5)" probabilidade de sair o nimero 3 no lancamento do dado é %
) O evento B, sair um numero par no lancamento do dado, possui
O 3 elementos. Nesse caso, a probabilidade de B ocorrer é dada pela Saiba que...
o- % A .
Q. azdo trés sextos, 3 em 6, que pode ser representada por: A probabilidade pode
% 3_1_ 0,5 = 50% ser representada na
6 2 3 .
. . i forma de fracao, por
Logo, a probabilidade de sair um nimero par no lancamento do centagem ou decimal.
\___ 4

dado é 15 ou 50%. Note que o evento B é a uniao de trés eventos

simples.
B={2tU {4t U {6} =1{2 4, 6}
Além disso, a unidao de todos os eventos elementares desse experimento resulta em U, isto é:
mMuuBtu@uiBruier=1{1,234>56=U
Para os experimentos aleatérios em que é possivel associar um espaco amostral com as
mesmas caracteristicas do exemplo anterior, definimos:

Seja U um espac¢o amostral, ndo vazio, com um nudmero finito de eventos elementares
equiprovaveis e Aum evento do espaco amostral U, a probabilidade de ocorrer o evento A,
indicada por P(A), é a razao entre o numero de elementos do evento, n(A), e o nimero de
elementos do espaco amostral, n(U):
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> Propriedades

As propriedades a seguir sao consequéncias imediatas da definicao de probabilidade. Para
essas propriedades, considere um espaco amostral U, ndo vazio, com um numero finito de
eventos elementares e os eventos A e B desse espaco.

1) A probabilidade do evento certo é 1.
Se A é o evento certo, ou seja, A = U e n(A) = n(U), temos:

_ n(A) _nv)
PUA) == PA) =

2) A probabilidade do evento impossivel é 0.

= P(A) = P(U) =1

Se A é o evento impossivel, ou seja, A = J e n(A) = 0, temos:

= PA) =2 pa) =0

_ nA)
P(A) = )

n(U)
3) Para todo evento A, temos 0 < P(A) < 1.

Seja n(A) o numero de elementos do evento A, entdo:

0 gn(A)gn(U)
nU) n) n(U)

4) Se A e B sao dois eventos mutuamente exclusivos, entao:
P(A U B) = P(A) + P(B)
Seja n(A U B) o numero de elementos do evento A U B,

0=n(A)=nlU)=> =S0<PA) <1

Sejam A e B dois conjuntos finitos,
a quantidade de elementos do

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
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pela definicao de probabilidade, temos:

n(A U B) n(A) + n(B) — n(AN B)
n(U) n(U)

Como A e B sdao eventos mutuamente exclusivos, ou seja,

ANB=Cen(ANB) =0, entao:

@) B o
PAVBI =10 T h) ~ n)

P(AU B) = =PAUB) =

= P(AU B) = P(A) + P(B)

5) Se A e B sdao dois eventos complementares, entdo:

P(A) + P(B) = 1

Uma condicao para que eventos A e B sejam complemen-
tares é serem mutuamente exclusivos, ou seja, A N B = .
Pela propriedade de eventos mutuamente exclusivos,

temos:

P(A) + P(B) = P(A U B)

conjunto A U B, que indicamos

por n(A U B), é dada por:

n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B),

em que:

« n(A) é o nimero de elementos
do conjunto A.

e n(B) é o nUmero de elementos
do conjunto B.

«n(A N B)é o numero de ele-
mentos que 0s conjuntos A e
B tém em comum.

A

(ov]

' SERGIO LIMA

ANB

A outra condicao para que eventos A e B sejam complementares é A U B = U, logo:

P(A) + P(B) = P(U) = P(A) + P(B) =1

Outro modo de escrever essa propriedade é P(A) = 1 — P(A), em que A é o complementar do

conjunto A.

= 181



~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUCAO PROIBIDA

182 =

Gapivniii 3-8 RESOLVIDAS

3. Considere os niimeros de trés algarismos dis-

tintos que podem ser formados pelos alga-
rismos 2, 3 e 4. Calcule a probabilidade de se
escolher ao acaso um desses nimeros e ele ser:
a) multiplo de 3. b) multiplo de 5.
Resolucao

O espaco amostral U que contém eventos
elementares equiprovaveis desse experimen-
to aleatdrio é U = {234, 243, 324,342, 423, 432}.

a) Seja A o evento de U: escolher um mul-
tiplo de 3. Um numero é multiplo de 3
quando a soma dos seus algarismos é divi-
sivel por 3. Observe que:
e2+3+4=9
« 9 é divisivel por 3
Ou seja, todos os elementos de U sdo divisi-
veis por 3. Logo, A é o evento certo, A = U,
e sua probabilidade é 1 ou 100%.

b) Seja B o evento de U: escolher um multi-
plo de 5. Observe que ndo ha multiplos
de 5 em U, pois nenhum dos seis nimeros
terminam em 0 ou 5. Logo, B é o evento
impossivel, B = (J, e sua probabilidade é
0 ou 0%.

. No lancamento de dois dados cubicos nao

viciados e numerados de 1 a 6, qual é a

probabilidade:

a) de a soma das faces superiores ser maior
do que 7?

b) de o produto das faces superiores ser 17

c) de a soma das faces superiores ser maior
do que 7 ou o produto das faces superio-
res ser 1?

Resolucao

O espaco amostral U que contém eventos

elementares equiprovaveis desse experi-

mento aleatério é:

u=1{"m102),0-3)0Q, )

2,2),23),24,25),206),316,2),G6,3),6,4)

(3,5),3,6),41,42),423),44,4)5)406),

(5,1),(5,2),5,3),(54),5,5),56),6,1),6,2),6,3)

(6, 4), (6,5), (6, 6)}

O numero de elementos desse espaco é

nU) = 36.

4), (1, 5), (1,6), 2

7

!

7

a) O sequinte subconjunto de U representa
o evento A, a soma das faces superiores
ser maior do que 7.

A ={26), 3, 5) 3 6), (4 4),4)5)4°06),
(5, 3), (5, 4), (5,5), (5, 6), (6, 2), (6, 3), (6, 4),
6,5), (6, 6)}

O numero de elementos desse evento é
n(A) = 15. Assim, temos:

nA _15 _ 5
PIA) = n(U) 36 12
Logo, a probabilidade de a soma das

5
12°

b) O subconjunto unitario {(1, 1} de U des-
creve o evento B, o produto das faces
superiores ser 1. Assim:

pe) =18 _ 1

n(U) 36
Entdo, a probabilidade de o produto das

1
36°

c) O evento “a soma das faces superiores ser
maior do que 7 ou o produto das faces
superiores ser 1" é a uniao dos eventos A
e B, indicada por A U B, pois se deseja o
acontecimento de A ou de B. Observe que
esses eventos nao possuem elementos

faces superiores ser maior do que 7 é =

faces superiores ser1é =

em comum, A N B = J. Entdo, eles sdo
mutuamente exclusivos. Pela proprieda-
de dos eventos mutuamente exclusivos,
temos:

P(A U B) = P(A) + P(B) =
_15,1_16_4

36 36 36 9
Portanto, a probabilidade de a soma das

faces superiores ser maior do que 7 ou o

produto das faces superiores ser1é =3

9

9. Considere um conjunto de dez frutas, em que

trés estao estragadas. Escolhendo aleatoria-
mente duas frutas desse conjunto, determine
a probabilidade de:

a) ambas ndo estarem estragadas.

b) pelo menos uma fruta estar estragada.
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Resolucao
a) Representaremos as frutas pelas dez pri-
meiras letras do alfabeto: g, b, ¢, d, e, f, g,
h, i, j. O espaco amostral U que contém
eventos elementares equiprovaveis desse
experimento aleatério é U = {{a, b}, {a, ¢},
{a, d}, .., {i, jB, em que cada elemento de
U é uma combinacao simples de 2 das
10 frutas. Desse modo, o nimero de ele-
mentos desse espaco é:
_ _ 10! _10-9-8! _
=Co, =3 o1 218
Considere o evento A de U: escolher duas
frutas ndo estragadas. Se das 10 frutas 3
estdo estragadas, entdo cada combinacao
simples de 2 das 7 frutas nao estragadas é
um elemento do evento A, e 0 seu nime-
ro elementos é:
7! 7-6-5!
=G = 215
Pela definicdo de probabilidade, temos:
nA _21_7
P(A) = m = 4—5 = E
Logo, a probabilidade de duas frutas nao

45

21

estragadas serem escolhidas é %

b) Seja B o evento de U: escolher pelo menos
uma fruta estragada. Nesse caso, B é o
evento complementar de A em relacao ao
espaco amostral U, pois escolher pelo menos
uma significa escolher uma ou duas frutas
estragadas, enquanto escolher duas frutas
nao estragadas é indicado pelo evento A.
Em outras palavras, se ndo aconteceu A,
com certeza, aconteceu B. Pela propriedade
de eventos complementares, temos:

—1—pa)=1-—L -8
P(B)=1-PA) =1—-==P(B) =2

Portanto, a probabilidade de pelo menos

uma fruta estragada ser escolhida é 8

15°

6. Em uma caixa, foram colocadas dez fichas

idénticas numeradas de 1 a 10. Ao sortear
duas delas, sem reposicao, qual é a proba-
bilidade de essas fichas possuirem numeros
consecutivos?

Resolucao

O espago amostral U que contém eventos ele-
mentares equiprovaveis desse experimento

aleatério é U ={(1,2), (1,3), (1, 4), ..., (10, 9)}, em
que cada elemento de U é um arranjo sim-
ples de 2 das 10 fichas. Assim, o numero de
elementos desse espaco é:
nlU) =A,,=10-9=90
Seja A o evento de U: sortear duas fichas
com numeros consecutivos. Pelo princi-
pio fundamental da contagem, o evento
A pode ocorrer em trés etapas. A primeira,
com 2 possibilidades, é decidir se as fichas
com numeros consecutivos serao retiradas
em ordem crescente ou decrescente. Uma
vez definida a primeira etapa, a segunda,
com 9 possibilidades, é escolher uma ficha
com numero de 1a 9, se for em ordem cres-
cente, ou escolher uma ficha com ndme-
ro de 2 a 10, se for em ordem decrescente.
Uma vez definida a segunda etapa, a ter-
ceira, com 1 possibilidade, é retirar a ficha
com o numero consecutivo da ficha retira-
da na etapa anterior. Assim, o numero de
elementos do evento A é:
nA)=2-9-1=18

Pela definicao de probabilidade, temos:
pa)=2A 18 _1_ 55— 20%

Logo, a probabilidade de serem sorteadas
fichas com nimeros consecutivos é 20%.

. No lancamento de uma moeda viciada, a

chance de ocorrer “cara” é quatro vezes
maior do que a chance de ocorrer “coroa”.
Calcule a probabilidade de ocorrer “cara” em
um lancamento dessa moeda.

Resolucao

Sejam os eventos K, ocorrer “cara”, e C, ocor-
rer “coroa”.

Pelo enunciado, temos que P(K) = 4 - P(C).
Observe que K e C sao eventos complemen-
tares, entao P(K) + P(C) = 1. Substituindo P(K)
por 4 - P(C), obtemos:
4-PCO)+PC)=1=25-PCO)=1=

= PO =1 =20%
A probabilidade de sair coroa é 20%, logo:
100% — 20% = 80%

Assim, a probabilidade de sair cara é 80%.

= 183



ATIVIDADES

.

~

MATERIAL PARA DIVULGACAO DA EDITORA FTD
REPRODUCAO PROIBIDA

184 =

N

Uma caixa contém 30 bolas idénticas de ma-
deira, 18 azuis e 12 amarelas. Ao retirar uma
bola ao acaso dessa caixa, qual é a probabi-
lidade de ela ser azuI7 E a probabilidade de

ser amarela? pazul) = 2; Plamarela) =

2
5 5
No lancamento de um dado nao viciado de
formato clbico, com as faces numeradas de 1

a 6, determine a probabilidade de se obter:
a) onumero 1; %

b) um ndmero primo; %

c) um numero divisivel por 2;

w N =

d) um nimero menor do que %

e) um numero maior do que 6.0

Considere todos os numeros de trés algaris-
mos distintos que podem ser formados usan-
do os algarismos 3, 5 e 7. Escolhendo um des-
ses numeros ao acaso, qual é a probabilidade
de essa escolha recair em um numero:

a) multiplo de 37 10u 100%

b) par? o

No lancamento simultaneo de dois dados
nado viciados, um vermelho e outro branco,
com as faces numeradas de 1a 6, determine

a probabilidade dos seguintes eventos.

1

6

b) A soma dos niumeros obtidos é igual a 9. 15

a) Os numeros obtidos sao iguais.

c) A soma dos numeros obtidos € menor do
1
que 4. 13

d) A soma dos nimeros obtidos é igual a 8,
e um dos dados apresenta o nimero 6. 11—8

Um envelope contém fichas idénticas nume-
radas de 1a 20. Ao ser retirada uma ficha ao
acaso, qual é a probabilidade de ocorrer um
numero:

a) impar? %

b) maior do que 7? %
- 1

¢) multiplo de 57 3

d) divisivel por 3? %

10.

11.

12.

13.

14.

NAO ESCREVA
NO LIURO.

De um baralho comum de 52 cartas, tira-se ao
acaso uma delas. Determine a probabilidade
de a carta ser:

a) uma dama de qualquer naipe; %

b) uma dama de paus; 512

1

c) uma carta de ouros; Z

d) uma figura. %

Em uma gaveta, ha trés canetas de tinta azul,
duas de tinta preta, quatro de tinta verde e
trés que estdo sem carga de tinta. Escolhendo
uma dessas canetas ao acaso, determine a
probabilidade de a caneta:

a) escrever em uma dessas cores;
1

3
v
b) nao escrever; T
c) escrever em azul. %
(Enem/MEC) Em uma central de atendimen-
to, cem pessoas receberam senhas numera-
das de 1até 100. Uma das senhas é sorteada
ao acaso. Qual é a probabilidade de a senha

sorteada ser um numero de 1a 207 alternativa c

2 700 100 d) 125

®) 300 100 ¢ 1%%

9 120(())

Uma pesquisa apontou que a probabilidade

de uma mulher fumante com idade acima de
40 anos ter cancer é de aproximadamente
75,6%. Qual é a probabilidade aproximada de
uma mulher fumante com mais de 40 anos
nao ter cancer? aproximadamente 24,4%

Pedro utilizou um dado nao viciado para
fazer dois lancamentos sucessivos, multipli-
cou os numeros obtidos e anotou o produto
entre eles.

a) Quais numeros Pedro pode ter anotado?
1,2,3,4,5,6,8,9,10,12, 15, 16, 18, 20, 24, 25, 30 € 36

b) Qual é a probabilidade de Pedro ter ano-
tado o nimero 25? l

c) Qual éa probabllldade de Pedro ter ano-
tado um numero impar? %

d) Qual é a probabilidade de Pedro ter ano-
tado um numero par? %
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15.

l16.

12.

18.

19.

Em um jogo, dois dados nao viciados de seis
faces sao lancados, e os numeros das faces
superiores sao adicionados. Antes de um lan-
¢amento, Jaqueline deu o palpite de que a
soma das faces superiores seria igual a 7 ou
11. Qual é a probabilidade de o palpite de
Jaqueline ocorrer? %

(UFAL) Considere que trés vértices de um he-
xagono regular sdo escolhidos ao acaso. Qual
a probabilidade de que os vértices escolhidos
formem um tridngulo retangulo? %ou 60%

(FGV-SP)

a) Quantos conjuntos de 3 letras distintas
podem ser formados usando as letras da
palavra INTEGRAL? 56

b) Qual a probabilidade de, escolhendo ao
acaso um desses conjuntos, obtermos um
que inclua a letra L? %

Os personagens K e L de um jogo eletronico
s6 podem ser adquiridos em uma caixa de
recompensa. Ao comprar uma caixa dessas,
a chance de o personagem K ser adquirido é
o triplo da chance do personagem L. Se um
jogador comprou uma caixa dessas, qual é a
probabilidade de ele adquirir o personagem
K, sabendo que, obrigatoriamente, um dos
dois personagens sera adquirido? 75%

(UFF-RJ) Os cavalos X, Y e Z disputam uma
prova final na qual ndo poderda ocorrer em-
pate. Sabe-se que a probabilidade de X ven-
cer é igual ao dobro da probabilidade de Y
vencer. Da mesma forma, a probabilidade de
Y vencer é igual ao dobro da probabilidade

de Z vencer. Calcule a probabilidade de:

a) Xvencer.% b) Yvencer.% C) Zvencer.%

20.(ITA-SP) Lancando trés dados de 6 faces, nu-

meradas de 1 a 6, sem ver o resultado, vocé

é informado de que a soma dos nimeros

observados na face superior de cada dado é

igual a 9. Determine a probabilidade de o nu-

mero observado em cada uma dessas faces
7

ser um numero impar. 5

21. (UFPE) Escolhendo aleatoriamente um dos
anagramas da palavra COVEST, qual a pro-
babilidade de suas primeira e ultima letras
serem consoantes? alternativa d

4 1 3

a) 7 c) 5 e) z
E) 2
b) 7 d) z

22.(UERJ) Em uma urna ha sete bolinhas, sendo
duas delas vermelhas e cinco azuis. Quatro do
total de bolinhas serdo sorteadas ao acaso.

iy

Calcule a probabilidade de pelo menos uma

das bolinhas sorteadas ser vermelha. g

23.(Enem/MEC) As 23 ex-alunas de uma turma
que completou o Ensino Médio ha 10 anos
se encontraram em uma reunido comemo-
rativa. Varias delas haviam se casado e tido
filhos. A distribuicao das mulheres, de acor-
do com a quantidade de filhos, é mostrada
no grafico abaixo.

sem filhos 1 filho 2 filhos 3 filhos

ILUSTRAGOES: SERGIO LIMA

Um prémio foi sorteado entre todos os filhos
dessas ex-alunas. A probabilidade de que a
crianca premiada tenha sido um(a) filho(a)
Unico(a) é: alternativa e

1 7
a)§ C)E e